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Abstract. This paper deals with the use of the �rst two vanishing
moments for constructing cubic spline-wavelets meeting orthogonality
conditions to polynomials of the �rst degree. A decrease in the supports of
these wavelets is shown in comparison with the classical semiorthogonal
wavelets. For splines with homogeneous Dirichlet boundary conditions of
the �rst order, an algorithm of the shifted wavelet transform is obtained
in the form of a solution of tridiagonal systems of linear algebraic equations
with a strict diagonal dominance. Results of numerical experiments on
data processing are presented.
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1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà âåéâëåòû ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæå-
ñòâà, çàïîëíÿþùåãî ðàçíîñòü ìåæäó àïïðîêñèìèðóþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè íà
ãóñòîé è ðàçðåæåííîé ñåòêàõ [1, ñòð. 16]. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå àïïðîêñèìà-
öèè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, áåñêîíå÷íî ïðîäîëæåííîé â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ,
òàêîé áàçèñ ïîðîæäàåòñÿ ñæàòèÿìè è ñìåùåíèÿìè îäíîé âîëíîâîé ôóíêöèè,
èìåþùåé âèä êîðîòêîãî èëè áûñòðî óáûâàþùåãî âñïëåñêà, êîòîðàÿ è íàçû-
âàåòñÿ âåéâëåòîì. Áëàãîäàðÿ ñæàòèþ âåéâëåòû ìîãóò îïðåäåëÿòü ðàçíèöó â
õàðàêòåðèñòèêàõ èçìåðÿåìîãî ñèãíàëà ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè. Áëàãî-
äàðÿ ñìåùåíèþ îíè ìîãóò àíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà ñèãíàëà â ðàçíûõ òî÷êàõ íà
âñåì èíòåðâàëå èññëåäîâàíèÿ. Ïðè àíàëèçå íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíàëîâ ñâîéñòâî
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ëîêàëüíîñòè âåéâëåòîâ îáåñïå÷èâàåò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-
ðüå, êîòîðîå ïðåäîñòàâëÿåò òîëüêî ãëîáàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ èçó-
÷àåìîãî ñèãíàëà, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûå áàçèñíûå ôóíêöèè (ñèíóñû è êîñè-
íóñû) èìåþò áåñêîíå÷íûå íîñèòåëè. Ïîñêîëüêó âåéâëåòû ïðåîáðàçóþò ñèñòåìó
áàçèñíûõ ôóíêöèé ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè â ñèñòåìó ñ ñîñðåäîòî÷åí-
íûìè ïàðàìåòðàìè, òàêîé áàçèñ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè
è ñõîäèìîñòè â ÷èñëåííîì àíàëèçå [2, ñòð. 478-481].

Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåéâëåòîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå òàê íàçûâàåìûõ ìàñ-
øòàáíûõ (êàëèáðîâî÷íûõ) ñîîòíîøåíèé, òàêèõ ÷òî êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ
íà ðàçðåæåííîé ñåòêå âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ ôóíê-
öèé íà ãóñòîé ñåòêå. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ñïëàéíû � ãëàäêèå
ôóíêöèè, ñêëååííûå èç êóñêîâ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m, íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âëîæåííûõ ñåòîê.

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ïîëóîðòîãîíàëüíûõ âåéâëåòîâ, êîòîðîå èíîãäà [3]
èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèé, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåéâëåò-ðàçëîæåíèå îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷-
øåå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñïëàéíîâ íà ãóñòîé ñåòêå ïîñðåäñòâîì
ñïëàéíîâ íà ðàçðåæåííîé ñåòêå. Ýòî ñâîéñòâî äàåò ïðåèìóùåñòâî ïðè ñæàòèè
äèñêðåòíîé ÷èñëîâîé èíôîðìàöèè. Îäíàêî ýòî ïðåèìóùåñòâî íèâåëèðóåòñÿ â
ñèëó äîâîëüíî áîëüøèõ íîñèòåëåé èç 2m + 1 øàãîâ ñåòêè ðåçóëüòèðóþùèõ
ñïëàéí-âåéâëåòîâ. Íåêîòîðûé ïðîãðåññ â ýòîì îòíîøåíèè áûë äîñòèãíóò ïóòåì
ïîñòðîåíèÿ ñïëàéí-âåéâëåòîâ ñ ïåðâûìè r ìîìåíòàìè, ðàâíûìè íóëþ [4], ïðè
óñëîâèè äëèí íîñèòåëåé (m+r+1)/2. Ïîñêîëüêó ïîëóîðòîãîíàëüíûå âåéâëåòû
èìåþò m+ 1 íóëåâûõ ìîìåíòîâ, èäåÿ ñîêðàùåíèÿ íîñèòåëåé âåéâëåòîâ ïóòåì
çàìåíû ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ íà ðàçðåæåííîé
ñåòêå îðòîãîíàëüíîñòüþ äëÿ ñòåïåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ êàæåòñÿ ïðèâëåêàòåëü-
íîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé
[5, ñòð. 52, 156], ýòè äâà òèïà âåéâëåòîâ ýêâèâàëåíòíû, à îðòîãîíàëüíîñòü ìíî-
ãî÷ëåíàì îáåñïå÷èâàåò ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå "ñõîäñòâî" ñ íàèëó÷øèì ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Â òî æå âðåìÿ â ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèÿõ îðòîãîíàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíàì âûñîêîé ñòåïåíè íå òðåáóåòñÿ [6], â îòëè-
÷èå, íàïðèìåð, îò çàäà÷è ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [7]. Ýòî îáåñïå÷èâà-
åò á�îëüøóþ óíèâåðñàëüíîñòü íåîðòîãîíàëüíîãî ïîäõîäà. Â ñëó÷àå êóáè÷åñêèõ
ñïëàéíîâ âåéâëåò òðåòüåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ îðòîãî-
íàëüíîñòè âñåì ìíîãî÷ëåíàì ïåðâîé ñòåïåíè, äàâíî èçâåñòåí [8]. Ýòîò âåéâëåò
èìååò î÷åíü ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, â ÷àñòíîñòè, äëèíà íîñèòåëÿ ìíîãî ìåíüøå,
÷åì äëèíà íîñèòåëÿ êëàññè÷åñêîãî ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ñïëàéí-âåéâëåòà òðå-
òüåé ñòåïåíè, à èìåííî 3 < 7. Áîëåå òîãî, îí îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà [9].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòàõ àâòîðà [10, 11] áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé êóáè-
÷åñêèõ âåéâëåòîâ Ýðìèòà, îðòîãîíàëüíûõ âñåì ìíîãî÷ëåíàì òðåòüåé ñòåïåíè.
Áûë ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ìåòîä ÷åòíî-íå÷åòíîãî ðàñùåïëåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ñìåùåííîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýðìèòà íà ïàðàëëåëüíîå ðåøå-
íèå äâóõ òðèäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â÷åòâåðî ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå
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íà îñíîâå ñïëàéíîâ Ýðìèòà èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. Âî-ïåðâûõ, â çàäà÷å îáðà-
áîòêè èçìåðèòåëüíîé èíôîðìàöèè íåîáõîäèìî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü ïðèáëèæåí-
íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ íàèáîëåå ãóñòîé ñåòêè ñ ïðèåìëåìîé òî÷íî-
ñòüþ [12], è òîëüêî çàòåì ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ àëãîðèòìû âåéâëåò-ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Âî-âòîðûõ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñæàòèÿ äàííûõ êîëè÷åñòâî âåéâëåò-êîýôôèöè-
åíòîâ â ýòîì ñëó÷àå áîëüøå, ÷åì â ìåòîäàõ, îñíîâàííûõ íà B-ñïëàéíàõ. Ïî-
ýòîìó â ðàçäåëå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÷åòíî-íå÷åòíîãî ðàñ-
ùåïëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñäâèíóòîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íûõ êóáè÷åñêèõ
ñïëàéíîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå àëãîðèòì çíà÷èòåëüíî îò-
ëè÷àåòñÿ îò ðàíåå èçâåñòíîãî áûñòðîãî àëãîðèòìà [13, 14] äèñêðåòíîãî âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîñêîëüêó îí îñíîâàí íà âåéâëåòàõ ñ äâóìÿ íóëåâûìè ìîìåí-
òàìè âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè íà âëîæåííûõ
ñåòêàõ. Äîñòîèíñòâàìè íîâîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ åãî ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè
è ïðîñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîãðàììàõ, ïîñêîëüêó íà êàæäîì ýòàïå ðåøàåòñÿ
îäíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (âìåñòî äâóõ ñèñòåì â èçâåñòíîì àëãîðèòìå)
ñ ìàòðèöåé, èìåþùåé ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå. Êðîìå òîãî, ó ïî-
ëó÷åííîé ñõåìû âåéâëåò-îáðàáîòêè îòñóòñòâóåò íåäîñòàòîê, ïðèñóùèé èíòåð-
ïîëÿöèîííûì âåéâëåòàì. À èìåííî, ñì. [15, ñòð. 123], ïðè âûïîëíåíèè àíàëèçà
äàííûõ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííûõ âåéâëåòîâ ãðóáîå ïðèáëèæåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ èç áîëåå òî÷íîãî ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòíûì
óçëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñàìîå ãðóáîå ïðèáëèæåíèå çàâèñèò òîëüêî îò íåñêîëü-
êèõ íà÷àëüíûõ âåðøèí, è îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü ïëîõèì ïðèáëèæåíèåì
èñõîäíîé ôóíêöèè.

×åòíî-íå÷åòíîå ðàçáèåíèå ìàòðèöû âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëî íåçàâèñè-
ìî èñïîëüçîâàíî â [9] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòèìîñòè ìàòðèöû; îäíàêî òàì
íå áûëî ïðåäñòàâëåíî ÷åòêèõ óêàçàíèé íà òî, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè
âû÷èñëåíèÿõ íà ïðàêòèêå.

2. Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéí-âåéâëåòîâ ñ äâóìÿ íóëåâûìè

ìîìåíòàìè íà êîíå÷íîì îòðåçêå

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü VL îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî êóáè÷åñêèõ
ñïëàéíîâ ãëàäêîñòè C2 íà îòðåçêå [a, b] ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé, ñîñòîÿùåé èç
óçëîâ ∆L : xi = a + h · i, i = 0, 1, . . . , 2L, h = (b − a)/2L, à áàçèñíûå ôóíêöèè
NL

i (v) = ϕ3(v− i)∀i, ãäå v = (x− a)/h, ñ öåíòðàìè â öåëûõ ÷èñëàõ, îáðàçîâàíû
ïîñðåäñòâîì ñæàòèé è ñìåùåíèé ôóíêöèè âèäà [16, ñòð. 89]:

ϕ3(t) =
1

6

4∑
j=0

(
4

j

)
(−1)j(t− j)3+,

ãäå tn+ = (max{t, 0})n. Èçâåñòíî [1, ñòð. 91], ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò
êàëèáðîâî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ:

(1) ϕ3(t) =
1

8

4∑
k=0

(
4

k

)
ϕ3(2t− k).

Ïóñòü íà ôóíêöèè íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ: f(a) = f ′(a) =
f(b) = f ′(b) = 0. Òîãäà êðàéíÿÿ ëåâàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ϕ3(t),
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è îíà èìååò âèä [13]

ϕb(t) =
3

2
t2+ −

11

12
t3+ +

3

2
(t− 1)3+ −

3

4
(t− 2)3+,

óäîâëåòâîðÿÿ êàëèáðîâî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ

ϕb(t) =
1

4
ϕb(2t) +

11

16
ϕ3(2t) +

1

2
ϕ3(2t− 1) +

1

8
ϕ3(2t− 2).(2)

Íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò çåðêàëüíîå îò-
ðàæåíèå ôóíêöèè ϕb(t). Íà ñåòêå ∆L, L ≥ 2, ñïëàéí òðåòüåé ñòåïåíè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

SL(v) = CL
−1ϕb(v) +

2L−4∑
i=0

CL
i ϕ3(v − i) + CL

2L−3ϕb(2
L − v),(3)

0 ≤ v ≤ 2L,Dim(VL) = 2L − 1,

ãäå êîýôôèöèåíòû CL
i ∀i ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåé èíòåðïî-

ëÿöèîííîé çàäà÷è:

SL(i) = f(xi), i = 1, 2, . . . , 2L − 1.

Åñëè ñåòêà ∆L−1, L ≥ 3, ïîëó÷àåòñÿ èç ∆L óäàëåíèåì êàæäîãî âòîðîãî óç-
ëà, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî VL−1 ñ áàçèñîì èç ôóíêöèé NL−1

i (v),
íîñèòåëè êîòîðûõ â äâà ðàçà áîëüøå ïî øèðèíå è öåíòðû íàõîäÿòñÿ â ÷åòíûõ
óçëàõ ñåòêè ∆L, âëîæåíî â VL. Ñóòü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíî ïîçâîëÿåò èåðàðõè÷åñêè ðàçëîæèòü çàäàí-
íóþ ôóíêöèþ íà ðÿä ãðóáûõ ïðèáëèæåííûõ ïðåäñòàâëåíèé VL−1 è ëîêàëüíûõ
óòî÷íÿþùèõ äåòàëåé WL−1 = VL − VL−1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî èç âîçìîæíûõ áàçèñîâ â WL−1 èñïîëüçóþòñÿ êóáè-
÷åñêèå âåéâëåòû, îðòîãîíàëüíûå âñåì ìíîãî÷ëåíàì ïåðâîé ñòåïåíè [8, 9],

w31(t) = −1

2
ϕ3(2t) + ϕ3(2t− 1)− 1

2
ϕ3(2t− 2),(4)

wb1(t) = ϕb(2t)− 1.35ϕ3(2t) + 0.6ϕ3(2t− 1).(5)

Ó íèõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïî äâà íóëåâûõ ìîìåíòà∫ ∞
−∞

xkw31(x)dx =

∫ ∞
−∞

xkwb1(x)dx = 0, k = 0, 1,

êðîìå òîãî, ó ýòèõ âåéâëåòîâ óìåíüøåíû íîñèòåëè:

suppw31 = [0, 3], suppwb1 = [0, 2.5].

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êóáè÷åñêèõ ïîëóîðòîãîíàëüíûõ ñïëàéí-âåéâëåòîâ, ó
êîòîðûõ öåíòðû íîñèòåëåé ðàñïîëàãàþòñÿ â ÷åòíûõ óçëàõ, áóäåì ðàñïîëàãàòü
öåíòðû íîñèòåëåé êóáè÷åñêèõ âåéâëåòîâ, îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíàì ïåðâîé
ñòåïåíè, ñî ñäâèãîì � â íå÷åòíûõ óçëàõ. ßñíî, ÷òî Dim(WL−1) = 2L−1. Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äîïîëíåíèÿ ðàçìåðíîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ,
ò.å.

Dim(VL) = Dim(VL−1) + Dim(WL−1).
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2.2. Ïîñòðîåíèå áëîêà ôèëüòðîâ. Çàïèøåì áàçèñíûå ñïëàéí-ôóíêöèè â
âèäå îäíîñòðî÷íîé ìàòðèöû,

ϕL(·) =
[
ϕb(·), ϕ3(·), ϕ3(· − 1), . . . , ϕ3(· − 2L + 4), ϕb(2

L − ·)
]
.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ âåêòîðà, ñîñòîÿùåãî èç êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà CL =[
CL
−1, C

L
0 , . . . , C

L
2L−3

]T
, çàïèøåì ôîðìóëó (3) â âåêòîðíîì âèäå

SL(·) = ϕL(·)CL.

Òî÷íî òàê æå ìû ìîæåì çàïèñàòü áàçèñíûå ñäâèíóòûå âåéâëåò-ôóíêöèè ñ
öåíòðàìè â íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñëàõ â âèäå ìàòðèöû-ñòðîêè

ψL(·) =
[
wb1(·), w31(·), w31(· − 1), . . . , w31(· − 2L + 3), wb1(2L − ·)

]
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå âåéâëåò-êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìàöèè íà óðîâíå ðàçëî-
æåíèÿ L îáîçíà÷èì ÷åðåç

DL
i , i = −1, 0, . . . , 2L − 2,

è ââåäåì âåêòîð-ñòðîêó

DL =
[
DL
−1, D

L
0 , . . . , D

L
2L−2

]T
.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà VL−1 è WL−1 ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè VL, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè ϕ

L−1(·) è ψL−1(·) â âèäå ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé ϕL(·):

ϕL−1(·) = ϕL(·)PL è ψL−1(·) = ϕL(·)QL,

ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû PL ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöèåíòîâ ñîîòíîøåíèé (1) è (2),
ïîñêîëüêó êàæäàÿ øèðîêàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ â èíòåðâàëå àïïðîêñèìàöèè ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåíà èç ïÿòè óçêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, à êàæäàÿ øèðîêàÿ áà-
çèñíàÿ ôóíêöèÿ íà êîíöàõ èíòåðâàëà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èç ÷åòûðåõ óçêèõ
áàçèñíûõ ôóíêöèé; ýëåìåíòû ñòîëáöîâ ìàòðèöû QL ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöè-
åíòîâ ñîîòíîøåíèé (4) è (5).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

ϕL(·)CL = ϕL−1(·)CL−1 + ψL−1(·)DL−1 =(6)

= ϕL(·)PLCL−1 + ϕL(·)QLDL−1.

Ïóñòü èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû CL−1 è DL−1. Òîãäà êîýôôèöèåíòû CL ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû èç CL−1 è DL−1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

CL = PLCL−1 +QLDL−1

èëè, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëî÷íûõ ìàòðèö,

(7) CL =
[
PL | QL

] [CL−1

DL−1

]
.
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Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïîêàçàíî, êàêîé âèä èìååò áëî÷íàÿ ìàòðèöà
[
PL | QL

]
ïðè L = 3 (ñëó÷àé òðåõ áàçèñíûõ ñïëàéí-ôóíêöèé èç V2, ÷åòûðåõ áàçîâûõ âåé-
âëåòîâ èç W2 è ñåìè áàçèñíûõ ôóíêöèé èç V3:

(8)
[
P 3 | Q3

]
=



1
4 0 0 1 0 0 0
11
16

1
8 0 −1.35 − 1

2 0 0
1
2

1
2 0 0.6 1 0 0

1
8

3
4

1
8 0 − 1

2 − 1
2 0

0 1
2

1
2 0 0 1 0.6

0 1
8

11
16 0 0 − 1

2 −1.35
0 0 1

4 0 0 0 1


.

Îïðåäåëèì áëî÷íóþ ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöå
[
PL | QL

]
:[

AL

BL

]
=
[
PL | QL

]−1
.

Òîãäà ïðîöåññ ñîçäàíèÿ âåðñèè ñ ãðóáûì ðàçðåøåíèåì, CL−1, õàðàêòåðè-
çóåìîé ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì êîýôôèöèåíòîâ, ìîæíî âûðàçèòü ìàòðè÷íûì
ðàâåíñòâîì

CL−1 = ALCL,

ãäå AL � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
(
2L−1 − 1

)
×
(
2L − 1

)
. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåðÿííûå

÷àñòè ñîáèðàþòñÿ â äðóãîì âåêòîðå DL−1, îïðåäåëÿåìîì âûðàæåíèåì

DL−1 = BLCL,

ãäå BL � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2L−1×
(
2L − 1

)
. Ìàòðèöû AL è BL íàçûâàþòñÿ

ôèëüòðàìè àíàëèçà, à ìàòðèöû PL è QL � ôèëüòðàìè ñèíòåçà [2, ñòð. 198], [15,
ñòð. 95].

Ïðîöåäóðà ðàçáèåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ CL íà ãðóáóþ âåðñèþ CL−1 è óòî÷íÿ-
þùèå êîýôôèöèåíòûDL−1 ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ðåêóðñèâíî ê ñàìîé ýòîé ÷à-
ñòè CL−1. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëüíûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
â âèäå èåðàðõèè ãðóáûõ âåðñèé C2, C3, ..., CL−1 è óòî÷íåíèé D2, D3, ..., DL−1.
Ïîäîáíûé ðåêóðñèâíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ áëîê-ôèëüòðîì [15, ñòð. 95]. È îá-
ðàòíî, êîýôôèöèåíòû CL ìîæíî âîññòàíîâèòü èç ñâåðíóòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè C2, D2, D3, ..., DL−1. Êðîìå òîãî, ïî çíà÷åíèÿì âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ
Dj , j = 2, 3, ..., L − 1, ìîæíî ñóäèòü î çíà÷èìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äåòàëåé
óòî÷íåíèÿ. Íåçíà÷èìûå äåòàëè óäàëÿþòñÿ ñ öåëüþ ñæàòèÿ èíôîðìàöèè.

Èç ïðåäñòàâëåíèé (1), (2), (4) è (5) âèäíî, ÷òî ìàòðèöû
[
PL | QL

]
ðàçðåæå-

íû. Îäíàêî, ìàòðèöû, îáðàòíûå ê
[
PL | QL

]
, êàê ïðàâèëî, òåðÿþò ðàçðåæåí-

íóþ ñòðóêòóðó. Ñóòü ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â [15, ñòð. 96] äëÿ òàêèõ ñëó÷à-
åâ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî CL−1 è DL−1 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû èç CL ïóòåì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (7). Áîëåå òîãî, áûëî ïðåäëîæåíî ïðå-
îáðàçîâàòü ìàòðèöó

[
PL | QL

]
â ëåíòî÷íóþ ìàòðèöó, ïðîñòî èçìåíèâ ïîðÿäîê

íåèçâåñòíûõ òàê, ÷òîáû ñòîëáöû ìàòðèö PL è QL ÷åðåäîâàëèñü.
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ áåç ÿâíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ áëîêà ôèëüòðîâ. Òåì íå ìåíåå, õîòÿ ðàçðå-
øèìîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ãàðàíòèðóåòñÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé, âîïðîñ î åå õîðîøåé îáóñëîâëåííîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Êàê
ïðàâèëî, ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò äèàãîíàëüíîãî ïðåîá-
ëàäàíèÿ, ÷òî ìîæåò óñëîæíèòü âåéâëåò-àíàëèç äàííûõ áîëüøîãî ðàçìåðà.
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3. Àëãîðèòì ñ ïðèìåíåíèåì ðàñùåïëåíèÿ

Ïóñòü äëÿ óðîâíåé ðàçðåøåíèÿ L ≥ 4, ìàòðèöà GL ðàçìåðà
(
2L − 1

)
×(

2L − 1
)
èìååò âèä



8 −4 − 296
3 0

0 9 0 0 0
12 0 2 3 3 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 54 3 10 3 3 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 3 3 10 3 3

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 0 2 0 0 0 0 0
0 3 3 10 3 54 0 0

0 0 0 2 0 0 0
0 3 3 2 0 12

0 0 0 9 0
0 − 296

3 −4 8



,

òîãäà êàê ìàòðèöà RL ñîñòàâëåíà èç äâóõ áëîêîâ ñîãëàñíî 2L−1 − 1 áàçèñíûì
ñïëàéí-ôóíêöèÿì èç VL−1 è 2L−1 áàçîâûì âåéâëåòàì èç WL−1:

12 4 −108 0 0 0
0 0 72 4 4 0 0
0 0 0 0 4 4 4 0

. . .
. . .

. . .

0 0 4 4 72 0 0
0 0 0 −108 4 12

5 −5 − 215
3 0 0 0

3 1 63 1 1 0 0
0 0 18 1 6 1 1 0
0 0 0 0 1 1 6 1 1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 1 1 6 1 18 0 0
0 1 1 63 1 3

0 0 − 215
3 −5 5



,

Çäåñü äèàãîíàëüíûå òî÷êè îçíà÷àþò, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäûäóùèå äâå
ñòðîêè ïîâòîðÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî ðàç, êàæäûé ðàç ïåðåìåùà-
ÿñü íà äâå ïîçèöèè âïðàâî, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ÷òî ïðåäûäóùàÿ ñòðîêà ïîâòî-
ðÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî ðàç ïðè ïåðåõîäå âïðàâî íà äâå ïîçèöèè;
ïóñòûå ïîçèöèè ñòðîê ìàòðèö ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû detGL 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 1 áóäåò äîêàçàíà áëèæå ê êîíöó äàííîé ñòàòüè.
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Îïèðàÿñü íà ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ìàòðèöû (GL)
−1
, ïðåäëàãàåòñÿ âûïîë-

íÿòü ðàñ÷åòû íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé íàìè ðàíåå ïðîöåäóðû [17, 18] ÷åòíî-
íå÷åòíîãî ðàñùåïëåíèÿ ñäâèíóòîãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ âèäà (6), ñâÿçûâàþùå-
ãî áàçèñíûå ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ íà ãóñòîé ñåòêå, áàçèñíûå ôóíê-
öèè íà ðàçðåæåííîé ñåòêå è ñäâèíóòûå âåéâëåòû êîíå÷íûìè íåÿâíûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè ðàçëîæåíèÿ ñ òðåìÿ íåïóñòûìè äèàãîíàëÿìè è ñòðîãèì äèàãîíàëü-
íûì ïðåîáëàäàíèåì. Äëÿ ñëó÷àÿ êóáè÷åñêèõ ñïëàéí-âåéâëåòîâ ñ äâóìÿ íóëå-
âûìè ìîìåíòàìè ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå, èñïîëüçóÿ
ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé ôîðìå.

Ëåììà 1. Áàçèñíûå ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ íà ãóñòîé
ñåòêå, áàçèñíûå ôóíêöèè íà ðàçðåæåííîé ñåòêå è ñäâèíóòûå âåéâëåòû óäî-
âëåòâîðÿþò ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

(9) ϕL(·)GL =
[
ϕL−1(·) | ψL−1(·)

]
RL, L ≥ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà [a, b] âíóò-
ðè íîñèòåëÿ ïåðâûõ äâóõ øèðîêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ïåðåêðûâàþòñÿ 3 âåé-
âëåòà è 6 óçêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ êàëèáðîâî÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ (1), (2), (4) è (5), ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå êîíå÷íîå íåÿâíîå
ñîîòíîøåíèå äåêîìïîçèöèè ñ ïîêà íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

CL
−1ϕb(v) +

∑4
i=0 C

L
i ϕ3(v − i) =(10)

= CL−1
−1

(
1
4ϕb(v) + 11

16ϕ3(v) + 1
2ϕ3(v − 1) + 1

8ϕ3(v − 2)
)

+

+CL−1
0

(
1
8

∑4
k=0

(
4
k

)
ϕ3(v − k)

)
+

+DL−1
−1 (ϕb(v)− 1.35ϕ3(v) + 0.6ϕ3(v − 1)) +

+
∑1

j=0D
L−1
j

(
− 1

2ϕ3(v − j) + ϕ3(v − j − 1)−
− 1

2ϕ3(v − j − 2)
)
, 0 ≤ v ≤ 8.

Ïîñêîëüêó ïî îáå ñòîðîíû îò çíàêà ðàâåíñòâà â (10) ïðåäñòàâëåíû êóáè-
÷åñêèå ñïëàéíû, äëÿ èõ ñîâïàäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî B-ñïëàéíàì íà ãóñòîé ñåòêå. Òîãäà äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñîîòíîøåíèè (10), ìû èìååì, ñîîò-
âåòñòâåííî, ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç B-ñïëàéíîâ ñ íîìåðàìè
i = −1, 0, . . . , 4

CL
−1 =

1

4
CL−1
−1 +DL−1

−1 ,

CL
0 =

11

16
CL−1
−1 +

1

8
CL−1

0 − 1.35DL−1
−1 −

1

2
DL−1

0 ,

CL
1 =

1

2
CL−1
−1 +

1

2
CL−1

0 + 0.6DL−1
−1 +DL−1

0 ,

CL
2 =

1

8
CL−1
−1 +

3

4
CL−1

0 − 1

2
DL−1

0 − 1

2
DL−1

1 ,

CL
3 =

1

2
CL−1

0 +DL−1
1 ,

CL
4 =

1

8
CL−1

0 − 1

2
DL−1

1 .
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Ïîïûòàåìñÿ íàéòè âàðèàíò ñîîòíîøåíèÿ (10), âêëþ÷àþùèé òîëüêî êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ äëÿ íå÷åòíûõ íîìåðîâ (ñëó÷àé, êîãäà CL

0 = CL
2 = CL

4 = 0).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå,
äëÿ êîòîðîãî:

CL
−1 = −296

3
, CL

1 = 2, CL
3 = 54.

Ïðè ýòîì CL−1
−1 = −108, CL−1

0 = 72, è DL−1
−1 = − 215

3 , DL−1
0 = 63, DL−1

1 = 18.
Åñòü åùå îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîýôôèöèåíòû ðàçëî-

æåíèÿ äëÿ íîìåðîâ −1 è 1:

CL
−1 = 8, CL

1 = 12, CL
3 = 0.

Ïðè ýòîì CL−1
−1 = 12, CL−1

0 = 0, è DL−1
−1 = 5, DL−1

0 = 3, DL−1
1 = 0.

Ïîïûòàåìñÿ íàéòè âàðèàíò ñîîòíîøåíèÿ (10), âêëþ÷àþùèé êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ äëÿ òðåõ ñîñåäíèõ íîìåðîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà CL

−1 = CL
0 = CL

4 = 0,
ïîëó÷àåì:

CL
1 = CL

3 = 3, CL
2 = 2.

Ïðè ýòîì CL−1
−1 = 0, CL−1

0 = 4, è DL−1
−1 = 0, DL−1

0 = DL−1
1 = 1.

Åñòü åùå îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ äëÿ íîìåðîâ −1 è 0:

CL
−1 = −4, CL

0 = 9, CL
1 = CL

2 = CL
3 = 0.

Ïðè ýòîì CL−1
−1 = 4, CL−1

0 = 0, è DL−1
−1 = −5, DL−1

0 = 1, DL−1
1 = 0.

Äàëåå, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, âíóòðè èíòåðâàëà [a, b] â íîñèòåëå êàæäûõ äâóõ
øèðîêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé ïåðåêðûâàþòñÿ 3 âåéâëåòà è 7 óçêèõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, íà îòðåçêå [x0, x10] ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå êîíå÷-
íîå íåÿâíîå ñîîòíîøåíèå äåêîìïîçèöèè òàêæå ñ ïîêà íåîïðåäåëåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè:

∑6
i=0 C

L
i ϕ3(v − i) =(11)

=
∑1

j=0 C
L−1
j

(
1
8

∑4
k=0

(
4
k

)
ϕ3(v − j − k)

)
+

+
∑2

j=0D
L−1
j

(
− 1

2ϕ3(v − j) + ϕ3(v − j − 1)−
− 1

2ϕ3(v − j − 2)
)
, 0 ≤ v ≤ 10.

Ïîñêîëüêó ïî îáå ñòîðîíû îò çíàêà ðàâåíñòâà â (11) ïðåäñòàâëåíû êóáè÷å-
ñêèå ñïëàéíû, äëÿ èõ ñîâïàäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî B-ñïëàéíàì íà ãóñòîé ñåòêå. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñîîòíîøåíèè (11) èìååì, ñîîòâåòñòâåííî,
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç B-ñïëàéíîâ ñ íîìåðàìè i = 0, 1, . . . , 6
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CL
0 =

1

8
CL−1

0 − 1

2
DL−1

0 ,

CL
1 =

1

2
CL−1

0 +DL−1
0 ,

CL
2 =

3

4
CL−1

0 +
1

8
CL−1

1 − 1

2
DL−1

0 − 1

2
DL−1

1 ,

CL
3 =

1

2
CL−1

0 +
1

2
CL−1

1 +DL−1
1 ,

CL
4 =

1

8
CL−1

0 +
3

4
CL−1

1 − 1

2
DL−1

1 − 1

2
DL−1

2 ,

CL
5 =

1

2
CL−1

1 +DL−1
2 ,

CL
6 =

1

8
CL−1

1 − 1

2
DL−1

2 .

Äëÿ CL
3 = 10 ïîïûòàåìñÿ íàéòè âàðèàíò ñîîòíîøåíèÿ (11), âêëþ÷àþùèé

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äëÿ íå÷åòíûõ íîìåðîâ (ñëó÷àé, êîãäà CL
0 = CL

2 =
CL

4 = CL
6 = 0). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåí-

íîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî

CL
1 = CL

5 = 3.

Ïðè ýòîì CL−1
0 = CL−1

1 = 4, è DL−1
0 = DL−1

2 = 1, DL−1
1 = 6.

Åñòü åùå äâà ðåøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äëÿ òðåõ
ñîñåäíèõ óçëîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà CL

0 = CL
4 = CL

5 = CL
6 = 0, ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ

îäíèì èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðåøåíèé: CL
1 = CL

3 = 3, CL
2 = 2, CL−1

0 = 4, CL−1
1 =

0, è DL−1
0 = DL−1

1 = 1, DL−1
−1 = 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà CL
0 = CL

1 = CL
2 = CL

6 = 0, ðåøåíèå ñèììåòðè÷íî:

CL
3 = CL

5 = 3, CL
4 = 2.

Ïðè ýòîì CL−1
0 = 0, CL−1

1 = 4, è DL−1
1 = DL−1

2 = 1, DL−1
0 = 0.

Òàêèå æå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïàð øèðîêèõ áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé.

Íà ïðàâîì êîíöå èíòåðâàëà [a, b] ðåøåíèÿ çåðêàëüíî îòðàæàþò ðåøåíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå âûøå, ò.å. êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äëÿ íå÷åòíûõ íîìåðîâ (ñëó-
÷àé, êîãäà CL

2L−4 = CL
2L−6 = CL

2L−8 = 0) ðàâíû:

CL
2L−3 = −296

3
, CL

2L−5 = 2, CL
2L−7 = 54.

Ïðè ýòîì CL−1
2L−1−3 = −108, CL−1

2L−1−4 = 72, è DL−1
2L−1−2 = − 215

3 , DL−1
2L−1−3 =

63, DL−1
2L−1−4 = 18.

Åñòü åùå îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ äëÿ íîìåðîâ 2L − 3 è 2L − 5:

CL
2L−3 = 8, CL

2L−5 = 12, CL
2L−5 = 0.

Ïðè ýòîì CL−1
2L−1−3 = 12, CL−1

2L−1−4 = 0, èDL−1
2L−1−2 = 5, DL−1

2L−1−3 = 3, DL−1
2L−1−4 =

0.
Â ñëó÷àå, êîãäà CL

2L−3 = CL
2L−4 = CL

2L−8 = 0, ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé íà ïðåäïîñëåäíåé ïàðå øèðîêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ
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òðåõ ñîñåäíèõ íîìåðîâ: CL
2L−5 = CL

2L−7 = 3, CL
2L−6 = 2, CL−1

2L−1−3 = 0, CL−1
2L−1−4 =

4, è DL−1
2L−1−3 = DL−1

2L−1−4 = 1, DL−1
2L−1−2 = 0.

È åñòü åùå îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñâÿçûâàåò êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ äëÿ íîìåðîâ 2L − 3 è 2L − 4:

CL
2L−3 = −4, CL

2L−4 = 9,

CL
2L−5 = CL

2L−6 = CL
2L−7 = 0.

Ïðè ýòîì CL−1
2L−1−3 = 4, CL−1

2L−1−4 = 0, èDL−1
2L−1−2 = −5, DL−1

2L−1−3 = 1, DL−1
2L−1−4 =

0.
Êîýôôèöèåíòû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé ñîñòàâëÿþò

ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè ìàòðèö GL è RL, êîòîðûå áûëè ââåäåíû â óñëîâèÿõ
ëåììû 1. �

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî óðîâíÿ ðàçðåøåíèÿ L ≥ 4, ìàòðèöà ñäâèíóòîãî
âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(12)
[
PL | QL

]
RL = GL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ñäâèíóòîãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî [

ϕL−1(·) | ψL−1(·)
]

= ϕL(·)
[
PL | QL

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå â ðàâåíñòâî (9) è ó÷èòûâàÿ ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèÿ 1. �

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ L = 3 ðàâåíñòâî (12) ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëå-
íèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèìåðà (8) è îïðåäåëåíèé

G3 =



8 −4 − 296
3 0 0 0 0

0 9 0 0 0 0 0
12 0 2 12 54 0 0
0 0 0 8 0 0 0
0 0 54 12 2 0 12
0 0 0 0 0 9 0
0 0 0 0 − 296

3 −4 8


,

R3 =



12 4 −108 0 0 0 0
0 0 72 16 72 0 0
0 0 0 0 −108 4 12

5 −5 − 215
3 0 0 0 0

3 1 63 8 18 0 0
0 0 18 4 63 1 3
0 0 0 0 − 215

3 −5 5


.

Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé
ôîðìå êàê: [

CL−1

DL−1

]
=
[
PL | QL

]−1
CL = RL

(
GL
)−1

CL.
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Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òîãî, ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííî ðåøàòü ñèñòåìó âèäà
(7), ìû ìîæåì ðåøèòü ñèñòåìó

(13) GLΞL = CL

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ΞL è ïîñëå ýòîãî ïðîñòî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ

CL−1 è DL−1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

[
CL−1

DL−1

]
= RLΞL.

Òåì íå ìåíåå, íàì åùå íóæíî ðàçäåëèòü ñèñòåìó (13) íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå
íîìåðà, ÷òîáû ñâåñòè àëãîðèòì ê ðåøåíèþ òðåõäèàãîíàëüíîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé, è àäàïòèðîâàòü ðåçóëüòàò, îáåñïå÷èâ ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå,
÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíî äëÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé. Ìû äîñòèãíåì ýòîé öåëè,
îáúåäèíèâ ìåòîä òðåõäèàãîíàëüíîé ïðîãîíêè ñ ìåòîäîì íåïîëíîé ðåäóêöèè,
èçó÷åííûì â [19, Ãë.IV, �3].

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôîðìàëüíî îïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ ñìåùåííûõ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ íà îñíîâå èçâåñòíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ ðàçëîæåíèÿ ñïëàéíà íà ïðîèçâîëüíîé ñåòêå ∆L, L ≥ 3.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ΞL = [ξ−1, . . . , ξ2L−3]T âû÷èñëåíû
èç âûðàæåíèé:

ξi =
1

9
CL

i , i = 0, 2L − 4;(14)

ξi =
1

2
CL

i , i = 2, 4, . . . , 2L − 6;(15)

è èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:
a) L > 3 :

446ξ3 + 150ξ5 = 27CL
−1 + 12CL

0 − 18CL
1 −

−48CL
2 + 50CL

3 − 75CL
4 ,

6ξi−2 + 20ξi + 6ξi+2 = 2CL
i − 3CL

i−1 − 3CL
i+1,

i = 5, 7, . . . , 2L − 9,

150ξi−2 + 446ξi = 27CL
i+4 + 12CL

i+3 − 18CL
i+2 −

−48CL
i+1 + 50CL

i − 75CL
i−1,

i = 2L − 7;

300ξ1 = 2CL
1 − 3CL

−1 − 3CL
2 −

4

3
CL

0 − 6ξ3,

300ξ2L−5 = 2CL
2L−5 − 3CL

2L−3 − 3CL
2L−6 −

−4

3
CL

2L−4 − 6ξ2L−7,

12ξ−1 = CL
1 −

3

2
CL

2 − 2ξ1 − 3ξ3,

12ξ2L−3 = CL
2L−5 −

3

2
CL

2L−6 − 2ξ2L−5 −

−3ξ2L−7;
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b) L = 3 :

300ξ1 + 108ξ3 = 2CL
1 − 3CL

−1 − 3CL
2 −

4

3
CL

0 ,

108ξ1 + 300ξ3 = 2CL
3 − 3CL

5 − 3CL
2 −

4

3
CL

4 ;

12ξ−1 = CL
1 −

3

2
CL

2 − 2ξ1 − 54ξ3,

12ξ5 = CL
3 −

3

2
CL

2 − 2ξ3 − 54ξ1.

Òîãäà âåêòîð ñïëàéí-êîýôôèöèåíòîâ ðàçìåðà
(
2L−1 − 1

)
íà ðàçðåæåííîé

ñåòêå ∆L−1 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ìàòðèöû AL ðàçìåðà(
2L−1 − 1

)
×
(
2L − 1

)
íà âåêòîð ΞL ðàçìåðà

(
2L − 1

)
, à âåêòîð ñìåùåííûõ

âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ðàçìåðà 2L−1 ðàâåí òàêîìó æå ïðîèçâåäåíèþ ñ ìàò-
ðèöåé BL ðàçìåðà 2L−1 ×

(
2L − 1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â ñõåìó ðàñ-
ùåïëåíèÿ (12), (13). Íàïðèìåð, óìíîæèì âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû

[
PL | QL

]
íà ïåðâûå òðè ñòîëáöà ìàòðèöû RL:

11

16
· 12− 1.35 · 5− 1

2
· 3 = 0,

11

16
· 4 + 1.35 · 5− 1

2
· 1 = 9,

11

16
· (−108) +

1

8
· 72 + 1.35 · 215

3
− 1

2
· 63 = 0.

Ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ξ0 ðàâíî
1

9
CL

0 â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13)

ñ ìàòðèöåé GL, ïîëó÷åííîé ïî ôîðìóëå (12). Òàêèå æå ìàíèïóëÿöèè ñ ïåðâîé
ñòðîêîé ìàòðèöû

[
PL | QL

]
äàþò çíà÷åíèÿ

1

4
· 12 + 1 · 5 = 8,

1

4
· 4− 1 · 5 = −4,

1

4
· (−108)− 1 · 215

3
= −296

3
.

Ïåðåìåùàÿ çíà÷åíèå −4ξ0 = −4

9
CL

0 â ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíå-

íèÿ, ìû ïîëó÷àåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ΞL :

8ξ−1 −
296

3
ξ1 = CL

−1 +
4

9
CL

0 .

Òàêèå æå ìàíèïóëÿöèè ñ ÷åòâåðòîé ñòðîêîé ìàòðèöû
[
PL | QL

]
ãàðàíòèðó-

þò, ÷òî ξ2 ðàâíî
1

2
CL

2 â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13) ñ ìàòðèöåé GL. Òàêèå

æå ìàíèïóëÿöèè ñ òðåòüåé ñòðîêîé ìàòðèöû
[
PL | QL

]
äàþò çíà÷åíèÿ

1

2
· 12 + 0.6 · 5 + 1 · 3 = 12,

1

2
· 4− 0.6 · 5 + 1 · 1 = 0,

1

2
· (−108) +

1

2
· 72− 0.6 · 215

3
+ 1 · 63 = 2,

1

2
· 4 + 1 · 1 = 3,

1

2
· 4 + 1 · 1 = 3.
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Ïåðåìåùàÿ çíà÷åíèå 3ξ2 =
3

2
CL

2 â ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷àåì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ΞL :

12ξ−1 + 2ξ1 + 3ξ3 = CL
1 −

3

2
CL

2

è òàê äàëåå. Íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ïî ïîðÿäêó óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

54ξ1 + 10ξ3 + 3ξ5 = CL
3 −

3

2
CL

2 −
3

2
CL

4 ,

3ξ3 + 10ξ5 + 3ξ7 = CL
5 −

3

2
CL

4 −
3

2
CL

6 ,

· · ·

Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ çåðêàëüíû óðàâíåíèÿì, ïîëó÷åííûì âûøå. Ïðåèìó-
ùåñòâî ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò èñõîäíîé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé
âñåãî òðè íåïóñòûõ äèàãîíàëè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê åå ðåøåíèþ øèðî-
êî èçâåñòíûé ìåòîä ïðîãîíêè [19, Ãë.II, �1]. Òåì íå ìåíåå, óñòîé÷èâîñòü ýòîãî
ìåòîäà íå ãàðàíòèðóåòñÿ, òàê êàê ñâîéñòâî äèàãîíàëüíîãî äîìèíèðîâàíèÿ íå
âûïîëíÿåòñÿ â ïåðâûõ òðåõ è ïîñëåäíèõ òðåõ óðàâíåíèÿõ. Óìíîæèì ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû íà (−3), à âòîðîå íà 2 è ñëîæèì. Â ðåçóëüòàòå íåèçâåñòíîå
ξ−1 èñêëþ÷àåòñÿ, è ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

300ξ1 + 6ξ3 = 2CL
1 − 3CL

−1 − 3CL
2 −

4

3
CL

0 .

Óìíîæèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà (−9), à òðåòüå óðàâíåíèå íà 50 è ñëîæèì.
Â ðåçóëüòàòå íåèçâåñòíîå ξ1 èñêëþ÷àåòñÿ, è ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
âèä

446ξ3 + 150ξ5 = 50CL
3 − 48CL

2 − 75CL
4 − 18CL

1 + 27CL
−1 + 12CL

0 .

Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê ïîñëåäíèì òðåì óðàâíåíèÿì
ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (14), (15) è à) òåîðåìû 2 ìîãóò áûòü çàïèñà-
íû â ìàòðè÷íîé ôîðìå êàê óðàâíåíèå (13). Â òî æå âðåìÿ ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
èìååò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå âî âñåõ óðàâíåíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ óñòîé÷èâ â ïðèìåíåíèè ê äàííîé ñèñòåìå. Ñëó÷àé á) íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò èç ñèñòåìû (7) ñ L = 3 ïîñëå ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ è
ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíè-
åì. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ òåîðåìû 2 äàþò ðåøåíèå ñèñòåìû (7). �

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó 1. Âîñïîëü-
çîâàâøèñü òåì, ÷òî â êàæäîé ÷åòíîé ñòðîêå ìàòðèöû GL ñîäåðæèòñÿ ëèøü
îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, áóäåì âûïîëíÿòü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòå-
ëÿ detGL ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî ýëåìåíòàì äàííûõ ñòðîê.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

detGL = 92 · (2L−1 − 3) · detG′.

Çäåñü G′ � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû GL âû÷åðêèâàíèåì ñòðîê è ñòîëá-
öîâ, ñîäåðæàùèõ åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â êàæäîé ÷åòíîé ñòðîêå. Íî
ìàòðèöà G′ � ýòî èìåííî òà ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàñùåïëåíèè ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (13) íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå óçëû, äëÿ êîòîðîé ìû òîëüêî ÷òî
äîêàçàëè, ÷òî îíà ïðèâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê òðåõäèàãî-
íàëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. À òàêèå
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ìàòðèöû, êàê õîðîøî èçâåñòíî [19, Ãë.II, �1], íå âûðîæäåíû è, çíà÷èò, èìåþò
íåðàâíûé íóëþ îïðåäåëèòåëü. �

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûì áûñòðûì àëãîðèòìîì äèñêðåòíîãî âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ [13], ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñäâèíóòûå êîýôôèöè-
åíòû âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ äðóãèì ñïîñîáîì ñ ñîïîñòàâèìûì êîëè÷åñòâîì îïå-
ðàöèé. Äîñòîèíñòâàìè íîâîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ åãî ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè
è ïðîñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîãðàììàõ, ïîñêîëüêó íà êàæäîì ýòàïå ðåøàåòñÿ
îäíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (âìåñòî äâóõ ñèñòåì â èçâåñòíîì àëãîðèòìå)
ñ ìàòðèöåé, èìåþùåé ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå.

4. Ðåêîìåíäàöèè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ

Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè âåéâëåò-àíàëèçà äèñêðåòíîãî ñèãíàëà îäíîðîäíûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñäâèíóòîãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ,
íå âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåä ïðèìåíåíèåì îïèñàííîãî âûøå àëãî-
ðèòìà íåîáõîäèìî âû÷åñòü èç ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé çíà÷åíèÿ êóáè÷åñêîãî èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà f(a) + (x− a)[f ′(a) + t(B + tA)] [20], ãäå

A = −2(f(b)− f(a))/(b− a) + f ′(a) + f ′(b),

B = −A+ (f(b)− f(a))/(b− a)− f ′(a),

t = (x− a)/(b− a).

Ïîñëå ñìåùåííîãî âåéâëåò-àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðàçíîñòåé è ðåêîíñòðóêöèè
ïî ñìåùåííûì âåéâëåò-êîýôôèöèåíòàì àïïðîêñèìèðóþùåãî ñïëàéíà òðåòüåé
ñòåïåíè ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Êðîìå òîãî, íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà âìåñòî èñõîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ íà îñíîâå B-ñïëàéíîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè, êîòîðûå ìàëî îò íèõ îòëè÷àþòñÿ. Â ñëó÷àå âåéâëåò-îáðàáîòêè äàííûõ
íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ýòîò ïðèåì î÷åíü ïîïóëÿðåí; â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå ýòî
íàçûâàåòñÿ "Wavelet Crime" [21, ñòð. 232], [22], [23].

5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïóñòü L = 4 è äèñêðåòíûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 17 çíà÷åíèé àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèè f(x) = (x2−16)2, çàäàííûõ â òî÷êàõ ∆4 : x = −4,−3.5, . . . , 4.
Ïîñêîëüêó â òî÷êàõ±4 âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåéâëåò-ðàçëî-
æåíèÿ îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ, åñòü âñå äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ïðè-
ìåíåíèå ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ ê çàäà÷å âåéâëåò-àíàëèçà. Çàîäíî ïðîâåðèì,
íàñêîëüêî äîïóñòèìî íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ ñ÷èòàòü
ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (7) çíà÷åíèÿìè èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà, ò.å. ÷òî
îíè ðàâíû ñàìèì çíà÷åíèÿì èñõîäíîé ôóíêöèè â óçëàõ ãóñòîé ñåòêè.

Ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû âåéâëåò-àíàëèçà, íà ïî-
ñëåäíåì ýòàïå L = 2 îãðàíè÷èìñÿ îòáðàêîâêîé âñåõ ïîëó÷åííûõ ê ýòîìó ìî-
ìåíòó êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ, äîñòèãàÿ ýòèì ñæàòèå ïîñòóïèâ-
øåãî öèôðîâîãî ñèãíàëà ñ êîýôôèöèåíòîì K = 17/3 = 5.7.

Âîññòàíîâëåíèå àïïðîêñèìàöèîííîãî ñïëàéíà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì
àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû (3):

S2(v) = C2
−1ϕb(v) + C2

0ϕ3(v) + C2
1ϕb(4− v), 0 ≤ v ≤ 4.(16)
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Òàáëèöà 1. Ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòìîâ
âåéâëåò-îáðàáîòêè.

Èñõîäíûå äàííûå "Wavelet Crime" Èíòåðïîëÿöèÿ
Òèï âåéâëåòà "2" W "2" W

ÑÊÎ 2.348 1.884 0.551 0.66

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (16) ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà àï-
ïðîêñèìàöèè îöåíèâàåòñÿ âûðàæåíèåì

ÑÊÎ =

(
1

15

15∑
i=1

(
f(xi)− S2(xi/2 + 2)

)2)1/2

.

Â Òàáë. 1 â ñòîëáöàõ, ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì "2" , ïðåäñòàâëåíû âàðèàíòû
ðàñ÷åòà: 1) ïî ñõåìå ñ çàäàíèåì èñõîäíûõ äàííûõ èç ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé; 2)
ïî ñõåìå ñ çàäàíèåì èñõîäíûõ äàííûõ èç ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è;
äëÿ ñðàâíåíèÿ, â ñòîëáöàõ, ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì W , ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòà ïî ðàíåå èçâåñòíîìó áûñòðîìó àëãîðèòìó äèñêðåòíîãî âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ [13].

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè èñõîäíîãî öèô-
ðîâîãî ìàòåðèàëà â âèäå îäíîêðàòíîãî ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Íî äëÿ àëãî-
ðèòìà W [13], ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå èíòåðïîëÿöèè íà ïðîðåæåííûõ ñåòêàõ,
ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ìåíåå ñóùåñòâåííî è, â èòîãå, óñòóïàåò ïî ýòîìó ïîêà-
çàòåëþ èçó÷åííîìó â ñòàòüå àëãîðèòìó. Âîçìîæíî, â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ
èññëåäîâàòü ïîñòðîåííóþ ñõåìó íà áîëåå îáøèðíîì ýêñïåðèìåíòàëüíîì ìàòå-
ðèàëå, íàïðèìåð, ñðàâíèòü àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ äèñêðåòíî çàäàííîé
ôóíêöèè.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå àâòîðñêîé ïðîöåäóðû ÷åòíî-íå÷åòíîãî ðàçáèåíèÿ
îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû ñäâèíóòîãî âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ íà áàçèñ B-ñïëàéíîâ.
Ïðîöåäóðà äëÿ ñëó÷àÿ ñäâèíóòûõ âåéâëåòîâ Ýðìèòà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè äèñêðåòíî çàäàííûõ ôóíêöèé, íå òðåáóÿ ïðè ýòîì çàäàíèÿ çíà÷åíèé
ïðîèçâîäíûõ, ÷òî âàæíî äëÿ ïðàêòèêè. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîä-
õîäà íà ñïëàéíû âûñøåãî ïîðÿäêà è íóëåâûå ìîìåíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìî-
æåò îáîñíîâàòü íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçðàáîòêè óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ
ïîñòðîåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ñïëàéí-âåéâëåòîâ.

7. Áëàãîäàðíîñòè

Õîòåëîñü áû îòìåòèòü â çàêëþ÷åíèå ñòèìóëèðóþùåå ó÷àñòèå ðåöåíçåíòà.
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