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ÍÅÎ-ÃÓÊÀ
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Abstract. We consider a mathematical model of an incompressible
neo-Hookean material, which is widely used in the modeling of biological
tissues. The derivation of the governing equations for the deformation
�eld, pressure, and growth factor is given. The resulting model includes
the steady-state moment balance equation, the mass balance equation,
and the growth factor evolutionary equation. The problem of material
growth under the action of hydrostatic pressure is considered. The solution
is found using the Lyapunov-Schmidt method. A detailed analysis of the
linearized equations is carried out. The existence of a strong solution to
the nonlinear problem on an arbitrary time interval for small external
load is proved.
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ÎÁÚÅÌÍÛÉ ÐÎÑÒ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ ÍÅÎ-ÃÓÊÀ 1991

1. Ââåäåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ìàòåðèàë íåî-Ãóêà. Ãëàâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è àíàëèç
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðîñòà ãîëîâíîãî ìîçãà ïîä äåéñòâèåì âíóòðè÷åðåïíî-
ãî äàâëåíèÿ. Íåñæèìàåìûé ìàòåðèàë íåî-Ãóêà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ
íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûé íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ìàòåìà-
òè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ ïîëèìåðíûõ è áèîëîãè÷åñêèõ ñóáñòàíöèé
è, â ÷àñòíîñòè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñîñòîÿíèÿ ãîëîâíîãî ìîçãà. Â íàñòîÿùåé
ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ îáúåìíûé ðîñò íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà
íåî-Ãóêà ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Íà ïðîòÿ-
æåíèè ñòàòüè ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòåðèàë çàíèìàåò îãðàíè÷åííóþ
îáëàñòü Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé â ïðîñòðàíñòâå ðàñ÷åòíûõ êî-
îðäèíàò x = (x1, ., xd). Ðàñ÷åòíûå êîîðäèíàòû ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò ñ ëàãðàí-
æåâûìè êîîðäèíàòàìè - ïîëîæåíèÿìè ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò èëè â ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ ñ ïîëîæåíèÿìè ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö â íåêî-
òîðîì èäåàëüíîì íåíàãðóæåííîì ñîñòîÿíèè. Ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà ïîëíîñòüþ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëåì äåôîðìàöèé u : Ω → Rd è ðàñïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ
p : Ω → R. Ãðàäèåíò ïîëÿ äåôîðìàöèé ∇u ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ßêîáè îòîá-
ðàæåíèÿ u : Ω→ Rd, êîòîðàÿ èìååò ýëåìåíòû

(1.1) (∇u)ij = ∂jui, ∂i =
∂

∂xi

.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

(1.2) F = ∇u,

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(1.3) det ∇u = 1 â Ω.

Äàëåå ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå A = [A1, .,Ad] äëÿ ìàòðè÷-

íîçíà÷íîé ôóíêöèè A : Ω → Rd2 ñî ñòîëáöàìè Ai : Ω → Rd. Äèâåðãåíöèÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ u è ìàòðè÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè A îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

(1.4) div u = ∂iui, div A = ∂jAj .

Íàêîíåö, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, [1],

(1.5) adj A := det A A−1, cof A = (adj A)>

äëÿ ìàòðèöû ïðèñîåäèíåííîé ê ìàòðèöå A è åå ñîïðÿæåííîé. Ñîñòîÿíèå ãèïåð-
óïðóãîãî ìàòåðèàëà ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ óïðóãîé çàïàñåí-
íîé ýíåðãèè. Â èçîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àå îíà ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ ñâîáîäíîé
ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà. Äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà íåî-Ãóêà ïëîòíîñòü çàïà-
ñåííîé ýíåðãèè èìååò âèä, [1],

(1.6) Ψ =
1

2

(
|∇u|2 − d

)
.

Èç óñëîâèÿ (1.3) âûòåêàåò, ÷òî ïëîòíîñòü çàïàñåííîé ýíåðãèè Ψ íåîòðèöàòåëüíà
è äîñòèãàåò íóëåâîãî ìèíèìóìà íà íåíàãðóæåííîì ñîñòîÿíèè u(x) = x. Ïîëíàÿ
çàïàñåííàÿ ýíåðãèè îáúåìà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(1.7)

∫
Ω

Ψ dx =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 − d

)
dx.
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Èç âèäà ôóíêöèè çàïàñåííîé ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
äèíàìèêè íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà íåî-Ãóêà â ïðîñòðàíñòâåííî âðåìåííîì öè-
ëèíäðå Ω× (0, T ) èìååò âèä, ñì. [4], [5],

(1.8) ∂2
t u−∆u−∇up = 0, det∇u = 1.

Çäåñü ∇up îáîçíà÷àåò ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïî u. Óäîáíî ïåðåïèñàòü ÷ëåí ñ äàâ-
ëåíèåì â âèäå ãðàäèåíòà ïî ðàñ÷åòíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ñ ýòîé öåëüþ
çàìåòèì, ÷òî

∂ui
p =

∂xk
∂ui

∂kp = F−1
ki ∂kp =

(
F−>∇p

)
i

Îòñþäà è èç (1.8) ñëåäóåò, ÷òî

∂2
t u−∆u− F−>∇p = 0,

detF = 1, F = ∇u â Ω× (0, T ).
(1.9)

Â ñòàöèîíàðíîì èëè êâàçèñòàöèîíàðíîì ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ (1.9) ïðèìóò âèä

∆u + F−>∇p = 0,

detF = 1, F = ∇u â Ω.
(1.10)

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè îáúåìíîãî ðîñòà íåñæèìàåìîãî ìàòå-
ðèàëà íåî-Ãóêà. Íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû òåîðèè îáúåìíîãî ðîñòà ãèïåð-
óïðóãîãî ìàòåðèàëà. Èõ ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [3], [7] è
[8]. Íàø àíàëèç îïèðàåòñÿ íà ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ [2] è [6]. Îñíîâíûì
ïîñòóëàòîì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðîöåññ óñëîâíî ðàçáèâàåòñÿ
íà äâå ÷àñòè. Ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì x → u(x) ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè Ω â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Rd. Ýòî îòîáðàæåíèå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé. Ïåðâîå îòâå÷àåò òîëüêî çà ðîñò
ìàòåðèàëà è ïåðåâîäèò êàæäóþ ìàòåðèàëüíóþ ÷àñòèöó â åå íîâîå ñîñòîÿíèå
çà ñ÷åò ðîñòà èëè àòðîôèè ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì ýâîëþöèÿ êàæäîé ÷àñòèöû íå
çàâèñèò îò ýâîëþöèè îñòàëüíûõ. Â ðåçóëüòàòå âíîâü ïîëó÷åííûå ìàòåðèàëü-
íûå ÷àñòèöû ìîãóò ìíîãîêðàòíî ïåðåñåêàòüñÿ è â ìàòåðèàëå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ
ðàçðûâû. Ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå ïîäâåðãàåò êàæäóþ ÷àñòèöó óïðóãîé äå-
ôîðìàöèè, êîòîðàÿ óñòðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçðûâû è âîññîçäàåò ïëîòíóþ
óïàêîâêó ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö. Ýòîò ïîäõîä áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â ðàáîòå
[8]. Ðàçðàáîòêà íà åãî îñíîâå æèçíåñïîñîáíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âåñüìà
çàòðóäíèòåëüíà. Ðåøàþùèé øàã áûë ñäåëàí â ñòàòüå [7], â êîòîðîé áûë ïðåä-
ëîæåí èíôèíèòåçèìàëüíûé âàðèàíò ýòîé èäåè. Ñîãëàñíî [7], ãðàäèåíò òåíçîðà
äåôîðìàöèé äëÿ ðàñòóùåãî ìàòåðèàëà èìååò ïðåäñòàâëåíèå

(1.11) F = Fe Fg, F = ∇u,

ãäå ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Fg îòâå÷àåò çà ðîñò è íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì
ðîñòà , à Fe îòâå÷àåò çà êîððåêòèðóþùóþ óïðóãóþ äåôîðìàöèþ. Ýòî ñîîò-
íîøåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé ïðè èçâåñòíîì
ôàêòîðå ðîñòà. Äàëåå, ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåçàâèñèìîñòè âèäà ïëîòíîñòè ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè îò âûáîðà ðàñ÷åòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñì. [6], ïëîòíîñòü
ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ψg ðàñòóùåãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè èñõîäíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Ψ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

(1.12) Ψg = detFg Ψ(Fe) ≡ detFg Ψ(F F−1
g ) ≡ detFg

1

2

(
|F F−1

g |2 − d
)
.
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Â ïðåäñòàâëåíèè (1.11) òåíçîð Fe ñîîòâåòñòâóåò ãðàäèåíòó äåôîðìàöèé èñ-
õîäíîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà íåî-Ãóêà, ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî detFe = 1.
Îòñþäà è èç (1.11) âûòåêàåò îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå

(1.13) detF = detFg èëè ýêâèâàëåíòíî det∇u = detFg.

Íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà-Äþãåìà. Òåíçîð äåôîðìàöèé. Äèññèïàòèâ-
íîå íåðàâåíñòâî. Ðÿä âàæíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè îáúåìíî-
ãî ðîñòà âûâîäèòñÿ êàê ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Êëàóçèóñà-Äþãåìà è ïðèíöèïà
íåçàâèñèìîñòè äâèæåíèé. Â èçîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àå â òåîðèè ðîñòà ïåðâîãî
ïîðÿäêà íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà-Äþãåìà èìååò âèä, [2],

(1.14) ∂tΨg − T : ∂tF ≤ 0,

ãäå T� òåíçîð íàïðÿæåíèé, à ñèìâîë : îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö. Âû÷èñëèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðà-
âåíñòâà. Èìååì

(1.15) ∂tΨg = ∂tJ Ψ(Fe) + ∂tΨ = ∂tJ Ψ(Fe) + J
∂Ψ

∂Fe,ij
∂tFe,ij , J = detFg.

Èç ñîîòíîøåíèÿ Fe,ij = FiαF−1
g,αj âûòåêàåò òîæäåñòâî

∂tFe,ij = ∂tFiαF−1
g,αj − Fiα(F−1

g ∂tFgF
−1
g )αj =

∂tFiαF−1
g,αj − Fiα(F−1

g,α,k∂tFg,kmF−1
g,mj).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∂tFe,ij = (∂tFF−1
g )ij − (FF−1

g )ik (∂tFgF
−1
g )kj ,

èëè

∂tFe = ∂tFF−1
g − (FF−1

g ) (∂tFgF
−1
g ).(1.16)

Äëÿ ìàòåðèàëà íåî-Ãóêà èìååì

∂Ψ(Fe)

∂Fe,ij
= Fe,ij = FiβF−1

g,βj èëè ýêâèâàëåíòíî
∂Ψ(Fe)

∂Fe
= F F−1

g .

Îòñþäà, èç òîæäåñòâà

∂tΨ =
∂Ψ

∂Fe
: ∂tFe

è (1.16) íàõîäèì

∂tΨ(Fe) = (FF−1
g ) : (∂tF F−1

g )− (F F−1
g ) :

{
(F F−1

g ) (∂tFg F−1
g )
}
.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà

A : (B C) = AijBiαCαj = (B>A) : C = (A C>) : B,

íàõîäèì

(1.17) ∂tΨ = (FF−1
g F−>g ) : (∂tF)− (F−>g F>FF−1

g ) : (∂tFg F−1
g ).

Äàëåå èç ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå ÿêîáèàíà, [1] ch.1,

lim
τ→0

1

τ

(
det (A + H)− detA

)
= tr

(
(cofA)>H

)
≡ (cofA) : H

íàõîäèì

∂tJ = ∂tdetFg = (cofFg) : ∂tFg = JF−>g : ∂tFg.
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Äàëåå èìååì

F−>g : ∂tFg = F−>g,βi∂tFg,βi
= ∂tFg,βi

F−1
g,iβ = I : (∂tFg F−1

g ).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

(1.18) ∂tJ = I : (∂tFg F−1
g ) è ∂tJ Ψ = Ψg I : (∂tFg F−1

g )

Êîìáèíèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ñîîòíîøåíèÿìè (1.17), (1.15) ïðèõîäèì ê ðàâåí-
ñòâó

(1.19) ∂tΨg = (FB) : (∂tF) +
{

Ψg I − detFg (F−>g F>FF−1
g )

}
: (∂tFg F−1

g ).

â êîòîðîì

(1.20) B = (detFg)F
−1
g F−>g .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà-Äþãåìà (1.14) ìû ìî-
æåì ïåðåïèñàòü åãî â ñëåäóþùåé ôîðìå

(1.21) (FB−T) : (∂tF) +
{

Ψg I − detFg (F−>g F>FF−1
g )

}
: (∂tFg F−1

g ) ≤ 0.

Ñëåäóþùèé øàã � èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè (1.13) äëÿ ïîëó÷åíèÿ
äàëüíåéøåé èíôîðìàöèè. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåíèì, ÷òî èç (1.13) è ôîðìóëû äëÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿêîáèàíà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(detF) F−> : ∂tF = ∂tJ.

Íàïîìíèì, ÷òî detF = J . Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåîïðå-
äåëåííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ∂tF. Åå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

∂tF = ξ +
∂tJ

J |F−>|2
F−>,

ãäå ξ ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ξ : F−> = 0. Ïîäñòà-
íîâêà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â (1.21) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

(FB−T) : ξ +
∂tJ

J |F−>|2
(FB−T) : F−>+{

Ψg I − detFg (F−>g F>FF−1
g )

}
: (∂tFg F−1

g ) ≤ 0.

(1.22)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåçàâèñèìîñòè äâèæåíèé ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ äëÿ âñåõ êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ∂tF, òî åñòü äëÿ âñåõ ìàòðèö ξ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ξ : F−> = 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè

(FB−T) : ξ = 0

èëè ýêâèâàëåíòíî

FB−T = −p cofF(1.23)

äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðà p. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðàâåíñòâà â (1.22) äàåò

− ∂tJ

J |F−>|2
p cofF : F−>+{

Ψg I − detFg (F−>g F>FF−1
g )

}
: (∂tFg F−1

g ) ≤ 0.

çàìå÷àÿ, ÷òî

∂tJ

J |F−>|2
p cofF : F−> =

∂tJ

J
p detF = p∂tJ = JpI : (∂tFgF

−1
g )



ÎÁÚÅÌÍÛÉ ÐÎÑÒ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ ÍÅÎ-ÃÓÊÀ 1995

îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

(1.24) b : (∂tFgF
−1
g ) ≤ 0,

ãäå ìàòåðèàëüíûé òåíçîð Ýøåëáè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì îêîí÷àòåëüíî íà-
õîäèì

(1.25) b = Ψg I − J
{
pI + (F−>g F>FF−1

g

}
.

Òàêèì îáðàçîì îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäñòâèÿìè íåðàâåíñòâà Êëàóçèóñà-
Äþãåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèå è íåðàâåíñòâî

T = F B + p cofF,

∂tFg F−1
g : b ≤ 0,

(1.26)

â êîòîðîì B è b îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (1.20) è (1.25).
Óðàâíåíèå äèíàìèêè ðàñòóùåãî ìàòåðèàëà íåî-Ãóêà. Äàëåå ìû áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü êâàçèñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, ïðåíåáðåãàÿ èíåðöèîííûìè
÷ëåíàìè â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè óïðóãîãî êîíòèíóóìà. Òîãäà â êàæäûé ìî-
ìåíò òåëî áóäåò íàõîäèòüñÿ à ðàâíîâåñèè, ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî

(1.27) divT = f Ω× (0, T ),

ãäå f - çàäàííàÿ âíåøíÿÿ ìàññîâàÿ ñèëà. Íå ñóùåñòâóåò îáùåïðèíÿòûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàêòîðà ðîñòà Fg. îäíèì èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ÿâëÿåòñÿ íåêîíñåðâàòèâíàÿ ìîäåëü ñ óðàâíåíèåì âèäà

∂tFg = F(Fg,∇u, p).

Âèä ôóíêöèè F ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü èñõîäÿ èç äèññèïàòèâíîãî íåðà-
âåíñòâà (1.26). Èç íåãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìàòðèöà D äîëæíà
áûòü òåíçîðíîé ôóíêöèåé îò òåíçîðà Ýøåëáè è ôàêòîðà ðîñòà. Íà ñàìîì äåëå
ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè ôàêòîð ðîñòà
ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé, òî ôèçè÷åñêîãî ðîñòà ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö íå
ïðîèñõîäèò. Ïîýòîìó óðàâíåíèå äëÿ ôàêòîðà ðîñòà äîëæíî áûòü èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé. Ñîãëàñíî ñóùåñòâóþùåé òåîðèè äîïîëíèòåëüíûì
òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ñèììåòðèè ìàòðèöû Fg. Åñëè ó÷åñòü ýòè çà-
ìå÷àíèÿ è îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì èçîòðîïíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé, òî
ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ôàêòîðà ðîñòà, àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó Êëàóçèóñà- Äþãåìà îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è èìååò
âèä

∂tFg F−1
g + F−>g ∂tF

>
g = −a0(Ik) I− a1(Ik) b,

ãäå Ik - èíâàðèàíòû òåíçîðà Ýøåëáè

(1.28) I1 = trb, I2 =
1

2
(I2

1 − |b|2), I3 = detb.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååòñÿ òîëüêî äâà èíâàðèàíòà I1 è I2. Èç íåðàâåíñòâà
(1.26) âûòåêàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû â (1.28) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

(1.29) a0(b) trb ≥ 0, a1(b) ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî

1

2

(
∂tFg F−1

g + F−>g ∂tF
>
g

)
: b = ∂tFg F−1

g : b.
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Êîìáèíèðóÿ ýòè ðåçóëüòàòû ñ (1.13) è (1.23), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ïîëÿ äåôîðìàöèé, äàâëåíèÿ è ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû
ôàêòîðà ðîñòà.

div
(
∇u B + p cof ∇u

)
= f â Ω× (0, T ),

det∇u = detFg â Ω× (0, T ), F>g = Fg,

∂tFg F−1
g + F−>g ∂tF

>
g = −a0(Ik) I − a1(Ik) b â Ω× (0, T ).

(1.30)

Çäåñü ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû B è b îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

B = ( detFg)F
−1
g F−>g ,

b = Ψg I − detFg
{
pI + F−>g ∇u>∇u F−1

g

}
,

(1.31)

êîýôôèöèåíòû ai çàâèñÿò îò èíâàðèàíòîâ òåíçîðà Ýøåëáè è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (1.29). Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.30) äîëæíà áûòü ñíàáæåíà ãðàíè÷íû-
ìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íà ãðàíèöå îáëàñòè âîçìîæíî óñëîâèå æåñòêîãî
çàêðåïëåíèÿ

(1.32) u = g íà ∂Ω× (0, T ).

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìà ôèçè÷åñêîãî îáúåìà, çàíÿòîãî óïðóãèì òåëîì, ïîëíîñòüþ
ôèêñèðîâàíà è ðîñò îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ òåëà âîçìîæåí òîëüêî çà ñ÷åò àòðîôèè
äðóãèõ. Ñëåäóþùåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì.

(1.33) T n = g íà ∂Ω× (0, T ).

Çäåñü n�åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω. Â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå îáúåìà è ñàì îáúåì îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò íåîáõîäèìî çàäàòü ðàñïðåäåëåíèå
ôàêòîðà ðîñòà

(1.34) Fg(x, 0) = F0
g â Ω.

Óðàâíåíèÿ (1.30) ìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.32) èëè (1.33) è íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (1.34) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ äåôîðìàöèé, ñêàëÿðíîé ôóíêöèè äàâëåíèÿ è ìàòðèöû ôàêòîðà ðîñòà, êî-
òîðàÿ ëÿæåò â îñíîâó äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé. Ñëåäóþùèå äâà çàìå÷àíèÿ
ñóùåñòâåííû äëÿ ïîíèìàíèÿ íàøèõ ïîñëåäóþùèõ äåéñòâèé

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïåðâîå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îñíîâíîé ñèñòåìå
(1.30) èìååò äèâåðãåíòíóþ ôîðìó. Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî Ïèîëû

div
(
cof∇u) ≡ 0,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé êëàññà W 2,d(Ω), ìû ìîæåì
ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â áîëåå ïðèâû÷íîé ôîðìå

(1.35) div (∇u B) + ( cof∇u)∇p = f .

Ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð div
(
∇uB

)
ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì è äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

(1.36) div
(
∇uB

)
=
(
div
(
B∇u1

)
, .,div

(
B∇ud

) )
.
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Çàìå÷àíèå 1.2. Âòîðîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòñóòñòâèþ ðîñòà
èëè àòðîôèè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ôàêòîðà ðîñòà Fg = I. Â îáùåì ñëó-
÷àå ðîñò ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíûì, â êàæäîé òî÷êå ìàòåðèàë ìîæåò ðàñòè
â îäíîì íàïðàâëåíèè è àòðîôèðîâàòüñÿ â äðóãîì. Îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãîìåîñòàòè÷åñêîãî íåíàãðóæåííîãî ñîñòîÿíèÿ âèäà

(1.37) u(x) = x, p(x) = −1, T = b = 0,

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ψg = 0.
Åñëè çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (1.29) êîýôôèöèåíò a0 â ïîñëåäíåì èç
óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.30) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè trb = 0, òî ëåãêî âèäåòü,
÷òî ãîìåîñòàòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì è
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (1.30) è (1.33) ñ f = g = 0. Òî åñòü, îíî ñëóæèò òðèâè-
àëüíûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è (1.30)-(1.33).

Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
ýíåðãåòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèé ñôîðìóëèðîâàííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çà-
äà÷. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è (1.30),(1.33),(1.34).
Ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè. Âûâîä ïåðâîé ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêè îïèðàåòñÿ

íà òîæäåñòâî, äàííîå ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 1.3. Åñëè u è F±1
g äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è

(1.38) det∇u = detFg, Fg = F>g .

òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(1.39) ∂tΨg −
b

2
:
(
∂tFg F−1

g + F−>g ∂tF
>
g

)
= div (∂tu

>T)− divT · ∂tu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

divT · ∂tu = ∂j(∂kui Bkj) ∂tui + ∂j
(
p(cof∇u)ij

)
∂tui.

Òàê êàê

div
(
∂tu T

)
= ∂j

(
∂kui Bkj ∂tui + p(cof∇u)ij ∂tui

)
.

îòñþäà ñëåäóåò òîæäåñòâî

div (∂tu
>T )− divT · ∂tu =

(∂kui Bkj) ∂j∂tui +
(
p(cof∇u)ij

)
∂j∂tui.

(1.40)

Èç ôîðìóëû Bkj = JF−1
g,kαF−1

g,jα äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B íàõîäèì

(∂kui Bkj) ∂j∂tui =

J(∇uF−1
g )iα (∂t∇u F−1

g )iα = J(∇uF−1
g ) : (∂t∇u F−1

g ) =

∂t
{1

2
J |∇u F−1

g |2
}
− 1

2
∂tJ |∇uF−1

g |2 − J (∇u F−1
g ) : (∇u ∂tF

−1
g ).

(1.41)

Äàëåå èç òîæäåñòâà ∂tF
−1
g = −F−1

g ∂tFgF
−1
g íàõîäèì

(∇u ∂tF
−1
g )iα = −(∇u F−1

g )iγ (∂tFgF
−1
g )γα
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÷òî âëå÷åò

J (∇u F−1
g ) : (∇u ∂tF

−1
g ) = J (∇u F−1

g )iα (∇u ∂tF
−1
g )iα =

−J (∇u F−1
g )iα(∇u Fg)iγ(∂tFg F−1

g )γα =

−J
{

(∇u Fg)
>
γi(∇u F−1

g )iα
}

(∂tFg F−1
g )γα =

−J
{

(∇u Fg)
>(∇u F−1

g )
}

: (∂tFg F−1
g ) =

−J
{
F−>g ∇u>∇u F−1

g

}
: (∂tFg F−1

g ).

Îòñþäà è èç (1.41) ïîëó÷àåì

(∂kui Bkj) ∂j∂tui =

∂t
{1

2
J |∇u F−1

g |2
}
− 1

2
∂tJ |∇uF−1

g |2 + J
{
F−>g ∇u>∇u F−1

g

}
: (∂tFg F−1

g ).

(1.42)

Äàëåå, èç ôîðìóëû (1.18) äëÿ ∂tJ íàõîäèì

∂tJ
{1

2
|∇u F−1

g |2
}

= J
{1

2
|∇u F−1

g |2
}
I : (∂tFg F−1

g ).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (1.42) ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

(∂kui Bkj) ∂j∂tui = ∂t
{1

2
J |∇u F−1

g |2
}

−
{1

2
J |∇uF−1

g |2 − JF−>g ∇u>∇u F−1
g

}
: (∂tFg F−1

g ).

(1.43)

Ïåðåéäåì ê çàâåðøàþùåìó ýòàïó âûâîäà ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäåñòâà. Ðàññìîò-
ðèì òîæäåñòâî

p( cof∇u)ij∂j(∂tui) ≡ p(cof ∇u) : ∂t∇u = tr [( cof∇u)>∇∂tu] = p∂t( det∇u).

Îòñþäà è èç (1.38), (1.18) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

J ≡ det Fg = det∇u, ∂tJ ≡ J tr (F−1
g ∂tFg) = JI : (∂Fg∂tF

−1
g )

íàõîäèì

p( cof∇u)ij ∂j∂tui = p ∂tJ = J pI : (∂tFg F−1
g ).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî âìåñòå ñ (1.43) â (1.40) ïîëó÷èì

div (∂tu
>T )− divT · ∂tu = ∂t

{1

2
J |∇u F−1

g |2
}

−
{1

2
J |∇uF−1

g |2 I − Jp I − JF−>g ∇u>∇u F−1
g

}
: (∂tFg F−1

g ).

(1.44)

Äàëåå çàìåòèì ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè (1.12) âûòå-
êàåò ðàâåíñòâî

1

2
J |∇uF−1

g |2 = Ψg + d J,

êîòîðîå âìåñòå ñ ôîðìóëîé (1.18) äëÿ ∂t J âëå÷åò ðàâåíñòâî

1

2
J |∇uF−1

g |2 I : (∂tFg F−1
g ) = ΨgI : (∂tFg F−1

g ) + d∂tJ.
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Îòñþäà è èç ôîðìóëû äëÿ (1.12) äëÿ ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñëåäóåò,
÷òî {1

2
J |∇uF−1

g |2 I − Jp− JF−>g ∇u>∇u F−1
g

}
: (∂tFg F−1

g ) =

b : (∂tFg F−1
g ) + d ∂tJ.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â (1.44) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

div (∂tu
>T )− divT · ∂tu = ∂t

{
Ψg

}
− b : (∂tFg F−1

g ),

êîòîðîå âìåñòå ñ î÷åâèäíûì òîæäåñòâîì

b : (∂tFg F−1
g ) =

b

2
:
(
∂tFg F−1

g + F−>g ∂tF
>
g )

âëå÷åò çà ñîáîé (1.39). �

Êàê ñëåäñòâèå èç ëåììû (1.3) âûòåêàåò ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî äëÿ ðå-
øåíèé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è (1.30), (1.33), (1.34).

Ñëåäñòâèå 1.4. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.30), (1.33),
(1.34) è äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫

Ω

Ψg(x, t) dx+

∫ t

0

∫
Ω

(a0 trb + a1|b|2)dxdt =∫
Ω

Ψg(x, 0) dx+

∫ t

0

∫
∂Ω

g · ∂tu dsdt−
∫ t

0

∫
Ω

f · ∂tu dxdt.
(1.45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (1.39) ïî öèëèíäðó, Ω ×
(0, t), çàìå÷àÿ ÷òî â ñèëó óðàâíåíèé (1.30), (1.33), (1.34),

divT = f ,∫
Ω

div (∂tu
>T) dx =

∫
∂Ω

∂tuTn ds =

∫
∂Ω

g · ∂tu ds,

−b

2
:
(
∂tFg : F−1

g + F−>g ∂tF
>
g )) = a0 trb + a1|b|2,

ïðèõîäèì ê íóæíîìó òîæäåñòâó (1.45). �

2. Ôîðìóëèðîâêè êðàåâûõ çàäà÷. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ìû îãðàíè-
÷èìñÿ íàèáîëåå âàæíûì ñëó÷àåì ðîñòà ìàòåðèëà íåî-Ãóêà èç ðàâíîâåñíîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ãðàíèöå, è áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

(2.1) F0
g = I, f = 0, g = εg0,

∫
∂ω

|g0(x, t)| ds > 0 ïðè t ∈ (0, T ).

ãäå g0 ôèêñèðîâàíî, à ε ∈ (−1, 1) ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Äàäèì òî÷íóþ
ôîðìóëèðîâêó êâàçèñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è îá îáúåìíîì ðîñòå íåñæè-
ìàåìîãî ìàòåðèàëà íåî-Ãóêà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé
ê ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëà. Îíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ðîñòà ãîëîâíîãî ìîçãà ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ê åãî
îáîëî÷êå.Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå Rd, d = 2, 3. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî T > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç QT
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öèëèíäð Ω× (0, T ). Êâàçèñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè âåêòîð-
íîãî ïîëÿ äåôîðìàöèé u : QT → Rd, ìàòðè÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè ôàêòîðà ðîñòà
Fg : QT → Rd2 è ïîëÿ äàâëåíèÿ p : QT → R , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì, ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

div
(
∇u B + p cof∇u

)
= 0 â QT ,

det∇u = detFg, Fg = F>g â QT ,

∂tFg F−1
g + F−>g ∂tF

>
g = −a0(Ik) I− a1(Ik) b â QT ,

(∇u B + p cof ∇u)n = εg0 íà ∂Ω× (0, T ),

Fg(x, 0) = I â Ω.

(2.2)

Çäåñü ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà B è òåíçîð Ýøåëáè b îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

B = ( detFg)F
−1
g F−>g ,

b = Ψg I − detFg
{
pI + F−>g ∇u>∇u F−1

g

}
,

Ψg =
1

2
det Fg

(
|∇u F−1

g |2 − d
)
.

(2.3)

êîýôôèöèåíòû ai çàâèñÿò îò èíâàðèàíòîâ Ik, k = 1, ., d, òåíçîðà Ýøåëáè, êîòî-
ðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

I1 = trb, I2 =
1

2
(I2

1 − |b|2), I3 = detb ïðè d = 3,

I1 = trb, I2 = detb ïðè d = 2.
(2.4)

Â ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ n�åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê
∂Ω, g = εg0- çàäàííîå âåêòîðíîå ïîëå.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2.2), ñâÿçàíà ñî ñïå-
öèôèêîé êðàåâîãî óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà ñ çàäàííûì âåêòîðîì íàïðÿæåíèé íà
ãðàíèöå. Çàäà÷è íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ çàäàííûì íà ãðàíèöå âåêòî-
ðîì íàïðÿæåíèé âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè èçó÷åíû î÷åíü ïëîõî. Äî ñèõ
ïîð îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ïî òåîðèè ýòèõ çàäà÷ îñòàåòñÿ ìîíîãðàôèÿ [10], â
êîòîðîé áûëè äîêàçàíû ëîêàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.
Êðàåâûå çàäà÷è âòîðîãî ðîäà äëÿ íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ è êâàçèñòàöèîíàð-
íûõ ïðîáëåì íå èçó÷àëèñü.
Ìîäèôèöèðîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Â ýòîì ðàçäåëå, ìû ñëåäóÿ ìåòîäó

Âàëåíòà ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà äëÿ óðàâíåíèé
íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ðàñøèðèì è ìîäèôèöèðóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé (2.2). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ êîí-
ñòðóêöèþ. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ñïåöèàëüíóþ ïðîåêöèþ òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé íà ïðîñòðàíñòâî óðàâíîâåøåííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ñì. [10]. Ñ ýòîé öåëüþ
âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ϕ ∈ C∞(Ω) òàêîå, ÷òî∫

Ω

ϕ dx = 0,

∫
Ω

xiϕj(x) = 0 äëÿ âñåõ i 6= j,∫
Ω

(xiϕi(x) + xjϕj(x)) dx = 1 âñåõ i, j.

(2.5)

Íàïîìíèì, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé T îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

(2.6) T
(
Fg,∇u, p) = ∇u B + p cof∇u.
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Äàëåå ìû îïðåäåëèì ìàòðè÷íîçíà÷íûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð E(Fg,∇u, p)
ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

(2.7) Eij =

∫
Ω

(Tij
(
Fg,∇u, p)− Tji(Fg,∇u, p)

)
dx.

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ñôîðìóëèðîâàòü ðàñøèðåííóþ ìîäèôèöèðîâàííóþ êðà-
åâóþ çàäà÷ó äëÿ ôàêòîðà ðîñòà, ïîëÿ äåôîðìàöèé è ôóíêöèè äàâëåíèÿ

Äëÿ çàäàííîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà (0, T ) è âåêòîðíîãî ïîëÿ g òðåáóåòñÿ
íàéòè ïîëå äåôîðìàöèé u, ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ p è êîíôîðìíîãî ôàêòîðà
Fg, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

u(x, t) = x+ S(t)x+ v(x, t) â Ω× (0, T ),

Fg(x, t) = I + U(x, t), p = −1 + q â Ω× (0, T )
(2.8a)

Çäåñü S(t) êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé è äîëæ-
íà îïðåäåëÿòüñÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì çàäà÷è, v � èñêîìîå âåêòîðíîå ïîëå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè

(2.8b)

∫
Ω

v(x, t) dx = 0,

∫
Ω

(∇v(x, t)−∇v>(x, t)) dx = 0

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], U(x, t) = U>(x, t)� èñêîìàÿ ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ U(x, 0) = 0. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð

(2.8c) Υ = ( v, q, U, S )

Åãî êîìïîíåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñòàòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì òåîðèè óïðó-
ãîñòè

(2.8d) Ξ1(Υ) ≡ div T + E(Υ) ϕ = 0 â QT ,

(2.8e) Ξ2(Υ) ≡ det ∇u− det Fg = 0 â QT ,

(2.8f) Ξ3(Υ) ≡ Tn− εg0 = 0 íà ∂Ω× (0, T ),

ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ äëÿ ìàòðèöû ôàêòîðà ðîñòà

Ξ4(Υ) ≡ ∂tFgF−1
g + F−>g ∂tF

>
g + a0(Ik)I + a1(Ik)b = 0 â QT(2.8g)

è äîïîëíèòåëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû
S

(2.8h) Ξ5(Υ) ≡ 1

‖g0(t)‖L2(∂Ω)

{
D(u− x)−D>(u− x)

}
= 0

â èíòåðâàëå (0, T ). Çäåñü ìàòðèöà D(u) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè

(2.8i) Dij(u) =

∫
∂Ω

uigj ds.

Çàìå÷àíèå 2.1. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.8a) è ôîðìóëû (2.8i) âûòåêàåò, ÷òî
óðàâíåíèå (2.8h) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

(2.9) Ξ5(Υ) ≡ 1

‖g0(t)‖L2(∂Ω)

{
SC− (SC)> + D(v)−D(v)>

}
= 0

â èíòåðâàëå (0, T ). Çäåñü ìàòðèöà C(t) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè

(2.10) Cij =

∫
∂Ω

xigj ds.
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Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå âåêòîðíûé îïåðàòîð

(2.11) Ξ(Υ) =
(

Ξ1(Υ), Ξ2(Υ), Ξ3(Υ), Ξ4(Υ), Ξ5(Υ)
)
.

òî çàäà÷à (2.8) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå îäíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

(2.12) Ξ(Υ) = 0.

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà, â êîòîðûõ ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.12).
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî s ≥ 0 ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W s,2(Ω) ñî-
ñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè Ω è îáëàäàþùèõ ïðîèçâîä-
íûìè âïëîòü äî ïîðÿäêà s èíòåãðèðóåìûìè ñ êâàäðàòîì â îáëàñòè Ω. Ïðè
s ≥ 1, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W s−1/2,2(∂Ω) ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ ôóíê-
öèé èç W s,2(Ω) íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω . Ñíàáæåííûå ñòàíäàðòíûìè íîðìàìè
ýòè ïðîñòðàíñòâà ñòàíîâÿòñÿ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè. ×åðåç W−1,2(Ω)
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó
ÑîáîëåâàW 1,2

0 (Ω), êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâàW 1,2(Ω) ðàâ-
íûõ íóëþ íà ãðàíèöå Ω. Â ÷àñòíîñòè, åñëè F ∈ L2(Ω), òî ∂iF ∈W−1,2(Ω) è

‖∂iF‖W−1,2(Ω) ≤ c(Ω)‖F‖L2(Ω).

Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è â ïîäïðîñòðàíñòâàõ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòî-
ðûì óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòè óñëîâèÿ
äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ôóíêöèé (f ,h) ∈ L1(Ω) ×
L1(∂Ω) óðàâíîâåøåíà, åñëè∫

Ω

f dx−
∫
∂Ω

h ds = 0,

∫
Ω

(xifj − xjfi) dx−
∫
∂Ω

(xihj − xjhi) ds = 0(2.13)

äëÿ âñåõ i, j. Çàìåòèì, ÷òî åñëè A : Ω → Rd2 - ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,
òî ïàðà ( div A,An) óðàâíîâåøåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà∫

Ω

A dx =

∫
Ω

A> dx.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáúÿñíÿåò ðîëü ïðîåêòîðà Eϕ â ôîðìóëèðîâêå ìî-
äèôèöèðîâàííîé çàäà÷è.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü s ≥ 4, v ∈ W s,2(Ω), U ∈ W s−1,2(Ω), g ∈ L2(∂Ω) è ïàðà
(0,g) óðàâíîâåøåíà. Ïóñòü òàêæå ìàòðè÷íîçíà÷íûå ôóíêöèè F±1

g ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åíû â îáëàñòè Ω. Òîãäà ïàðà
(

Ξ1(Υ),Ξ3(Υ)
)
óðàâíîâåøåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé ëåììû òåíçîð
íàïðÿæåíèé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

(2.14)

∫
Ω

Ξ1 dx−
∫
∂Ω

Ξ3 ds = E

∫
Ω

ϕdx+

∫
∂Ω

g dx = 0,
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òàê êàê ñðåäíèå îò âåêòîðíûõ ïîëåé ϕ è g ïî îáëàñòè Ω è åå ãðàíèöå ∂Ω ðàâíû
íóëþ. Äàëåå èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

∫
Ω

(Ξ1,ixj − Ξ1,jxi) dX −
∫
∂Ω

(Ξ3,ixj − Ξ3,jxi) ds =

−
∫

Ω

(Tij − Tji) dx+ Eiα

∫
Ω

ϕαxj dx− Ejα
∫

Ω

ϕαxi dx+

∫
∂Ω

(gixj − gjxi)ds.

(2.15)

Ñîãëàñíî (2.5) è (2.7) èìååì

Eiα

∫
Ω

ϕαxj dx− Ejα
∫

Ω

ϕαxi dx =
1

2
Eij −

1

2
Eji =

∫
Ω

(Tij − Tji) dx.

Òàê êàê ïàðà (0,g) óðàâíîâåøåíà, òî îòñþäà è èç (2.15) îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì∫
Ω

(Ξ1,ixj − Ξ1,jxi) dX −
∫
∂Ω

(Ξ3,ixj − Ξ3,jxi) ds = 0.

Îòñþäà è èç(2.14) âûòåêàåò, ÷òî ïàðà (Ξ1,Ξ3) óðàâíîâåøåíà. �
Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè îïðåäåëèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è ìíîæåñòâî çíà-

÷åíèé îïåðàòîðà Ξ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî s ≥ 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç Vs çàìêíó-
òîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C(0, T ;W s,2(Ω)), ñîñòîÿùåå èç âåêòîð-
íûõ ïîëåé v : Ω× (0, T )→ Rd, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(2.16)

∫
Ω

v(x, t) dx = 0,

∫
Ω

(∇v(x, t)−∇v>(x, t)) dx = 0.

×åðåçWs îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C1(0, T ;W s,2(Ω)),
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé U, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
U = U>. Ïîëîæèì Qs = C(0, T ;W s,2(Ω)).

×åðåç S îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C(0, T ), ñî-
ñòîÿùåå èç âñåõ ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé S(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
S = −S>.

Îêîí÷àòåëüíî, ÷åðåç Xs îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Xs = (Vs ×Qs−1)×Ws−1 × S.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî s ≥ 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ts çàìêíó-
òîå ïîäïðîñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà C(0, T ;W s,2(Ω) ×W s+1,2(Ω) ×
W s+1/2,2(∂Ω)) ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé f : QT → Rd, h : ∂Ω ×
(0, T ) → Rd è ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé q : QT → R, òàêèõ ÷òî êàæäàÿ ïàðà
(f(t),h(t)) óðàâíîâåøåíà ïðè t ∈ (0, t).

×åðåç Ys îáîçíà÷èì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Ys = Ts ×Ws+1 × S.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Xs êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à ïðî-
ñòðàíñòâî Ys êàê ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà Ξ îïðåäåëåííîãî
ðàâåíñòâîì (2.11).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Åäèíñòâåííûì çàäàííûì îáúåêòîì, êîòîðûé êîí-

òðîëèðóåò ñâîéñòâà ðåøåíèé îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.12) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-
íîå ïîëå g. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì.
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Óñëîâèå 2.6. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðà (0,g0) ∈ L2(Ω) × C(∂Ω) ÿâ-
ëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.2 . Êðîìå òîãî, äàëåå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ‖g0‖L2(∂Ω) > c > 0 íà èíòåðâàëå (0, T ) è ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ c ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(2.17) |µi(t) + µj(t)| ≥ c‖g0(t)‖L2(Ω) ≥ c > 0

äëÿ âñåõ i 6= j è t ∈ (0, T ). Çäåñü µi(t) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ àñòàòè÷åñêîé
ìàòðèöû C + CT . Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà C îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèÿìè
(2.10). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (2.17) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ðàñòÿ-
æåíèé ôóíêöèè g0, ò.å., åñëè îíî âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g0 , òî
îíî òàêæå âûïîëíåíî äëÿ ôóíêöèè g = εg0, ε 6= 0, ñ òîé æå ñàìîé ïîñòîÿí-
íîé c.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü öåëîå s ≥ 3 è çàäàííàÿ ôóíêöèÿ g0 ∈W s+1/2(∂Ω) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (2.6). Ïóñòü Bs(ρ) - çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîâ
â íóëå â ïðîñòðàíñòâå Xs . Òîãäà ñóùåñòâóåò ρ0 > 0, çàâèñÿùåå òîëüêî îò
s, òàêîå ÷òî îïåðàòîð Ξ : Bs+2(ρ0)→ Ys ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåì â øàðå Bs+2(ρ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû â ñèëó
òåîðåì âëîæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖U‖C(0,T ;C2(Ω)) ≤ c(s)‖Υ‖Xs+2
.

Îòñþäà è èç (2.8a) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ρ0,

|F±1
g | ≤ (1− cρ0)−1 ≤ 2 ïðè Υ ∈ Bs+2(ρ0).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ïðè |F±1
g | ≤ 2, îïåðàòîð Ξ1 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-

öèåé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Fg , äàâëåíèÿ p è èõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à
òàêæå êîìïîíåíò âåêòîðà u è èõ ïðîèçâîäíûõ íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà. Îïåðà-
òîðû Ξi, 2 ≤ i ≤ 4 ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
Fg, äàâëåíèÿ p è âåëè÷èí u,∇u. Îïåðàòîð Ξ5 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Òàê êàê ïðî-

ñòðàíñòâà C(0, T ;W s+2,2(Ω), C(0, T ;W s+1,2(Ω), C(0, T ;W s+1/2,2(∂Ω) ïðè ïîä-
õîäÿùåì âûáîðå íîðìû ñòàíîâÿòñÿ áàíàõîâûìè àëãåáðàìè, òî îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ0, çàâèñÿùåì òîëüêî îò s, îïåðàòîð

Ξ : Bs+2(ρ0)→

C
(
0, T ;W s,2(Ω)×W s+1,2(Ω)×W s+1/2,2(∂Ω)×W s+1,2(Ω)× Rd

2)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì. Èç ëåììû 2.7 âûòåêàåò,
÷òî îïåðàòîð (Ξ1,Ξ2,Ξ3) äåéñòâóåò èç Bs+2(ρ0) â ïðîñòðàíñòâî Ts äàííîå îïðå-
äåëåíèåì 2.5 . Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Ξ4 ïåðåâîäèò øàðà Bs+2(ρ0) â ïðîñòðàí-
ñòâîWs+1 , à îïåðàòîð Ξ5 ïåðåâîäèò â S. Òàêèì îáðàçîì Ξ : Bs+2(ρ0)→ Ys. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ìîäèôèöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2.8. Çàôèêñèðóåì öåëîå s ≥ 3 , T > 0 è g0 ∈W s+1/2(∂Ω). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî g0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óðàâíîâåøåííîñòè è íåâûðîæäåííî-
ñòè 2.6. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ε0 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Äëÿ ëþáîãî ε ∈ (−ε0, ε0) çàäà÷à (2.8)(ýêâèâàëåíòíî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
(2.12)) èìååò ëîêàëüíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Υ ∈ Bs+2(ρ0) äèôôåðåíöèðóå-
ìîå ïî ïàðàìåòðó ε. Áîëåå òîãî, äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïðîåêòîð Eϕ = 0.
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Òàê êàê ïðè Eϕ = 0 ìîäèôèöèðîâàííàÿ çàäà÷à (2.8) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé
çàäà÷åé (2.2), òî îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(2.2)

Òåîðåìà 2.9. 2.8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s ≥ 3 è g0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
2.6. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] çàäà÷à (2.2)èìååò
ëîêàëüíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

‖u− x‖C(0,T ;W s+2(Ω)) → 0, ‖p+ 1‖C(0,T ;W s+1,2(Ω)) → 0,

‖Fg − I‖C1(0,T ;W s+1,2(Ω)) → 0 ïðè ε→ 0.
(2.18)

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.8. Äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè è ïîñëåäóþùå-
ìó àíàëèçó óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ Eϕ = 0. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âàæíåéøèì
ýëåìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îáðàòèìîñòè ëèíåàðèçàöèè
îïåðàòîðà Ξ.

3. Ëèíåéíûå çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ïó-
òåì ëèíåàðèçàöèè îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.12) ïîñëåäíåãî ðàçäåëà íà òðè-
âèàëüíîì ãîìåîñòàòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè

(3.1) Υ = 0 : v = 0, U = 0, q = 0, S = 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

(3.2) δΥ =
(
w, π, H, Θ) ∈ Xs+2

ïîëîæèì

DΥΞ(0)δΥ = lim
τ→0

1

τ

(
Ξ(τδΥ)−Ξ(0)

)
.(3.3)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ òåíçîð íàïðÿæåíèé T è òåíçîð
Ýøåëáè b ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè îò Υ. Ìû
ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ íåàêêóðàòíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü èõ êàê T(Υ) è b(Υ).
Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

DΥ T(0) δΥ = ∇w +∇w> + π I + (tr H− div w)I− 2H,

DΥ b(0) δΥ = (div w − tr H)I−
{
∇w +∇w> + π I− 2H

}
,

DΥ E(0) = 0.

(3.4)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

(3.5) Γ = ∇w +∇w> + π I.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôàêòîðà ðî-
ñòà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

a0(0, I2, I3) = 0, ∂1a0(0, 0, 0) > 0, a1(0, 0, 0) > 0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîñòîÿííûå

(3.6) α = a1(0, 0, 0), β = ∂I1a0(0, 0, 0), κ = α+ βd.
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Èç ôîðìóë äëÿ îïåðàòîðîâ Ξi âûòåêàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ëèíåàðè-
çîâàííûõ îïåðàòîðîâ

DΥ Ξ1(0) δΥ = div
{

Γ + (tr H− div w)I− 2H
}
,

DΥ Ξ2(0) δΥ = div w − tr H,

DΥ Ξ3(0) δΥ =
{

Γ + (tr H− div w)I− 2H
}

n,

DΥ Ξ4(0) δΥ = 2
∂H

∂t
+ β

(
d(div w − tr H)− tr Γ + 2 tr H

)
I

+α((div w − tr H)I− Γ + 2H),

DΥ Ξ5(0) δΥ =
1

‖g(t)‖L2

{
ΘC− (ΘC)> + D(w)−D>(w)

}
.

(3.7)

Çäåñü ìàòðèöû C, D(w) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (2.8i), (2.10). Âîïðîñ îá îá-
ðàùåíèè îïåðàòîðà DΥΞ(0) : Xs+2 → Ys ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè,
åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

DΥΞ(0) δΥ = Z ñ ïðîèçâîëüíûì Z = (f , Q,h,G,R) ∈ Ys.(3.8)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.7) âûòåêàåò, ÷òî ýòî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å

div
{
∇w +∇w> + π I + (tr H− div w)I− 2H

}
= f â QT ,

div w − tr H = Q â QT{
∇w +∇w> + πI + (tr H− div w)I− 2H

}
n =

h íà ∂Ω× (0, T ).

(3.9)

∂H

∂t
= −β

(d
2

(div w − tr H)− 1

2
tr Γ + tr H

)
I

−α(
1

2
(div w − tr H) I− 1

2
Γ + H) +

1

2
G â QT , H

∣∣∣
t=0

= 0.

(3.10)

1

‖g0(t)‖L2

{
ΘC− (ΘC)> + D(w)−D>(w)

}
= R íà (0, T ).(3.11)

Çäåñü òåíçîð Γ è ïîñòîÿííûå α, β çàäàíû ðàâåíñòâàìè (3.5) è (3.6). Ñ ó÷åòîì
âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (3.9) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó (3.9)-(3.11) â
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

div
{
∇w +∇w> + π I + tr H I− 2H

}
= div (Q I) + f â QT ,

div w − tr H = Q â QT{
∇w +∇w> + πI + tr H I− 2H

}
n = Qn + h = 0 íà ∂Ω× (0, T ).

(3.12)

∂H

∂t
= −αH− β tr H I +

1

2

(
αΓ + β tr Γ I

)
+ Φ â QT ,

H(x, 0) = 0 â QT .
(3.13)

1

‖g0(t)‖L2

{
ΘC− (ΘC)> + D(w)−D>(w)

}
= R â (0, T ),(3.14)

ãäå Φ = (G− κQ)/2.
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.12)- (3.14) ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîìó îïåðà-

òîðíîìó óðàâíåíèþ (3.8). Ýòà ñèñòåìà íîñèò äîâîëüíî ñëîæíûé è çàïóòàííûé
õàðàêòåð. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïðèâåñòè åå ê òðåóãîëüíîìó âèäó èñêëþ÷èâ
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èç óðàâíåíèé ñòàòèêè (3.12) ôàêòîð ðîñòà H. Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü íåçàâèñè-
ìî îïðåäåëèòü ïîëå äåôîðìàöèé w è äàâëåíèå π. Ïîñëå ýòîãî ôàêòîð ðîñòà H
è êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Θ ëåãêî ìîãóò áûòü íàéäåíû â ÿâíîé ôîðìå
èç óðàâíåíèé (3.13) è (3.14). Âîçìîæíîñòü òàêîãî ðàñùåïëåíèÿ ëèíåéíîé çàäà-
÷è ãàðàíòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî äàíî â
ïðèëîæåíèè A.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Â êëàññå ñèëüíûõ ðåøåíèé îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (3.8)
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

div
{
∇w +∇w> + π I− βd

∫ t

0

π ds I
}

= div M + (I + V)f â QT .(3.15)

div w − κd
2

∫ t

0

π ds = N â QT .(3.16)

{
∇w +∇w> + π I− βd

∫ t

0

π ds I
}
n = M n

+(I + V)h íà ∂Ω× (0, T ).

(3.17)

H =
α

2

∫ t

0

e−α(t−s)
(

Γ(s)− 1

d
tr Γ(s) I

)
ds+

κ
2d

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ(s) ds I+

1

2

∫ t

0

e−α(t−s)(G− κQ I) ds+
1

2d

∫ t

0

(
e−κ(t−s) − e−α(t−s)) (tr G− dκQ) ds I.

(3.18)

1

‖g(t)‖L2

{
ΘC− (ΘC)> + D(w)−D>(w)

}
= R â (0, T ).(3.19)

Çäåñü ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ M, ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ N è îïåðàòîð Âîëü-
òåððà V îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

M =

∫ t

0

G ds+Q I + β(2− d)

∫ t

0

QdsI,

N =
1

2

∫ t

0

( tr G + κQ) ds+Q, Vu = α

∫ t

0

u(x, s) ds,

(3.20)

ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Γ è êîýôôèöèåíòû α, β κ îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè
(3.5) è (3.6).

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòèìîñòè îïå-
ðàòîðà DΥΞ(0) : Xs+2 → Ys äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (3.15)-(3.17) äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî ïîëÿ
äåôîðìàöèé è äàâëåíèÿ. Ïîñëå åå ðåøåíèÿ ôàêòîð ðîñòà è âñïîìîãàòåëüíàÿ
ìàòðèöà âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî äàííûì çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû è àëãåá-
ðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ìû óñòàíîâèì êîððåêòíîñòü çàäà÷è (3.15)-(3.17) â äâà
ýòàïà. Ñíà÷àëà ìû èññëåäóåì ñòàöèîíàðíóþ âåðñèþ ýòîé çàäà÷è, à ïîòîì ïðè-
ìåíèì ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà.
Ñòàöèîíàðíàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à. Îñíîâíîé öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåò-

ñÿ èññëåäîâàíèå ñëåäóþùåé ñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ îïèñûâàåò
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ðàâíîâåñèå ìàòåðèàëà íåî-Ãóêà.

div
{
∇w +∇w> + π I} = div F + f â QT ,

div w = Q â QT ,{
∇w +∇w> + π I

}
n = Fn + h íà ∂Ω× (0, T ).

(3.21)

Ìû íà÷íåì àíàëèç ñ âûâîäà ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ ýòîé çàäà÷è. Íàïîìíèì îïðå-
äåëåíèå òåíçîðà

Γ(w, π) = ∇w +∇w> + πI.(3.22)

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáûõ w, ξ ∈ W 2,2(Ω) è π, ψ ∈ W 1,2(Ω) ñïðàâåäëèâû òîæ-
äåñòâà ∫

Ω

div Γ(w, π) · ξ dx−
∫

Ω

ψ div w dx−
∫
∂Ω

Γ(w, π)n · ξ ds =∫
Ω

div Γ(ξ, ψ) ·w dx−
∫

Ω

π div ξ dx−
∫
∂Ω

Γ(ξ, ψ)n ·w ds =

−
∫

Ω

(∇w +∇w>) : ∇ξ dx−
∫

Ω

π div ξ dx−
∫

Ω

ψ div w dx

(3.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì∫
Ω

div Γ(w, π) · ξ dx−
∫

Ω

ψ div w dx−
∫
∂Ω

Γ(w, π)n · ξ ds =∫
Ω

∂j(∂jwi + ∂iwj + πδij)ξi dx−
∫
∂Ω

Γ(w, π)n · ξ ds−
∫

Ω

ψ div w dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì∫
Ω

∂j(∂iwi + ∂iwj + πδij)ξi dx−
∫
∂Ω

Γ(w, π)n · ξ ds =

−
∫

Ω

∂jwi∂jξi −
∫

Ω

∂iwj∂jξi dx−
∫

Ω

π div ξ dx =

−
∫

Ω

∂jwi∂jξi −
∫

Ω

∂jwi∂iξj dx−
∫

Ω

π div ξ dx =

−
∫

Ω

(∇ξ +∇ξ>) : ∇w dx−
∫

Ω

π div ξ dx

Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàõîäèì∫
Ω

div Γ(w, π) · ξ dx−
∫

Ω

ψ div w dx−
∫
∂Ω

Γ(w, π)n · ξ ds =

−
∫

Ω

(∇w +∇w) : ∇ξ dx−
∫

Ω

π div ξ dx−
∫

Ω

ψ div w dx

(3.24)

Ïåðåñòàâëÿÿ ïàðû (w, π) è (ξ, ψ) ìåñòàìè ïîëó÷àåì∫
Ω

div Γ(ξ, ψ) ·w dx−
∫

Ω

π div ξ dx−
∫
∂Ω

Γ(ξ, ψ)n ·w ds =

−
∫

Ω

(∇ξ +∇ξ>) : ∇w dx−
∫

Ω

π div ξ dx−
∫

Ω

ψ div w dx.

(3.25)

Î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

w> : ∇ξ = ∇ξ : ∇w> = ∇ξ> : ∇w
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âëåêóò çà ñîáîé òîæäåñòâî

(3.26) (∇ξ +∇ξ>) : ∇w = (∇w +∇w>) : ∇ξ.
Òîæäåñòâî (3.26) âìåñòå ñ ðàâåíñòâàìè (3.24), (3.25) âëå÷åò çà ñîáîé ñîîòíîøå-
íèå (3.23)

�

Ñëåäñòâèå 3.3. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ w ∈ W 2,2(Ω) è ëþáîé êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû S ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(3.27)

∫
Ω

(∇w +∇w>) : (Sx) dx = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ξ = Sx ψ = 0

Åñëè çàìåòèòü, ÷òî

(3.28)

∫
Ω

(div F + f) · ξ dx =

∫
∂Ω

Fn · ξ ds−
∫

Ω

F : ∇ξ dx+

∫
Ω

f · ξ ds,

òî èç âèäà èñõîäíûõ óðàâíåíèé (3.21) è ôîðìóëû Ãðèíà (3.23) åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âûòåêàåò îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.21)

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî w ∈ W 1,2(Ω) è π ∈ L2(Ω) ÿâëÿ-
þòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.21) åñëè äëÿ ëþáûõ ξ ∈W 1,2(Ω) è ψ ∈ L2(Ω)
âûïîëíÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà∫

Ω

(∇w +∇w>) : ∇ξ dx+

∫
Ω

π div ξ dx+

∫
Ω

ψ div w dx =∫
Ω

(
F : ∇ξ − f · ξ + ψQ

)
dx−

∫
∂Ω

h · ξ ds.
(3.29)

Çàìå÷àíèå 3.5. Äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû S è ëþáîãî ïî-
ñòîÿííîãî âåêòîðà c ïîëå w = c + Sx è ôóíêöèÿ π = 0 ñëóæàò ñëàáûìè
ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé çàäà÷è (3.21) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè F = 0, f = 0 Q = 0
è h = 0.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëà-
áûõ ðåøåíèé çàäà÷è (3.21).

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü ïàðà ( div F+ f ,Fn+h), F, f ∈ L2(Ω), h ∈ L2(∂Ω),
óðàâíîâåøåíà, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì∫

Ω

f dx+

∫
∂Ω

h ds = 0,∫
Ω

F : S dx−
∫

Ω

f · (Sx) dx+

∫
∂Ω

h · (Sx) ds = 0,

(3.30)

êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö S è êî-
òîðûå èäåíòè÷íûì óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2.2. Ïóñòü Q ∈ L2(Ω). Òîãäà çàäà÷à
(3.21) èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì îðòî-
ãîíàëüíîñòè

(3.31)

∫
Ω

w(x, t) dx = 0,

∫
Ω

(∇w(x, t)−∇w>(x, t)) dx = 0

è äîïóñêàþùåå îöåíêó

(3.32) ‖w‖W 1,2(Ω) + ‖π‖L2(Ω) ≤ c(‖F‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖QL2(Ω) + ‖h‖L2(∂Ω)).
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Çäåñü ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèè F, f , Q h, óäîâëåòâîðÿþùèå
âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 3.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà W 1,2(Ω) , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé w , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè (3.31) . Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå H ìîæåò áûòü âû-
áðàíà â âèäå

(3.33) ‖w‖2H =

∫
Ω

|∇w +∇w>|2 dx

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîðíà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 , çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
îáëàñòè Ω, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ w ∈ H âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(3.34) c−1‖w‖W 1,2(Ω) ≤ ‖w‖H ≤ c‖w‖W 1,2(Ω).

Ìû áóäåì èñêàòü ïàðó (w, π) êàê êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ôóíêöèîíàëà

Ψ(w, π) =
1

4

∫
Ω

|∇w +∇w>|2 dx+

∫
Ω

π div w dx−∫
Ω

(
F : ∇w − f ·w + πQ

)
dx+

∫
∂Ω

h ·w ds.

(3.35)

Ñ ýòîé öåëüþ ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó î ìàêñèìèíå

Ψ(w, π) = max
π̃∈L2(Ω)

min
w̃∈H

Ψ(w̃, π̃).(3.36)

Åå ðåøåíèå íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî π ∈ L2(Ω)

Ψ(wπ, π) = min
w̃∈H

Ψ(w̃, π).(3.37)

Øàã 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî π ôóíêöèîíàë Ψ(·, π) ÿâëÿåòñÿ êîýðöèòèâíûì
è ñòðîãî âûïóêëûì â ïðîñòðàíñòâå H . Ñëåäîâàòåëüíî çàäà÷à (3.37) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå H. Òàê êàê ôóíêöèîíàë Ψ(·, π) ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòè÷íûì, òî âû÷èñëåíèå åãî ïðîèçâîäíîé Ãàòî â òî÷êå ýêñòðåìóìà
ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

1

2

∫
Ω

(∇wπ +∇w>π ) : (∇ξ +∇ξ>) dx+

∫
Ω

π div ξ dx =∫
Ω

(
F : ∇ξ − f · ξ

)
dx−

∫
∂Ω

h · ξ ds.
(3.38)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ξ ∈ H. Îõàðàêòåðèçóåì îñíîâíûå
ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëüíîå òîæ-
äåñòâî (3.38) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ξ ∈W 1,2(Ω) èç áîëåå øèðîêîãî
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàW 1,2(Ω). Êðîìå òîãî, îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ýê-
âèâàëåíòíîé ôîðìå∫

Ω

(∇wπ +∇w>π ) : ∇ξ dx+

∫
Ω

π div ξ dx =∫
Ω

(
F : ∇ξ − f · ξ

)
dx−

∫
∂Ω

h · ξ ds.
(3.39)

Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì ÷òî êàæäûé âåêòîð ξ ∈ W 1,2(Ω) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëå-
íèå

ξ = c + Sx+ ξ∗, ξ∗ ∈ H,
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â êîòîðîì S� êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, à c � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Î÷åâèäíî

∇(Sx) +∇(Sx)> = 0, div Sx = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

2

∫
Ω

(∇wπ +∇w>π ) : (∇ξ +∇ξ>) dx+

∫
Ω

π div ξ dx =

1

2

∫
Ω

(∇wπ +∇w>π ) : (∇ξ∗ +∇ξ∗>) dx+

∫
Ω

π div ξ∗ dx.

(3.40)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ (3.30) âûòåêàåò ðàâåíñòâî∫
Ω

(
F : ∇ξ − f · ξ

)
dx+

∫
∂Ω

h · ξ ds =∫
Ω

(
F : ∇ξ∗ − f · ξ∗

)
dx+

∫
∂Ω

h · ξ∗ ds.
(3.41)

Òàê êàê ξ∗ ∈ H, òîæäåñòâî (3.38) âûïîëíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ξ íà ξ∗. Îòñþäà è èç
(3.40)-(3.41) ñëåäóåò, ÷òî ýòî òîæäåñòâî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ïîëÿ
ξ ∈W 1,2(Ω). Çàìå÷àÿ, ÷òî

1

2
(∇wπ +∇w>π ) : (∇ξ +∇ξ>) = (∇wπ +∇w>π ) : ∇ξ

ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó (3.2). Äàëåå, ïîëàãàÿ ξ = wπ â (3.38), ìû ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî ∫

Ω

π div wπ dx = −1

2

∫
Ω

|∇wπ +∇w>π |2 dx+∫
Ω

(
F : wπ − f ·wπ

)
dx−

∫
∂Ω

(
Fn + h

)
·wπ ds.

(3.42)

Îòñþäà è èç (3.35) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàðãèíàëüíîé ôóíê-
öèè

(3.43) P(π) ≡ Ψ(wπ, π) = −1

4

∫
Ω

|∇wπ +∇w>π |2 dx−
∫

Ω

πQdx.

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî íîðìà ‖π‖L2(Ω) äîïóñêàåò îöåíêó ÷åðåç íîðìó ‖wπ‖H.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Áîãîâñêîãî ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå ξ ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

div ξ = π â Ω, ξ = 0 íà ∂Ω, ‖ξ‖W 1,2(Ω) ≤ c(Ω)‖π‖L2(Ω).

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ïîëÿ â (3.39) äàåò íåðàâåíñòâî∫
Ω

π2 dx ≤
(∫

Ω

|∇wπ +∇w>π |2 dx
)1/2(∫

Ω

|∇ξ|2 dx
)1/2

+(∫
Ω

π2
)1/2(

| div ξ|2 dx
)1/2

+

4
(∫

Ω

(
|F|2 + |f |2) dx

)1/2(∫
Ω

|∇ξ|2 + |ξ|2) dx
)1/2

.

êîòîðîå âëå÷åò çà ñîáîé îöåíêó

(3.44) ‖π‖L2(Ω) ≤ ‖wπ‖H + c(‖F‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)).
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Øàã 3. Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè P

(3.45) P(π) = max
π̃∈L2(Ω)

P(π̃).

Ïóñòü πn ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èç òîæäå-
ñòâà (3.38) ñ π = 0 è ξ = wπ íàõîäèì

(3.46) ‖wπ‖H ≤ c(‖F‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω) + ‖h‖L2(∂Ω)).

Îòñþäà è èç (3.43) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

P(0) ≥ −c(‖F‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω) + ‖h‖L2(∂Ω)),

êîòîðîå âëå÷åò çà ñîáîé îöåíêó

(3.47) −P(πn) ≤ c(‖F‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω) + ‖h‖L2(∂Ω))

Íàïîìíèì, ÷òî ìàðãèíàëüíàÿ ôóíêöèÿ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

−P(πn) ≡ Ψ(wπn , πn) =
1

4

∫
Ω

|∇wπn +∇w>πn
|2 dx+

∫
Ω

πnQdx.

Îòñþäà è èç (3.47) íàõîäèì

1

4

∫
Ω

|∇wπn
+∇w>πn

|2 dx− c
(∫

Ω

|πn| dx
)1/2

‖Q‖L2(Ω)

≤ c(‖F‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖h‖L2(∂Ω))
2.

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâî Êîøè è íàïîìè-
íàÿ îïðåäåëåíèå (3.33) íîðìû â ïðîñòðàíñòâå H ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

1

2
‖wπn

‖2H − δ‖πn‖2L2(Ω) ≤

c(δ)
(
‖Q‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω)‖h‖L2(∂Ω)

)2

.

â êîòîðîì δ ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Êîìáèíèðóÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ
(3.44) è âûáèðàÿ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì íàõîäèì

‖wπn
‖H ≤ c(δ)

(
‖Q‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω)‖h‖L2(∂Ω)

)
.(3.48)

Îïÿòü ïðèìåíÿÿ (3.44) ïîëó÷àåì

‖πn‖L2(Ω) ≤ c
(
‖Q‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω) + ‖F‖L2(Ω)‖h‖L2(∂Ω)

)
.(3.49)

Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ÷òî íàéäóòñÿ π ∈ L2(Ω),
w∗ ∈ H ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

πn → π ñëàáî â L2(Ω), wπn
→ w∗ ñëàáî â H ïðè n→∞.

Ïîäñòàâëÿÿ πn, wπn â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (3.39) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè n → ∞ ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî w∗ = wπ è ìàðãèíàëüíàÿ ôóíêöèÿ P(π)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.43). Ïîäñòàâëÿÿ πn, wπn

â ïðåäñòàâëåíèå (3.43)
è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî íîðìà ‖ ·‖H ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó çàêëþ÷àåì
÷òî

P(π) ≥ lim sup
n→∞

P(πn).

Ñëåäîâàòåëüíî π ñëóæèò ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3.45). Çàìåòèì, ÷òî
wπ è π äîïóñêàþò îöåíêè (3.46) è (3.49). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî Ψ(w, π) ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì â H × L2(Ω). Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå
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L2(Ω) 3 π → wπ ∈ H ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Òàê êàê
ïðè ôèêñèðîâàííîì π ôóíêöèÿ wπ ñëóæèò ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è
(3.37) , òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
Ãàòî ôóíêöèîíàëîâ Ψ è P

DπP(π) = DwΨ(wπ, π) ◦Dπwπ(π) +DπΨ(wπ, π), DwΨ(wπ, π) = 0.

Òàê êàê π ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè P(π), òî îò-
ñþäà è èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.35) äëÿ ôóíêöèîíàëà Ψ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè ψ ∈ L2(Ω) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(3.50) DπP(π)[ψ] = DπΨ(wπ, π)[ψ] =

∫
Ω

( div wπ −Q)ψ = 0.

Êîìáèíèðóÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâîì (3.39), çàêëþ÷àåì,
÷òî ïàðà (wπ, π) ñëóæèò ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.21). Çàâåðøàÿ äîêàçà-
òåëüñòâî, çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (3.32) ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì îöåíîê
(3.48)-(3.49). �

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ïóñòü s ≥ 0 � öåëîå ÷èñëî è ïàðà ( div F + f ,Fn + h),
F ∈ W s+1,2(Ω), f ∈ W s,2(Ω), h ∈ W s+1/2(∂Ω) óðàâíîâåøåíà, òî åñòü óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (3.30). Ïóñòü Q ∈ W s+1,2(Ω). Òîãäà çàäà÷à (3.21) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w ∈ W s+2(Ω), π ∈ W s+1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâè-
ÿì îðòîãîíàëüíîñòè (3.31) è äîïóñêàþùåå îöåíêó

‖w‖W s+2,2(Ω) + ‖π‖W s+1,2(Ω) ≤
c(‖F‖W s+1,2(Ω) + ‖f‖W s,2(Ω) + ‖Q‖W s+1,2(Ω) + ‖h‖W s+1/2,2(∂Ω)).

(3.51)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò s è îáëàñòè Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðàåâàÿ çàäà÷à (3.21) èìååò ïîëíîå ñõîäñòâî ñî âòîðîé êðà-
åâîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñòîêñà. Âû÷èñëåíèÿ, èäåíòè÷íûå òåì,
÷òî áûëè ïðîäåëàíû â ðàáîòå Ñîëîííèêîâà [9], ïîêàçûâàþò, ÷òî çàäà÷à (3.21)
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïî Äàãëèñó-Íèðåíáåðãó ñ òåìè æå ïîêàçàòåëÿìè, ÷òî
è ñèñòåìà Ñòîêñà. Â ÷àñòíîñòè, ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ ïîâûøàåòñÿ âìåñòå ñ ïîâû-
øåíèåì ãëàäêîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé è äëÿ ëþáîãî öåëîãî s ≥ 2 ñëàáîå ðåøåíèå
äîïóñêàåò îöåíêó

‖w‖W s+2,2(Ω) + ‖π‖W s+1,2(Ω) ≤ c(‖w‖W 1,2(Ω) + ‖π‖L2(Ω))+

c(‖F‖W s+1,2(Ω) + ‖f‖W s,2(Ω) + ‖Q‖W s+1,2(Ω) + ‖h‖W s+1/2,2(∂Ω)).

Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 3.6 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Êàê ñëåäñòâèå, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðàâûå
÷àñòè çàäà÷è (3.21) äîïîëíèòåëüíî çàâèñÿò îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Íàïîì-
íèì îïðåäåëåíèÿ 2.4, 2.5 äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vs, Qs , Ts.

Ñëåäñòâèå 3.8. Ïóñòü öåëîå s ≥ 2 è

F ∈ C(0, T ;W s+1,2(Ω)), (div F + f , Q,Fn + h) ∈ Ts,

ãäå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Ts äàíî îïðåäåëåíèåì 2.5. Òîãäà çàäà÷à (3.21) èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (w, π) ∈ Vs+2 ×Qs+1 , êîòîðîå äîïóñêàåò îöåíêó

‖w‖Vs+2
+ ‖π‖Qs+1

≤ c(‖( div F + f ,Fn + h)‖Ts + ‖Q‖Qs+1
.(3.52)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé 2.4 è 2.5 ïðîñòðàíñòâ Vs è Ts ñëåäóåò, ÷òî
F, f , h è Q óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 3.7 äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ).
Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé (w(t), π(t) äëÿ êàæäîãî ìî-
ìåíòà âðåìåí t ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.7. Êðîìå òîãî, îöåíêà (3.52) ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îöåíêè (3.51). Íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèé (w(t), π(t)) ïî âðå-
ìåííîé ïåðåìåííîé ñëåäóåò èç èõ åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî ïðàâûõ
÷àñòåé ïî t. �

Íåñòàöèîíàðíàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à. Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü ðàç-
ðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (3.15)-(3.17), êîòîðàÿ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ3.1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ îñíîâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è (3.9)-(3.11). Ýòîò ðåçóëüòàò
äàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 3.9. Ïóñòü öåëîå s ≥ 0 è (f ,N,h) ∈ Ts. Êðîìå òîãî, ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ M ñèììåòðè÷íà è ïðèíàäëåæèò
êëàññó C(0, T ;W s+1,2(Ω)) . Òîãäà çàäà÷à (3.15)-(3.17) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå (w, π) ∈ Vs+2 ×Qs+1, êîòîðîå äîïóñêàåò îöåíêó

(3.53) ‖(w, π)‖Vs+2×Qs+1 ≤ c‖(f ,N,h)‖Ts + c‖M‖C(0,T ;W s+1,2(Ω)),

ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò s, T è Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (3.15)-(3.17) ïî ñòàíäàðò-
íîé èòåðàöèîííîé ñõåìå

div
{
∇wn+1 +∇w>n+1 + πn+1 I

}
= div

(
βd

∫ t

0

πn ds I + M
)

+ (I + V)f â QT .

(3.54)

div wn+1 =
κd
2

∫ t

0

πn ds+ N â QT .(3.55)

{
∇wn+1 +∇w>n+1 + πn+1 I

}
n =

(
βd

∫ t

0

πn ds I + M
)

n

+(I + V)h íà ∂Ω× (0, T ),

(3.56)

w0 = 0, π0 = 0. Òàê êàê ìàòðèöà M ñèììåòðè÷íà è ïàðà f ,h) óðàâíîâåøåíà,
òî ïàðà

(div M + (I + V)f ,Mn + (I + V)h)

òàêæå óðàâíîâåøåíà è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (3.54)-(3.56) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì ñëåäñòâèÿ 3.27 . Åãî ïðèìåíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè n = 0 çàäà÷à (3.54)-
(3.56) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, äîïóñêàþùåå îöåíêó

(3.57) ‖(w1, π1)‖Vs+2×Qs+1
≤ c‖(f ,N,h)‖Ts + c‖(M,N)‖C(0,T ;W s+1,2(Ω)),

Äàëåå, ïðè n ≥ 1 èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ðàçíîñòè ìåæäó
äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè

div
{
∇(wn+1 −wn) +∇(wn+1 −∇wn)> + (πn+1 − πn) I

}
=

div
(
βd

∫ t

0

(πn − πn−1) ds I
)

â QT .
(3.58)

div (wn+1 −wn) =
κd
2

∫ t

0

(πn − πn−1) ds â QT .(3.59)
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∇(wn+1 −wn) +∇(wn+1 −wn)> + (πn+1 − πn) I

}
n =(

βd

∫ t

0

(πn − πn−1) ds I
)

n íà ∂Ω× (0, T ),
(3.60)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà (πn − πn−1)I ñèììåòðè÷íà, òî ïàðà(
div

(
(πn − πn−1) I

)
, (πn+1 − πn) n

óðàâíîâåøåíà. Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ (3.7) ñ F = (πn+1 − πn) I âûòåêàåò,
÷òî çàäà÷à (3.58)-(3.60) èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖wn−1(t)−wn(t)‖W s+2(Ω) + ‖πn+1(t)− πn(t)‖W s+1,2(Ω) ≤

c

∫ t

0

‖πn+1(s)− πn(s)‖W s+1,2(Ω) ds, 0 ≤ t ≤ T.

Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó îöåíêè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ
óðàâíåíèé Âîëüòåððà, îòñþäà è èç (3.57) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(wn, πn) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Vs+2 ×Qs+1 ê ïðåäåëó (w, π) , óäîâëåòâîðÿ-
þùåìó íåðàâåíñòâó (3.53). �

Ðàçðåøèìîñòü îñíîâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è. Ñåé÷àñ ìû â ñîñòîÿíèè äî-
êàçàòü ðàçðåøèìîñòü îñíîâíîé ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (3.9)-(3.11).

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî s ≥ 0 è ëþáîãî âåêòîðà Z = (f , Q,h,G,R) ∈
Ys çàäà÷à (3.9)-(3.11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Υ = (w, π,H,S) ∈ Xs+2,
äîïóñêàþùåå îöåíêó

(3.61) ‖Υ‖Xs+2
≤ c‖Z‖Ys

,

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò s, Ω è T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ïðåäëîæåíèÿ 3.1.
Ñîãëàñíî ýòîìó ïðåäëîæåíèþ êðàåâàÿ çàäà÷à (3.9)-(3.11)ïîñëå íåêîòîðûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðèíèìàåò òðåóãîëüíóþ ôîðìó. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå ðåøåíèÿ ñíà-
÷àëà íåîáõîäèìî ðåøèòü íåçàâèñèìóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (3.15)-(3.17) äëÿ ïîëÿ
äåôîðìàöèé w è äàâëåíèÿ π. Ïîñëå ýòîãî ôàêòîð ðîñòà H âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî w, π è äàííûì çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ôîðìóëû (3.18). Äàëåå ìàòðèöà
S íàõîäèòñÿ ïî w è çàäàííîé êîñîñèììåòð÷åñêîé ìàòðèöå R ïóòåì ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.19).

Èç ôîðìóë (3.20) âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà M è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ N â óñëî-
âèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.9 äîïóñêàþò ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç äàííûå çàäà÷è è äî-
ïóñêàþò îöåíêó

(3.62) ‖M‖C(0,T ;W s+1,2(Ω) + ‖N‖C(0,T ;W s+1,2(Ω) ≤ c‖Z‖Ys
.

Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 3.9 âûòåêàåò, ÷òî ïðè çàäàííîì âåêòîðå Z , çàäà÷à
(3.15)-(3.17) äëÿ ïîëÿ äåôîðìàöèé w è äàâëåíèÿ π èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
(w, π) ∈ Vs+2 ×Qs+1, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(3.63) ‖w‖Vs+2
+ ‖π‖Qs+1

≤ c‖Z‖Ys
.

Èç ôîðìóëû (3.18) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ H ∈ Ws+1 êîððåêòíî îïðåäåëåíà è äîïóñêàåò îöåíêó

(3.64) ‖H‖Ws+1
≤ c‖Z‖Ys

.

Îñòàåòñÿ ðåøèòü àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.19). Òàê êàê ïàðà (0,g0) óðàâ-
íîâåøåíà, òî ìàòðèöà C(t) , îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (2.10) ñèììåòðè÷íà è
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àñòàòè÷åñêàÿ ìàòðèöà C + C> = 2C. Ïóñòü - λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû
C è O(t)- îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿ C ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå,

O C O> = J, J = diag (λi)1≤i≤d.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà C íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè
ïîäõîäÿùåì âûáîðå íóìåðàöèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ìàòðèöà O è λi ñòàíîâÿòñÿ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé
óðàâíåíèå (3.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(3.65)
1

‖g0‖L2(∂Ω)

{
JW − (JW)>

}
= Σ,

ãäå íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ìàòðèöà W è ìàòðèöà Σ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(3.66) W = OΘO>, Σ = O
(
R− 1

‖g0‖L2(∂Ω)

(
D(w)−D(w)>

))
O>.

Íàïîìíèì ÷òî âåêòîðíîå ïîëå w óæå îïðåäåëåíî è äîïóñêàåò îöåíêó (3.63).
Òàê êàê S, R êîñîñèììåòðè÷íû, òî ìàòðèöû W, Σ òàêæå êîñîñèììåòðè÷íû.
Èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè 2.6 è îöåíêè

|w| ≤ c‖w‖Vs+2 ≤ c‖Z‖Ys

âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

(3.67) |Θ| ≤ |W|, |Σ| ≤ c|R|+ c‖Z‖Ys .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.66) äàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé

Wii = 0, Wij =
‖g0‖L2(∂Ω)

λi + λj
Σij ïðè i 6= j/

Çàìåòèì, ÷òî λi = µi/2, ãäå µi - ñîáñòâåííûå ÷èñëà àñòàòè÷åñêîé ìàòðèöû.
Îòñþäà è èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè 2.6 çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.65)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå äîïóñêàåò îöåíêó.

(3.68) ‖W‖C(0,T ) ≤ c‖Z‖Ys

Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå (3.19) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî. Èç íåðàâåíñòâ (3.67)
è (3.68) âûòåêàåò, ÷òî åãî ðåøåíèå äîïóñêàåò îöåíêó

(3.69) ‖Θ‖C(0,T ) ≤ c‖Z‖Ys

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî îñíîâíàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à (3.9)-(3.11) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå Υ ∈ Xs+2 äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî âåêòîðà Z ∈ Ys . Îñòàåò-
ñÿ çàìåòèòü, ÷òî íóæíàÿ îöåíêà (3.61) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îöåíîê
(3.63), (3.64) è (3.69) �

Òàê êàê êðàåâàÿ çàäà÷à (3.9)-(3.11) ðàâíîñèëüíà ëèíåéíîìó îïåðàòîðíîìó
óðàâíåíèþ (3.8), òî èç òåîðåìû (3.10) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.11. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî s ≥ 3 ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ëèíåé-

íûé îïåðàòîð
(
DΥ Ξ(0)

)−1
: Ys → Xs+2, íîðìà êîòîðîãî äîïóñêàåò îöåíêó

(3.70) ‖
(
DΥ Ξ(0)

)−1‖ ≤ c,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò s, Ω è T .
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4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.8

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.8 � ãëàâíî-
ãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåé ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ëîêàëüíóþ
ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.12) è äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî
ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðóþùåå ñëàãàåìîå Eϕ ðàâíî íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî
âûðàæåíèþ (2.8f) äëÿ êîìïîíåíòû Ξ3, îïåðàòîð Ξ ëèíåéíî çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà ε ∈ (−1, 1) . Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ïèñàòü Ξ(Υ, ε) âìåñòî Ξ(Υ). Òîãäà
óðàâíåíèå (2.12) ïðèìåò âèä.

(4.1) Ξ(Υ, ε) = 0.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.7 îïåðàòîð Ξ : Bs+2(ρ0)×(−1, 1)→ Ys îïðåäåëåí è íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåì. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî Ξ(0, 0) = 0. Äàëåå, ñîãëàñíî ñëåä-
ñòâèþ 3.11, îïåðàòîð DΥΞ(0, ε) , êîòîðûé íå çàâèñèò îò ε, èìååò îãðàíè÷åííûé
îáðàòíûé. Èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëü-
íîé ïîñòîÿííîé ε0 > 0 òàêîé , ÷òî óðàâíåíèå(4.1) îáëàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêèì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì ñåìåéñòâîì ðåøåíèé Υε : (−ε0, ε0)→ Xs+2

òàêèì, ÷òî

(4.2) ‖Υε‖Xs+2
≤ c|ε|.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìîäèôèöèðóþùèé ÷ëåí Eϕ â îïåðàòîðíîì óðàâíåíèè
(4.1) ðàâåí íóëþ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ε0. Äëÿ êðàòêîñòè ïèñüìà áóäåì ïè-
ñàòü Υ âìåñòî Υε. Ñ ýòîé öåëüþ ìû èñïîëüçóåì ñëåãêà âèäîèçìåíåííûé ìåòîä
Âàëåíòà, [10].

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî t ∈ (0, T ) è ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó (2.8d)-
(2.8f). Ïîëîæèì

(4.3) E := E(Υ)ϕ.

Òîãäà ñèñòåìà (2.8d) èìååò âèä

∂pTip(Fg,∇u, p) + Ei = 0 â Ω× {t}.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà uj è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì∫
Ω

(Eiuj − Ejui) dx+

∫
∂Ω

(giuj − gjui) ds =∫
Ω

(
Tip∂puj − Tjp∂pui

)
dx ≡

∫
Ω

ωij dx.

(4.4)

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà ω òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

ω = T(∇u)> −
(
T(Du)>

)>
.

Èç ôîðìóëû (1.26) äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé íàõîäèì

T = (det Fg)∇u F−1
g F−>g + p(det∇u)(∇u)−>.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

T(∇u)> = (det Fg)
(
∇u F−1

g

) (
∇uF−1

g

)>
+ p(det∇u) I.
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Ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà T(∇u)> ñèììåòðè÷íà, ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî ω = 0.
Îòñþäà è èç (4.4) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå∫

Ω

(Eiuj − Ejui) dx+

∫
∂Ω

(giuj − gjui) ds = 0.(4.5)

Íàïîìíèì, ÷òî ui = xi+Sipxp+vi è ïàðà (0,g) óðàâíîâåøåíà. Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî ∫

∂Ω

(gjuj − giuj) ds = Sip

∫
∂Ω

xpgj ds− Sjp
∫
∂Ω

xpgi ds+∫
∂Ω

(gjvj − givj) ds = SipCpj − SjpCpi +Dij(v)−Dji(v) =

(SC)ij − (SC)>ij +Dij(v)−D>ij(v) = 0.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèåì (2.8h). Îòñþäà è èç (4.5) íàõîäèì

(4.6)

∫
Ω

(Eiuj − Ejui) dx = 0.

Èç ôîðìóëû (4.3) äëÿ E è ñîîòíîøåíèé (2.5) äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ϕ ñëåäóåò,÷òî

(4.7)

∫
Ω

(Eixj − Ejxi) dx = Eij .

Íàïîìíèì, ÷òî u = x+ Sx+ v. Èç ðàâåíñòâ (4.6) è (4.7) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

E = V> −V,

â êîòîðîì V � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

Vij = Eip

∫
Ω

ϕp(Sx+ v)j dx.

Î÷åâèäíî îíà äîïóñêàåò îöåíêó

|V| ≤ c|E|(‖S‖C(0,T ) + ‖v‖C(Ω×(0,T ))) ≤ c|E|‖Υε‖Xs+2
≤ cε0|E|.

Âûáèðàÿ ε0 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì E = 0, ÷òî çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8.

Ïðèëîæåíèå A. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.1

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.1 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå
ëåììû î ðåøåíèè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððà.
Âñïîìîãàòåëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Êîøè äëÿ ìîäåëüíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(5.1a)
∂H

∂t
= −αH− β tr H I + Σ â QT ,

H(x, 0) = 0 â Ω.(5.1b)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

Ëåììà A.1. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.1) äàåòñÿ ôîðìóëîé

H(x, t) =

∫ t

0

e−α(t−s)Σ(s) ds+
1

d

{∫ t

0

(
e−κ(t−s) − e−α(t−s)) tr Σ(s) ds

}
,(5.2)

ãäå κ = α+ βd, d� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèé (5.1) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò ñëåäóþ-
ùèå óðàâíåíèÿ äëÿ tr H

(5.3)
∂

∂t
tr H = −κ tr H + tr Σ â QT , tr H(x, 0) = 0 â Ω,

êîòîðûå âëåêóò çà ñîáîé ðàâåíñòâî

tr H =

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Σ(s) ds.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (5.1a) ïåðåâîäèò ýòî óðàâíåíèå â
îáûêíîâåííîå óðàâíåíèå äëÿ H. Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîé
ôîðìå è èìååò âèä

H =

∫ t

0

e−α(t−s)Σ(s) ds− β
∫ t

0

e−α(t−s)
{∫ s

0

e−κ(s−τ) tr Σ(τ) dτ
}
I.(5.4)

Äàëåå èìååì∫ t

0

e−α(t−s)
{∫ s

0

e−κ(s−τ) tr Σ(τ) dτ
}

=

∫ t

0

tr Σ(τ)
{∫ t

τ

e(α−κ)s−αt+κτ)ds
}
dτ

=

∫ t

0

tr Σ(τ)e−αt+κτ
{∫ t

τ

e(α−κ)s)ds
}
dτ

=
1

α− κ

∫ t

0

tr Σ(τ)e−αt+κτ (e(α−κ)t − e(α−κ)τ ) dτ

= − 1

βd

∫ t

0

tr Σ(s)(e−κ(t−s) − e−α(t−s)) ds.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðàâåíñòâ â (5.4) ïðèâîäèò ê íóæíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (5.2)
�

Âñïîìîãàòåëüíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíê-
öèþ HΓ çàäàííóþ ðàâåíñòâîì

2HΓ = α

∫ t

0

e−α(t−s)
(

Γ(s)− 1

d
tr Γ(s) I

)
ds+

κ
d

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ(s) ds I.(5.5)

Ôóíêöèþ Γ−2HΓ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð íàä Γ. Âîïðîñ
îá îáðàùåíèè ýòîãî îïåðàòîðà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåððà

Γ− 2HΓ = Z â QT .(5.6)

Åãî ðåøåíèå äàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà A.2. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.6) äàåòñÿ ôîðìóëîé

Γ = Z + α

∫ t

0

Z(s) ds+ β

∫ t

0

tr Z(s) ds I.(5.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (5.5), ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (5.6) â ýê-
âèâàëåíòíîé ôîðìå

Γ− α
∫ t

0

e−α(t−s)
(

Γ(s)− 1

d
tr Γ(s) I

)
ds− κ

d

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ(s) ds I = Z.(5.8)
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Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå, ñíà÷àëà íàéäåì tr Γ. Âû÷èñëÿÿ ñëåä îò îáåèõ ÷àñòåé
(5.8) ïîëó÷èì

tr Γ− κ
∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ(s) ds = tr Z.

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð d/dt+
κ, è çàìå÷àÿ, ÷òî

(
d

dt
+ κI)

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ(s) ds = Γ(t)

íàõîäèì
d

dt
tr Γ =

d

dt
tr Z + κ tr Z.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé ñ ó÷åòîì ðà-
âåíñòâ tr Γ(0) = tr Z(0), íàõîäèì

tr Γ(t) = tr Z(t) + κ
∫ t

0

tr Z(t).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (5.8), ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

Γ− α
∫ t

0

e−α(t−s)Γ(s) ds+

α

d

{∫ t

0

e−α(t−s) tr Z(s) ds+ κ
∫ t

0

e−α(t−s)
∫ s

0

tr Z(τ) dτ
}
I−

κ
d

{∫ t

0

e−κ(t−s)tr Z(s) ds+ κ
∫ t

0

e−κ(t−s)
∫ s

0

tr Z(τ) dτ
}
I.

(5.9)

Äàëåå çàìåòèì∫ t

0

e−α(t−s)
∫ s

0

tr Z(τ) dτ =
1

α

∫ t

0

tr Z(s)− 1

α

∫ t

0

e−α(t−s) tr Z ds.

∫ t

0

e−κ(t−s)
∫ s

0

tr Z(τ) dτ =
1

κ

∫ t

0

tr Z(s)− 1

κ

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Z ds.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðàâåíñòâ â (5.9) äàåò

Γ− α
∫ t

0

e−α(t−s)Γ(s) ds+

α

d

(
1− κ

α

) ∫ t

0

e−α(t−s) tr Z(s) ds I +
κ
d

∫ t

0

tr Z(s) ds I−

κ
d

∫ t

0

tr Z ds I = Z.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (1− κ/α) = dβ/α íàõîäèì

Γ− α
∫ t

0

e−α(t−s)Γ(s) ds− β
∫ t

0

e−α(t−s) tr Z ds I = Z.

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà îïåðàòîð d/dt+ α è çàìå÷àÿ, ÷òî

(
d

dt
+ αI)

∫ t

0

e−α(t−s)Γ(s) ds = Γ(t), (
d

dt
+ α)

∫ t

0

e−α(t−s) tr Z(s) ds = tr Z(t),
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íàõîäèì
d

dt
Γ =

d

dt
Z + αZ + β tr Z I.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé ñ ó÷åòîì ðà-
âåíñòâà Γ(0) = Z(0), íàõîäèì

tr Γ(t) = Z(t) + α

∫ t

0

Z(s) ds+ β

∫ t

0

tr Z(s) ds I,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà îïåðàòîðà òèïà Âîëüòåððà

(5.10) Vu(t) = α

∫ t

0

u(s) ds, Au(t) = β

∫ t

0

tr u(s) ds I.

Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû A.2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(5.11) (I + V + A)(Γ− 2HΓ) = Γ.

Ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.13) äëÿ
ôàêòîðà ðîñòà.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å Êîøè (3.13). Ïîëàãàÿ

ΣΓ =
1

2
(αΓ + β tr Γ I), ΣΦ = Φ,(5.12)

ðàçîáüåì ðåøåíèå çàäà÷è (3.13) íà äâà ñëàãàåìûõ

(5.13) H = HΓ + HΦ,

êîòîðûå äàþòñÿ ôîðìóëîé (5.3) ñ Σ ðàâíûì ΣΓ è ΣΦ ñîîòâåòñòâåííî. Èç (5.3)
íàõîäèì

HΦ =

∫ t

0

e−α(t−s)Φ(s) ds+
1

d

∫ t

0

(
e−κ(t−s) − e−α(t−s)) tr Φ(s) ds.(5.14)

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî HΓ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (5.5). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó
ðàâåíñòâà (5.12) èìååì

tr ΣΓ =
κ
2
tr Γ.

Îòñþäà, èç ëåììû A.1 è ôîðìóëå (5.12) äëÿ ΣΓ âûòåêàåò, ÷òî

HΓ =

∫ t

0

e−α(t−s)
(α

2
Γ(s) +

β

2
tr Γ

)
ds+

κ
2d

∫ t

0

(e−κ(t−s) − e−α(t−s)) tr Γ(s) ds.

Çàìå÷àÿ, ÷òî∫ t

0

e−α(t−s)
(β

2
− κ

2d

)
tr Γds = − α

2d

∫ t

0

e−α(t−s)tr Γ(s) ds,

ïðèõîäèì ê íóæíîìó ñîîòíîøåíèþ (5.5). Îáúåäèíÿÿ ðàâåíñòâà (5.5) è (5.14),
ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ìàòðèöû ôàêòîðà ðîñòà

H =
α

2

∫ t

0

e−α(t−s)
(

Γ(s)− 1

d
tr Γ(s) I

)
ds+

κ
2d

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ(s) ds I+∫ t

0

e−α(t−s)Φ(s) ds+
1

d

∫ t

0

(
e−κ(t−s) − e−α(t−s)) tr Φ(s) ds.

(5.15)
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Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (5.13)
ïåðâîå óðàâíåíèå â îñíîâíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå (3.12) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
âèäå

div
{

Γ− 2HΓ

}
= div

{
QI + 2HΦ

}
+ f â QT(5.16)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ êðàåâîå óñëîâèå íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (5.16) îïåðàòîð I+ V, ïåðåïè-
øåì åãî ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà (5.11)â âèäå

div
{

Γ− A(Γ− 2HΓ

}
+ f − div (I + V)

{
QI + 2HΦ

}
+ (I + V)f â QT .(5.17)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âûðàæåíèÿ (5.5) óðàâíåíèå (5.17) íå ñîäåðæèò ôàêòîðà
ðîñòà H. Òåì ñàìûì ìû èñêëþ÷èëè ôàêòîð ðîñòà èç ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâ-
íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ.

Íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèå ôàêòîð ðîñòà èç ëèíåàðè-
çîâàííîãî óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû � âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (3.12):

div w − tr H = Q â QT .(5.18)

Ñîãëàñíî (5.13), åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

div w − tr HΓ = Q+ tr HΦ â QT .(5.19)

Ðàâåíñòâî (5.5) î÷åâèäíûì îáðàçîì âëå÷åò çà ñîáîé ñîîòíîøåíèå

tr HΓ =
κ
2

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ ds.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà tr Γ = 2 div w + dπ íàõîäèì

tr Γ = κ
∫ t

0

e−κ(t−s) div w ds+
κd
2

∫ t

0

e−κ(t−s)π ds.

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå (5.19) â âèäå

div w − κ
∫ t

0

e−κ(t−s) div w ds− κd
2

∫ t

0

e−κ(t−s) π ds =

tr HΦ +Q â QT .

(5.20)

Ñîîòíîøåíèå (5.14) âëå÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî

tr HΦ =

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Φ ds,

ñ ó÷åòîì êîòîðîãî óðàâíåíèå (5.20) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

div w − κ
∫ t

0

e−κ(t−s) div w ds− κd
2

∫ t

0

e−κ(t−s) π ds =∫ t

0

e−κ(t−s) tr Φ ds+Q â QT .

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà îïåðàòîð d/dt+ κ, ïîëó÷àåì
d

dt
div w − κd

2
π = tr Φ +

d

dt
Q+ κQ.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

div w − κd
2

∫ t

0

π ds =

∫ t

0

tr Φ ds+Q+ κ
∫ t

0

Qds.(5.21)
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Ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ôàêòîðà ðîñòà. Òåì ñàìûì ìû èñêëþ÷èëè H èç
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû (5.18). ×òîáû çàâåðøèòü âûâîä
ðàñùåïëåííîé ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è îñòàëîñü óïðîñòèòü âèä ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ (5.17).
Äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè. Íàøà äàëüíåé-

øàÿ öåëü � ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ (5.17) ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ èç íåãî îïå-
ðàòîðîâ V è A. Ñ ýòîé öåëüþ âû÷èñëèì âñå ÷ëåíû â ýòîì óðàâíåíèè, êîòîðûå
ñîäåðæàò tr Γ, HΓ, HΦ è Hin. Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ A(Γ−2HΓ). Èç âûðàæåíèÿ
(5.5) íàõîäèì.

Γ− 2HΓ = Γ− α
∫ t

0

e−α(t−s)
(

Γ− 1

d
tr Γ I

)
ds− κ

d

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ dsI,

÷òî âëå÷åò

tr (Γ− 2HΓ) = tr Γ− κ
∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ ds.

Îòñþäà ñëåäóåò

A(Γ− 2HΓ) ≡ β
∫ t

0

tr (Γ− 2HΓ) ds I =

β

∫ t

0

tr Γ ds I − βκ
∫ t

0

{∫ s

0

e−κ(s−τ) tr Γ(τ) dτ
}
ds =

b

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Γ(s) ds I.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå tr Γ = 2 div w + dπ, íàõîäèì

A(Γ− 2HΓ) ≡ β
∫ t

0

tr (Γ− 2HΓ) ds =

2β

∫ t

0

e−κ(t−s) div w ds I + βd

∫ t

0

e−κ(t−s)π ds I.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (5.21) äàåò

2 div w = κd
∫ t

0

π ds+ 2

∫ t

0

tr Φ ds+ 2Q+ 2κ
∫ t

0

Qds.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê ðàâåí-
ñòâó

A(Γ− 2HΓ) =

βd
{∫ t

0

e−κ(t−s)π ds+ κ
∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

π(τ) dτ
)
ds
}
I+

2β
{∫ t

0

e−κ(t−s)Qds+ κ
∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

Q(τ) dτ
)
ds
}
I+

2β

∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

tr Φ(τ) dτ
)
ds I.
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Çàìå÷àÿ, ÷òî∫ t

0

e−κ(t−s)q ds+ κ
∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

q(τ) dτ
)
ds =

∫ t

0

qds,∫ t

0

e−κ(t−s)Qds+ κ
∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

Q(τ) dτ
)
ds =

∫ t

0

Qds.

ïîëó÷àåì

A(Γ− 2HΓ) =

βd

∫ t

0

π ds I + 2β

∫ t

0

Qds I+

2β

∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

tr Φ(τ) dτ
)
ds I.

(5.22)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (5.17) ïðèâîäèò åãî ê âèäó

div
{

Γ− βd
∫ t

0

π ds I
}

= 2βdiv
{∫ t

0

QdsI +

∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

tr Φ(τ) dτ
)
ds I

}
+ div

{
(I + V)

{
QI + 2HΦ

}}
+ (I + V)f â QT

(5.23)

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì âñå ÷ëåíû ýòèõ óðàâíåíèÿõ, ñîäåðæàùèå Φ . Ñîáèðàÿ èõ
âìåñòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå

2β

∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

tr Φ(τ) dτ
)
ds I + 2(I + V)HΦ

Âû÷èñëèì âûðàæåíèå (I + V)HΦ. Èìååì

(I + V)(HΦ) = HΦ + α

∫ t

0

HΦ =(∫ t

0

e−α(t−s)Φ ds+ α

∫ t

0

∫ s

0

e−α(s−τ) Φ(τ) dτ ds
)
−

1

d

(∫ t

0

e−α(t−s) tr Φ ds+ α

∫ t

0

∫ s

0

e−α(s−τ) tr Φ(τ) dτ ds
)

+

1

d

(∫ t

0

e−κ(t−s) tr Φ ds+ a

∫ t

0

∫ s

0

e−κ(s−τ) tr Φ(τ) dτ ds
)

(5.24)

C ó÷åòîì òîæäåñòâ∫ t

0

∫ s

0

e−α(s−τ) tr Φ(τ) dτ ds =
1

α

∫ t

0

tr Φ ds− 1

α

∫ t

0

e−α(t−s) tr Φ ds,

∫ t

0

∫ s

0

e−κ(s−τ) tr Φ(τ) dτ ds =
1

κ

∫ t

0

tr Φ ds− 1

κ

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Φ, ds,
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ñîîòíîøåíèå (5.24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(I + V)(HΦ) = HΦ + α

∫ t

0

HΦ =∫ t

0

Φ ds− 1

d

∫ t

0

tr Φ +

1

d

α

κ

∫ t

0

tr Φ ds+
1

d
(1− α

κ
)

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Φ ds.

Çàìå÷àÿ, ÷òî 1− α/κ = βd/κ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

(I + V)(HΦ) =

∫ t

0

Φ ds− β

κ

∫ t

0

tr Φ +
β

κ

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Φ ds.(5.25)

Äàëåå èìååì

2β

∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

tr Φ(τ) dτ
)
ds =

2β

κ

∫ t

0

tr Φ ds− 2β

κ

∫ t

0

e−κ(t−s) tr Φ ds.

Êîìáèíèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì (5.25), íàõîäèì

2β

∫ t

0

e−κ(t−s)
(∫ s

0

tr Φ(τ) dτ
)
ds+ 2(I + V)(HΦ) = 2

∫ t

0

Φ ds.(5.26)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (5.23), ïîëó÷èì

div
{

Γ− bd
∫ t

0

π ds I
}

= div
{

2β

∫ t

0

QdsI + 2

∫ t

0

Φ dsI
}

div
{

(I + V)
{
QI
}}

+ (I + V)f â QT

(5.27)

Äàëåå íàïîìíèì, ÷òî

2Φ = G− κQI.
Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà κ = α+ βd ñëåäóåò, ÷òî

2

∫ t

0

Φ ds+ 2β

∫ t

0

Qds I + (I + V)(QI) =

QI + b(2− d)

∫ t

0

QdsI +

∫ t

0

G ds.

(5.28)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ñîîòíîøåíèé â óðàâíåíèå (5.27) ïðåîáðàçóåò åãî ê âèäó

div
{

Γ− βd
∫ t

0

π ds I
}

= div
{∫ t

0

G ds+QI + b(2− d)

∫ t

0

QdsI
}

+(I + V)
(
f
)

â QT .

(5.29)

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â ñèñòåìå (3.12),
ïåðåïèøåì åãî ôîðìå {

Γ− βd
∫ t

0

π ds I
}
n =

{∫ t

0

G ds+QI + β(2− d)

∫ t

0

QdsI
}
n

+(I + V)
(
h
)

íà ∂Ω× (0, T ).

(5.30)
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Äàëåå, èç âûðàæåíèÿ äëÿ Φ ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (5.21) ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

div w − κd
2

∫ t

0

π ds =
1

2

∫ t

0

( tr G + κQ) ds+Q.(5.31)

Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ìàòðè÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ M è ñêàëÿðíóþ ôóíê-
öèþ N, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè

M =

∫ t

0

G ds+QI + β(2− d)

∫ t

0

QdsI,

N =
1

2

∫ t

0

( tr G + κQ) ds+Q,

(5.32)

òî óðàâíåíèÿ (5.29)�(5.31), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

Γ = ∇w +∇w> + π I,

ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

div
{
∇w +∇w> + π I − βd

∫ t

0

π ds I
}

= div M

+(I + V)f â QT .

(5.33)

div w − κd
2

∫ t

0

π ds = N.(5.34)

{
∇w +∇w> + π I − βd

∫ t

0

π ds I
}
n = M n

+(I + V)h íà ∂Ω× (0, T ).

(5.35)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (3.15)�
(3.17). Çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ (3.1), îñòàåòñÿ äîïîëíèòü ñè-
ñòåìó (3.15)-(3.17) ôîðìóëîé (5.15) äëÿ ôàêòîðà ðîñòà H è óðàâíåíèåì (3.19)
äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû Θ.
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