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Abstract.An overview of various hemodynamic models is given. A model
of one-dimensional dynamics of blood as a multicomponent �uid is justi�ed.
An initial-boundary value problem is formulated which simulates the
�ow of blood through a given section of a blood vessel with elastic walls.
The transition to Lagrangian variables is made. A result on the global
existence of a solution to the problem is formulated.
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Â îáùåì ñëó÷àå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû â àðòåðèàëüíîé ñèñòåìå ÷åëîâåêà îïè-
ñûâàþòñÿ òðåõìåðíûìè íåñòàöèîíàðíûìè óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ âÿç-
êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè ýëàñòè÷íûõ
îáîëî÷åê ñîñóäîâ [1]. Îäíàêî ïðèìåíåíèå òàêîé ñëîæíîé ìíîãîìåðíîé ìîäå-
ëè òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ. Íå ãîâîðÿ îá î÷åâèäíîé íåîáîçðèìîé ñëîæ-
íîñòè òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîäîáíûõ ìîäåëåé, ïîèñê ÷èñëåííûõ ðåøåíèé
òàêèõ çàäà÷ ñâÿçàí ñ îãðîìíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Ïîýòîìó ìíî-
ãîìåðíûå ìîäåëè íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, íå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ãëîáàëüíîãî
îïèñàíèÿ àðòåðèàëüíîé ñèñòåìû, à èñïîëüçóþòñÿ óïðîùåííûå ìîäåëè ãåìîäè-
íàìèêè, êîòîðûå îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñòàöèîíàðíûå ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (îáûêíîâåííûõ èëè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè). Òàêèå
ìîäåëè ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü íå òîëüêî êà÷åñòâåííûå, íî è êîëè÷åñòâåííûå
õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ êðîâè.
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Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî óïðîùåííûõ (íåñòàöèîíàðíûõ) ìîäåëåé ãåìîäèíà-
ìèêè. Èõ ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû. Íàèáîëåå ãðóáûì ïðèáëè-
æåíèåì èñõîäíîé òðåõìåðíîé (3D) ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìîäåëè
ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè èëè ¾íóëüìåðíûå¿ (0D) ìîäåëè [2]. Ñóòü
ýòèõ ìîäåëåé ñîñòîèò â ñîïîñòàâëåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé êðîâåíîñíîé ñè-
ñòåìå. Â òàêîì ïîäõîäå àíàëîãàìè äàâëåíèÿ è îáúåìíîãî êðîâîòîêà ÿâëÿþòñÿ
íàïðÿæåíèå è ýëåêòðè÷åñêèé òîê, à àíàëîãàìè ñîñóäîâ � ñîïðîòèâëåíèÿ ýëåê-
òðè÷åñêîé öåïè. Âòîðóþ ãðóïïó óïðîùåííûõ ìîäåëåé ñîñòàâëÿþò îäíîìåðíûå
(1D) ìîäåëè ãåìîäèíàìèêè. Îäíîìåðíûå ìîäåëè ãåìîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ, ãðó-
áî ãîâîðÿ, ãèäðàâëè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì èñõîäíîé 3D-ìîäåëè è ïîëó÷àþòñÿ
åå óñðåäíåíèåì ïî ¾ïîïåðå÷íîìó¿ íàïðàâëåíèþ. ×òî êàñàåòñÿ 0D-ìîäåëåé, òî
îíè ïîëó÷àþòñÿ äàëüíåéøèì óñðåäíåíèåì 1D-ìîäåëåé ïî äëèíå ñîñóäà [2], [3].
Íàêîíåö, òðåòüþ ãðóïïó óïðîùåííûõ ìîäåëåé ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå ìî-
äåëè ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [2], [3] èëè ãèáðèäíûå ìîäåëè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàçóìíóþ ñòûêîâêó 3D- è 1D-ìîäåëåé, 1D- è 0D-ìîäåëåé, 3D- è 0D-ìîäåëåé,
2D- è 1D-ìîäåëåé è ò. ï.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíóþ ìîäåëü ãåìîäèíàìèêè. Âïåðâûå îäíî-
ìåðíîå ïðèáëèæåíèå ãåìîäèíàìèêè áûëî ïðåäëîæåíî Ýéëåðîì [4]. Ìû áóäåì
èìåòü äåëî ñ îäíîìåðíîé ìîäåëüþ ãåìîäèíàìèêè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòàõ [5],
[6], [7], [8], [9]. Ïðè ýòîì ìû ñôîðìóëèðóåì è èçó÷èì îáîáùåíèå ýòîé ìîäåëè ñ
öåëüþ ó÷åòà ìíîãîêîìïîíåíòíîñòè êðîâè.

1. Îäíîìåðíûå ìîäåëè äèíàìèêè êðîâè êàê îäíîêîìïîíåíòíîé

æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå îäíîìåðíûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå òå÷åíèå êðîâè â
àðòåðèÿõ è åå âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîäâèæíûìè ñòåíêàìè. Ïóñòü t � âðåìÿ, à
(x, y, z) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èäåàëèçàöèåé àðòåðèè
ÿâëÿåòñÿ ýëàñòè÷íàÿ òðóáêà â âèäå ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà, îñü êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ îñüþ z. Ýòîò öèëèíäð èìååò ïåðåìåííîå ñå÷åíèå ââèäó ïåðåïà-
äîâ äàâëåíèÿ è âûçâàííûõ èìè êîëåáàíèé ñòåíîê. Â ðàññëàáëåííîì ñîñòîÿíèè
ðàäèóñ ñå÷åíèÿ òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ìåíÿòüñÿ âäîëü ñîñóäà, íî â ïðî-
ñòåéøåì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü åãî ïîñòîÿííûì.

Ðàññìîòðèì êóñîê ýòîé òðóáêè äëèíû L = const îò z = z1 äî z = z2
(ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Óïðîùåííàÿ ãåîìåòðèÿ êðîâåíîñíîãî ñîñóäà.
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×åðåç V (t) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâåííóþ îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ óêàçàííîé òðóáêîé, çàïîëíåííîé êðîâüþ, à ÷åðåç C(t), S1(t) è S2(t) �
áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü è îñíîâàíèÿ öèëèíäðà V (t). Îáëàñòü V (t) ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì ïîä âîçäåéñòâèåì ïóëüñèðóþùåé æèäêîñòè (êðîâè). Îñåâîå ñå÷åíèå
{z = const} öèëèíäðà V (t) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S = S(z, t), à åãî ãðàíèöó
÷åðåç l(z, t). ×åðåç A = A(z, t) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ
S(z, t). Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç m åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê l.

1.1. Ïåðâàÿ ìîäåëü. Ðàññìàòðèâàåìàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ãåìîäèíàìèêè îïè-
ñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè [5], [6], [7], [8], [9]:

(1.1)
∂(Aρ)

∂t
+
∂(Aρuz)

∂z
= 0,

(1.2)
∂(Aρuz)

∂t
+
∂(Aρu2z)

∂z
+A

∂p

∂z
= Aρfz + ν

∮
l

(
∂uz
∂m

)
dl +Aν

(
∂2uz
∂z2

)
,

â êîòîðîé ρ = const >0 � ïëîòíîñòü êðîâè; uz � îñåâàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè
(ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé, îðòîãîíàëüíûå îñè z, ÿâëÿþòñÿ ïðåíå-
áðåæèìî ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ uz); p � äàâëåíèå; fz � âíåøíÿÿ ìàññîâàÿ
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ â îñåâîì íàïðàâëåíèè; ν � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè; ÷åðòà
ñâåðõó âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè (1.1), â ïåðâîì è âòîðîì ñëàãàåìûõ â
ëåâîé ÷àñòè (1.2), à òàêæå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè (1.2) îçíà÷àåò
ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ (óñðåäíåíèå):

(1.3) ξ =
1

A

∫
S

ξ dS.

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

(1.4) Q = Auz.

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà

(1.5)
ν

ρ

∮
l

(
∂uz
∂m

)
dl ≈ 2πa

ρ
τw,

∂(Au2z)

∂z
≈ ∂

∂z

(
δ1
Q2

A

)
è ðàâåíñòâî

(1.6) Aν

(
∂2uz
∂z2

)
=
ν

ρ

∂2Q

∂z2

(
uz|r=a = 0,

∂uz
∂z

∣∣∣∣
r=a

= 0

)
,

ãäå

(1.7)

τw =
−2ν

(1− ζc)a
Q

A
+
a

4
(1− ζc)

∂p

∂z
, ζc =

(
max

(
0, 1−

√
2

α

))2

,

δ1 =
2− 2ζc(1− ln ζc)

(1− ζc)2
,

a � ëîêàëüíûé ðàäèóñ, τw � íàïðÿæåíèå ñäâèãà ñòåíêè, α � ÷èñëî Óîìåðñëè,
èç óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(1.8)
∂A

∂t
+
∂Q

∂z
= 0,
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(1.9)
∂Q

∂t
+

∂

∂z

(
δ1
Q2

A

)
+
A

ρ

∂p

∂z
= Afz +

2πa

ρ
τw +

ν

ρ

∂2Q

∂z2
.

1.2. Âòîðàÿ ìîäåëü. Ïðèâåäåì åùå îäèí âàðèàíò îäíîìåðíîé ìîäåëè ãåìî-
äèíàìèêè [3]:

(1.10)
∂A

∂t
+
∂Q

∂z
= 0,

(1.11)
∂Q

∂t
+

∂

∂z

(
α1
Q2

A

)
+
A

ρ

∂p

∂z
+KR

Q

A
= Afz,

ãäå α1 � êîýôôèöèåíò Êîðèîëèñà, KR � çàâèñÿùèé îò âÿçêîñòè êîýôôèöèåíò
ñîïðîòèâëåíèÿ.

1.3. Çàìûêàíèå ìîäåëåé. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû (1.8), (1.9) (èëè ñèñòå-
ìû (1.10), (1.11)) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ.
Äëÿ ñèñòåìû (1.8), (1.9) óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ áåðåòñÿ â âèäå [6],
[7], [8]

(1.12) p(z, t) = p̃(A(z, t), z, t).

Íàïðèìåð, â âèäå [8]

(1.13) p(z, t) = Es(z)
h(z)

r0(z)

(
1−

(
A0(z)

A(z, t)

)1/2
)
,

ãäå Es(z) � ñòàòè÷åñêèé ìîäóëü, h(z) � òîëùèíà ñòåíêè, r0(z) � ðàäèóñ íóëå-
âîãî äàâëåíèÿ, A0(z) � ïëîùàäü íóëåâîãî äàâëåíèÿ.

Äëÿ ñèñòåìû (1.10), (1.11) óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ áåðåòñÿ â âèäå
[3], [10]

(1.14) p = pext + ρωh0
∂2η

∂t2
− γ̃ ∂η

∂t
− ã ∂

2η

∂z2
− c̃ ∂3η

∂t∂z2
+G(η),

ãäå η � âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñòåíêè îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ,
pext � äàâëåíèå íà ñòåíêó ñîñóäà èçâíå, ρω � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåíêè,
h0 � òîëùèíà ñòåíêè, γ̃ îòâå÷àåò çà âçàèìîäåéñòâèå ñòåíêè ñ æèäêîñòüþ, ã
õàðàêòåðèçóåò ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñòåíêè, c̃ õàðàêòåðèçóåò âÿçêîóïðóãèå
ñâîéñòâà ñòåíêè, G(η) = bη + b2η

2 + b3η
3 � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íåëèíåéíóþ

óïðóãóþ ðåàêöèþ ñòåíêè, b, b2, b3 � ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû.
Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (1.14), îïðåäåëÿþùèé èíåðöèþ, ïðîïîðöèîíàëåí

óñêîðåíèþ ñòåíêè, òðåòèé � âÿçêîóïðóãèé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêîðîñòè
ïåðåìåùåíèÿ ñòåíêè, ÷åòâåðòûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëüíîìó ïðåäâàðè-
òåëüíîìó íàïðÿæåííîìó ñîñòîÿíèÿ ñîñóäà, ïÿòûé � åùå îäèí âÿçêîóïðóãèé
÷ëåí, øåñòîé � ôóíêöèÿ óïðóãîé ðåàêöèè ñòåíêè.

Ïðèìåì, ÷òî A = π(η +R0)2, q =
Q

π
è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (1.10), (1.11) â

ñëåäóþùåì âèäå:

(1.15)
∂(η +R0)2

∂t
+
∂q

∂z
= 0,
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(1.16)
∂q

∂t
+ α1

∂

∂z

(
q

η +R0

)2

+
KR

π

q

(η +R0)2
+

+
(η +R0)2

ρ

∂

∂z

(
pext + ρωh0

∂2η

∂t2
− γ̃ ∂η

∂t
− ã ∂

2η

∂z2
− c̃ ∂3η

∂t∂z2
+G(η)

)
=

= (η +R0)2fz.

2. Äèíàìèêà êðîâè êàê ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå (ïåðâîé) îäíîìåðíîé ìîäåëè ãåìîäèíà-
ìèêè (îáîáùåíèå ñèñòåìû (1.8), (1.9)) ñ ó÷åòîì ìíîãîêîìïîíåíòíîñòè êðîâè
(áîëåå òî÷íî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðîâü ñîñòîèò èç N êîìïîíåíò) [11], [12]
(i = 1, . . . , N):

(2.1)
∂(Aρi)

∂t
+
∂(Aρiuzi)

∂z
= 0,

(2.2)
∂(Aρiuzi)

∂t
+
∂(Aρiu2zi)

∂z
+A

∂pi
∂z

=

= Aρifzi +

N∑
j=1

aij(uzj − uzi) +

N∑
j=1

νij

∮
l

(
∂uzj
∂m

)
dl +A

N∑
j=1

νij

(
∂2uzj
∂z2

)
,

â êîòîðîé ρi � ïëîòíîñòü i-é êîìïîíåíòû; uzi � îñåâàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè
i-é ñîñòàâëÿþùåé; pi � äàâëåíèå â i-é êîìïîíåíòå; fzi � âíåøíÿÿ ìàññîâàÿ
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ êîìïîíåíòó â îñåâîì íàïðàâëåíèè; νij � êîýôôèöè-
åíòû âÿçêîñòåé, êîòîðûå îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó N > 0, aij > 0 �
êîýôôèöèåíòû îáìåíà èìïóëüñîì, êîòîðûå îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó.

Äëÿ ñèñòåìû (2.1)�(2.2) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâà-
íû íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è. Àíàëèç îäíîãî âàðèàíòà çàäà÷è (ñ íåêîòîðûìè
âàðèàöèÿìè ñàìîé ìîäåëè) ïðèâîäèòñÿ äàëåå.

3. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè

Èçëîæèì ðÿä óòî÷íÿþùèõ ñîîáðàæåíèé è ïðåäïîëîæåíèé ê ìîäåëè (2.1),
(2.2) (òî åñòü ê ìíîãîêîìïîíåíòíîìó àíàëîãó (1.8), (1.9)).

3.1. Ìàëîñòü ïîïåðå÷íûõ èçìåíåíèé. Îòìåòèì ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé âå-
ëè÷èíû f èìååì (ñì. (1.3))

f2 − f2 = (f − f)2 + 2f(f − f),

îòêóäà

f2 − f2 = (f − f)2.

Åñëè f ñëàáî çàâèñèò îò x, y (ïðåäåëüíûé ñëó÷àé � çàâèñèò òîëüêî îò t è z),
òî åñòü f − f ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ f , òî ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî

ðàâíûìè âåëè÷èíû f2 è f
2
. Êðîìå òîãî, âåëè÷èíîé∮
l

(
∂f

∂m

)
dl =

∫
S

∆x,yf dS

â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.



1980 À.Å. ÌÀÌÎÍÒÎÂ, Ä.À. ÏÐÎÊÓÄÈÍ

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðåäïîëîæèòü ñëàáóþ çàâèñèìîñòü ïðîäîëüíûõ ñêîðî-
ñòåé uzi îò ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåííûõ x, y, òî òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè

(2.2) ìîæíî îïóñòèòü, à âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè çàìåíèòü u2zi íà u
2
zi.

3.2. Êîììóòàöèÿ óñðåäíåíèé è ïðîèçâîäíûõ ïî z. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü
ñîîòíîøåíèå

∂

∂z
(Af) = A

(
∂f

∂z

)
,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé âåëè÷èíû f , îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà l. Äðóãèìè ñëî-

âàìè, íà òàêèõ âåëè÷èíàõ îïåðàöèè
∂

∂z
è

∫
S

(·)dS êîììóòèðóþò. Â ÷àñòíîñòè,

ââèäó ïðåäïîëîæåíèé (1.6) â êà÷åñòâå f ìîæíî âçÿòü uzi è
∂uzi
∂z

, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïîëó÷èì

∂2

∂z2
(Auzi) = A

(
∂2uzi
∂z2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.2) ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

(3.1)

N∑
j=1

νij
∂2

∂z2
(Auzj).

3.3. Óòî÷íåíèå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ ïëîùàäè ñå÷åíèÿ è äàâ-
ëåíèÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

(3.2) A = ψ(p), p =

N∑
i=1

pi,

ãäå ôóíêöèÿ ψ çàäàíà. Ôóíêöèÿ ψ ìîæåò, íàïðèìåð, èìåòü âèä êàê â (1.13):

(3.3) p = Esh
√
π

(
1√
A0

− 1√
A

)
, A =

(
A
−1/2
0 − p

Esh
√
π

)−2
,

ãäå âåëè÷èíû Es > 0 è h > 0 çàäàíû è äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿí-
íûìè. Îòìåòèì õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (3.3):

(1) Äàâëåíèå p ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî p∗ = Esh

√
π

A0
> 0, à ïëîùàäü

ñå÷åíèÿ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò A0 > 0 äî +∞ (äàëåå äëÿ ïðîñòîòû
ñ÷èòàåì A0 ïîñòîÿííîé, ò. å. íå çàâèñÿùåé îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíà-
òû z).

(2) Çàâèñèìîñòü ìåæäó p è A ìîíîòîííà, òî åñòü ψ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
è èìååò ìîíîòîííóþ îáðàòíóþ.

Ñîîòíîøåíèÿ (3.3) ìîãóò çàìåíÿòüñÿ èíûìè, íî ñ ñîõðàíåíèåì ïåðå÷èñëåííûõ
îñîáåííîñòåé, èìåþùèõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë.
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3.4. Óòî÷íåíèå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ äàâëåíèé è ïëîòíî-

ñòåé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

(3.4) pi = ξip, p = ϕ(ρ), ρ =

N∑
i=1

ρi, ξi =
ρi
ρ
,

ãäå ôóíêöèÿ ϕ çàäàíà, è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè êðîâè ρ è êîí-
öåíòðàöèé êîìïîíåíò ξi. Ïîñêîëüêó êðîâü ÿâëÿåòñÿ æèäêîñòüþ, òî ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ϕ:

(1) Ïëîòíîñòü ρ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò ρ∗ > 0 äî ρ∗ > ρ∗, à äàâëåíèå p
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî +∞.

(2) Çàâèñèìîñòü ìåæäó p è ρ ìîíîòîííà, òî åñòü ϕ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
è èìååò ìîíîòîííóþ îáðàòíóþ.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà ìîãóò áûòü ó÷òåíû, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî
ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ:

(3.5) ϕ(ρ) =
ρ− ρ∗
ρ∗ − ρ

(ρ∗ − ρ∗)c2,

ãäå c > 0 � ñêîðîñòü çâóêà â ñëàáî ñæàòîé æèäêîñòè:

(3.6) ϕ′(ρ∗) = c2.

Óðàâíåíèå (3.5) ìîæåò çàìåíÿòüñÿ èíûìè, íî ñ ñîõðàíåíèåì óêàçàííûõ ñâîéñòâ
è îáîçíà÷åíèÿ (3.6).

3.5. Ìàëîñòü äàâëåíèé è ðàñòÿæåíèé ñòåíîê. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äàâëåíèå êðîâè íåâåëèêî, è ñîîòâåòñòâåííî ìàëû îòêëîíåíèÿ ðàäèóñà ñîñóäà
îò íåðàñòÿíóòîãî ñîñòîÿíèÿ è ïëîòíîñòè îò íåñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ. Çàïèøåì ýòè
ôàêòû â ñëåäóþùåì âèäå:

(3.7) ρ = ρ∗ + δρ, A = A0 + δA, p = δp,

ãäå âñå âåëè÷èíû ñ ñèìâîëîì δ äîñòàòî÷íî ìàëû è íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà ëåãêî
íàõîäèì

(3.8) δA = kδp, δp = c2δρ,

ãäå k = ψ′(0) > 0. Íàïðèìåð, â (3.3) âåðíî k =
2A

3/2
0

Esh
√
π
. Îòìåòèì, ÷òî êàêèõ-

ëèáî îãðàíè÷åíèé (ìàëîñòè) íà êèíåìàòèêó òå÷åíèÿ àïðèîðè íå íàëàãàåòñÿ, à
òàêæå íå îãðàíè÷èâàþòñÿ èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé ξi.

Ââèäó (3.8) ïîëó÷àåì

(3.9) A
∂pi
∂z
' c2 ∂

∂z
(Aρi −Aξiρ∗).

3.6. Äîïîëíèòåëüíûå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïðèìåì ñëåäóþùèå
óïðîùåíèÿ (íå âûòåêàþùèå èç (3.7)):

(1) Â (3.1) çàìåíèì A íà A0. Ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, â ïðåäïîëîæåíèè
î òîì ÷òî âÿçêèå ñèëû äîñòàòî÷íî ìàëû, ïî êðàéíåé ìåðå òîãî æå ïî-
ðÿäêà ÷òî è ìàëûå âåëè÷èíû â (3.7).

(2) Â (3.9) îòáðîñèì âûðàæåíèå Aξiρ∗. Ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, â ïðåä-
ïîëîæåíèè î òîì ÷òî èçìåíåíèÿ òîëùèíû ñîñóäà è êîíöåíòðàöèé ïðî-
èñõîäÿò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ïî äëèíå ñîñóäà.

Âñå ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê äëèííîâîëíîâîå ïðèáëèæåíèå.



1982 À.Å. ÌÀÌÎÍÒÎÂ, Ä.À. ÏÐÎÊÓÄÈÍ

3.7. Ôîðìóëèðîâêà ñèñòåìû óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì

(3.10) ρ̃i = Aρi, ũi = uzi, f̃i = fzi, ν̃ij = A0νij , p̃i = c2i ρ̃i.

Òîãäà ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííûõ ïðåäïîëîæåíèé è ñîîòíîøåíèé ñèñòåìà (2.1),
(2.2) çàïèøåòñÿ â âèäå

(3.11)
∂ρ̃i
∂t

+
∂(ρ̃iũi)

∂z
= 0, i = 1, . . . , N,

(3.12)

∂(ρ̃iũi)

∂t
+
∂(ρ̃iũ

2
i )

∂z
+
∂p̃i
∂z

=

N∑
j=1

aij(ũj − ũi) +

N∑
j=1

ν̃ij
∂2ũj
∂z2

+ ρ̃if̃i, i = 1, . . . , N.

Ýòà ñèñòåìà ñîâïàäàåò ìàòåìàòè÷åñêè ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé áàðîòðîïíîãî äâè-
æåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ âÿçêèõ ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé ñ ëèíåéíîé ñâÿçüþ
äàâëåíèé è ïëîòíîñòåé, íî âõîäÿùèå â íåå âåëè÷èíû èìåþò íåñêîëüêî èíîé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìåþòñÿ ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè:

(1) Äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèå

ρ̃ :=

N∑
i=1

ρ̃i > A0ρ∗,

òî åñòü äëÿ âõîäíûõ äàííûõ ýòî óñëîâèå äîëæíî íàëàãàòüñÿ, è äëÿ
ðåøåíèÿ äîêàçûâàòüñÿ. Êðîìå òîãî, äîëæíû îáåñïå÷èâàòüñÿ îãðàíè÷å-
íèÿ ñâåðõó íà ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ äëÿ ïðîâåðêè àïðèîðíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé ìàëîñòè (ñì. ðàçäåë 3.5) è ôèçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé (ñì.
ðàçäåëû 3.3 è 3.4).

(2) Ïðè ðåøåíèè (3.11), (3.12) âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå ïëîòíîñòè
ρ̃i, à íå îòäåëüíî ñå÷åíèå A è îáúåìíûå ïëîòíîñòè ρi. Ïîñëå ðåøåíèÿ
çàäà÷è ìîæíî íàéòè A, âîñïîëüçîâàâøèñü (3.8):

A−A0 = kc2
(
ρ̃

A
− ρ∗

)
.

Ðåøàÿ (ïðèáëèæåííî ââèäó ìàëîñòè âåëè÷èíû δA = A−A0) ýòî óðàâ-
íåíèå, íàõîäèì

A = A0 +A0
ρ̃−A0ρ∗

ρ̃+
A2

0

kc2

.

Ïîñëå ýòîãî íàõîäÿòñÿ è îñòàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ
(äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè êðîâè â öåëîì è åå êîìïîíåíò, êîíöåíòðàöèè,
ðàñòÿæåíèå ñòåíîê).

4. Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà êëàññîâ

ðåøåíèé

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.11), (3.12) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè 0 < z < L,
0 < t < T , ãäå äëèíà ó÷àñòêà ñîñóäà L > 0 è ïðîìåæóòîê âðåìåíè T > 0
çàäàíû.
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4.1. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíû ñêî-
ðîñòè è ëèíåéíûå ïëîòíîñòè êîìïîíåíò:

(4.1) ρ̃i|t=0 = ρ̃0i, ũi|t=0 = ũ0i.

Ñêîðîñòü âòåêàíèÿ êðîâè â ó÷àñòîê ñîñóäà è âûòåêàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàí-
íîé:

(4.2) ũi|z=0,L = V,

ãäå V > 0. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò çàäàòü ïëîòíîñòè íà âõîäå:

(4.3) ρ̃i|z=0 = βi,

ãäå βi > 0, ïðè÷åì

N∑
i=1

βi > A0ρ∗.

Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî áûëî áû íà÷àòü èçó÷åíèå ñ ìîäåëüíîãî (õîòÿ è íå
èìåþùåãî ïðèêëàäíîãî ñìûñëà) ñëó÷àÿ V = 0, òîãäà óñëîâèå (4.3) íå íóæíî.
Íî íà ïðàêòèêå çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ èçó÷åíà (â îäíîêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå) â
[13], è íåò íåîáõîäèìîñòè â óïðîùåíèè. Âîîáùå ãîâîðÿ, âåëè÷èíà V ìîæåò
áûòü ïåðåìåííîé (çàâèñåòü îò t), ïðè÷åì ðàçëè÷íîé íà âõîäå è âûõîäå:

(4.4) ũi|z=0 = V1 > 0, ũi|z=L = V2 > 0.

Ïðè ýòîì ó êàæäîé êîìïîíåíòû ýòè ñêîðîñòè ìîãëè áû áûòü ñâîèìè, íî ýòà
îáùíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîèíòåðåñíîé ïî ñìûñëó çàäà÷è (îòêëîíåíèÿ ñêî-
ðîñòåé êîìïîíåíò îò ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé
ñêîðîñòüþ, à íà êîíöàõ èìè ìîæíî ïîêà ïðåíåáðå÷ü äëÿ ïðîñòîòû). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ýôôåêò ðàçíîñòè ñêîðîñòåé êîìïîíåíò (è êàê ñëåäñòâèå èçìåíåíèå
êîíöåíòðàöèé ñî âðåìåíåì íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ) ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòèãàòü çà
ñ÷åò âíóòðåííèõ ìåõàíèçìîâ òå÷åíèÿ1, à íå çà ñ÷åò óïðàâëåíèÿ íà êîíöàõ.

Äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ [13], ãäå çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ (â îäíî-
êîìïîíåíòíîì ñëó÷àå) èçó÷åíà ïîä íàçâàíèåì çàäà÷è 1.

4.2. Ñõåìà ðåøåíèÿ. Çàäà÷ó (3.11), (3.12), (4.1), (4.4), (4.3) íàçîâåì Çàäà-
÷åé A. Ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Çàäà÷è A ïîëó÷àåòñÿ
êîìáèíàöèåé àðãóìåíòîâ ðàáîò [13], [14], [15], [16]. Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàòåëü-
ñòâî ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ àïðèîðíûõ îöåíîê. Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè (ïîä-
õîäÿùèì îáðàçîì îïðåäåëåííîãî) ñèëüíîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî áóäåò
ñêàçàòü îòäåëüíî, òàêæå ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè èç [13].

Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî α ∈ (0, 1). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî âõîäíûå äàííûå
Çàäà÷è A óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:
(4.5)

ũ0i ∈ C2+α(0, L), ρ̃0i ∈ C1+α(0, L), V1,2 ∈ C1+α/2(0, T ), βi ∈ C2(0, T ),

(4.6) ũ0i(0) = V1(0), ũ0i(L) = V2(0), ρ̃0i(0) = βi(0),

(4.7) V1 > 0, ρ̃0i > 0, βi > 0,

òîãäà â ÷àñòíîñòè

(4.8) 0 < m0 6 (V1, ρ̃0i, βi) 6M0 < +∞

1Âïðî÷åì, ýòîò ýôôåêò â ïîëíîòå îæèäàåòñÿ òîëüêî ïðè ïåðåìåííûõ A0(z), ïîêà æå ìû
ïðåäïîëîæèëè ïîñòîÿíñòâî A0.
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ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè m0 è M0. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàþòñÿ óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ (0, 0) è (L, 0).

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ Çàäà÷è A êëàññà

(4.9) ũi ∈ C2+α,1+α/2(QT ), ρ̃i ∈ C1+α,(3+α)/2(QT ), ρ̃i > 0,

ãäå QT = (0, L)× (0, T ).

5. Ëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå

Ââèäó ëîêàëüíîé êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè (ò. å. â êëàññå (4.9), ãäå âìå-
ñòî T ñòîèò äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî) ïðè óñëîâèÿõ (4.5)�(4.7), è ïî êðàéíåé
ìåðå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t, êîððåêòíà ñëåäóþùàÿ ñõåìà ïåðåõîäà ê ëàãðàí-
æåâîé ïîñòàíîâêå.

5.1. Ìàññîâûå ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû. Ïðè ëþáûõ (τ, z, t) ∈ (0, T ) ×
(0, L)× (0, T ) îïðåäåëèì âåëè÷èíó χi(τ, z, t) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

(5.1)
∂χi
∂τ

= ũi(χi, τ), χi(t, z, t) = z

(îáúåìíàÿ ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà). Îáîçíà÷èì zi∗(t) = χi(t, 0, 0) � êîîðäèíàòà
ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû i-é êîìïîíåíòû, ñòàðòóþùåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò â
ëåâîì êîíöå îáëàñòè òå÷åíèÿ. Òîãäà QT = Qi−

⋃
Qi+

⋃
si, ãäå

Qi− = { (z, t) ∈ QT | z < zi∗(t) },

Qi+ = { (z, t) ∈ QT | z > zi∗(t) },
si = { (z, t) ∈ QT | z = zi∗(t) }.

Â äàëüíåéøåì íàì âðåìåííî ïîòðåáóåòñÿ ðàçáèåíèå íà 2 ñëó÷àÿ:
Ñëó÷àé 1i. zi∗(T ) = Li∗ 6 L � âðåìÿ T äîñòàòî÷íî ìàëî, òàê ÷òî ìàòåðèàëü-

íàÿ ÷àñòèöà i-é êîìïîíåíòû, ñòàðòóþùàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ëåâîì êîíöå
îáëàñòè òå÷åíèÿ, íå óñïåâàåò åå ïîêèíóòü.

Ñëó÷àé 2i. zi∗(ti∗) = L ïðè íåêîòîðîì ti∗ < T � ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ
(äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ è/èëè êîðîòêèé ñîñóä).

5.2. Îáëàñòü îïðåäåëÿåìàÿ âòåêàíèåì. Â îáëàñòè Qi− ââîäèì ìàññîâóþ
ëàãðàíæåâó êîîðäèíàòó xi ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Íàéäåì ñíà÷àëà
ξi ∈ (0, T ), ïðè êîòîðîì

(5.2) χi(ξi, z, t) = 0,

ïîñëå ÷åãî ïîëîæèì

(5.3) xi = −
ξi∫
0

βi(τ)V1(τ)dτ.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè Qi− ýéëåðîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò (z, t) ïðè êàæäîì
i ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ìàññîâûå ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû (xi, t), ïðè ýòîì
ñíà÷àëà ïî ôîðìóëå (5.2) ôîðìèðóåòñÿ âåëè÷èíà ξi(z, t), à çàòåì ïî ôîðìó-
ëå (5.3) ξi ïåðåõîäèò â xi. Ïåðåñ÷èòàåì ïðîèçâîäíûå ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû
α(t, z) = γ(t, xi) â äâóõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, èìååì î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ

∂α

∂t
=
∂γ

∂t
+
∂γ

∂xi

∂xi
∂t

,
∂α

∂z
=

∂γ

∂xi

∂xi
∂z

,
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èç êîòîðûõ ëåãêî âûðàæàåì

(5.4)
∂γ

∂t
=
∂α

∂t
− ∂α

∂z

∂xi
∂t
∂xi
∂z

,
∂γ

∂xi
=

∂α

∂z
∂xi
∂z

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (5.2) èìååì

(5.5)
∂χi
∂ξi

∂ξi
∂t

+
∂χi
∂t

= 0,
∂χi
∂ξi

∂ξi
∂z

+
∂χi
∂z

= 0 ïðè τ = ξi,

îòêóäà

(5.6)
∂ξi
∂t

= −

∂χi
∂t
∂χi
∂ξi

,
∂ξi
∂z

= −

∂χi
∂z
∂χi
∂ξi

ïðè τ = ξi.

Êðîìå òîãî, èç (5.3) âèäèì ÷òî

(5.7)
∂xi
∂t

= −βi(ξi)V1(ξi)
∂ξi
∂t
,

∂xi
∂z

= −βi(ξi)V1(ξi)
∂ξi
∂z

.

Íàêîíåö, äèôôåðåíöèðóÿ (5.1) ïî z, ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè

(5.8)
∂2χi
∂τ∂z

(τ, z, t) =
∂ũi
∂z

(χi(τ, z, t), τ)
∂χi
∂z

(τ, z, t),
∂χi
∂z

(t, z, t) = 1,

ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì

(5.9)
∂χi
∂z

(τ, z, t) = exp

 τ∫
t

∂ũi
∂z

(χi(s, z, t), s)ds

 ,

a äèôôåðåíöèðóÿ (5.1) ïî t, ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè

(5.10)

∂2χi
∂τ∂t

(τ, z, t) =
∂ũi
∂z

(χi(τ, z, t), τ)
∂χi
∂t

(τ, z, t),

∂χi
∂t

(t, z, t) = −∂χi
∂τ

(t, z, t) = −ũi(z, t),

ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì

(5.11)
∂χi
∂t

(τ, z, t) = −ũi(z, t) exp

 τ∫
t

∂ũi
∂z

(χi(s, z, t), s)ds

 .

Â ðåçóëüòàòå èç (5.6), (5.7), (5.9), (5.11) è (5.4) ïîëó÷àåì

(5.12)
∂γ

∂t
=
∂α

∂t
+ ũi(z, t)

∂α

∂z
.

Äàëåå, äëÿ âåëè÷èíû ρ̂i(τ, z, t) = ρ̃i(τ, χi(τ, z, t)) èìååì íà÷àëüíûå äàííûå
ρ̂i(ξi, z, t) = βi(ξi) è óðàâíåíèå

∂

∂τ
ρ̂i(τ, z, t) =

∂ρ̃i
∂τ

(τ, χi(τ, z, t)) +
∂ρ̃i
∂z

(τ, χi(τ, z, t))
∂χi
∂τ

(τ, z, t) =

= −ρ̂i(τ, z, t)
∂ũi
∂z

(τ, χi(τ, z, t))
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(çäåñü èñïîëüçîâàíî (3.11) è (5.1)). Ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó Êîøè, íàõîäèì ρ̂i(τ, z, t),
è ïðè τ = t ïîëó÷àåì

(5.13) exp

 t∫
ξi

∂ũi
∂z

(χi(τ, z, t), τ)dτ

 =
βi(ξi)

ρ̃i(t, z)
.

Òåïåðü ââèäó (4.4), (5.1), (5.2), (5.4), (5.6), (5.7), (5.9), (5.13) îêîí÷àòåëüíî
íàõîäèì

(5.14)
∂γ

∂xi
=

1

ρ̃i(t, z)

∂α

∂z
.

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (3.11), (3.12) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèìåò âèä

(5.15)
∂ρi
∂t

+ ρ2i
∂ui
∂xi

= 0, i = 1, . . . , N,

(5.16)
∂ui
∂t

+
∂pi
∂xi

=

N∑
j=1

aij
ρi

(uj−ui) +

N∑
j=1

νij
∂

∂xi

(
ρi
∂uj
∂xi

)
+fi, i = 1, . . . , N,

ãäå âñå âåëè÷èíû áåç âîëí ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè ñ âîëíàìè,
ïåðåñ÷èòàííûìè â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (à ó êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè âîëíû
óáðàíû äëÿ åäèíîîáðàçèÿ).

Îñòàåòñÿ óêàçàòü, âî ÷òî îòîáðàæàåòñÿ îáëàñòü Qi− ïðè îïèñàííîé çàìåíå
ïåðåìåííûõ. Ïî îïðåäåëåíèþ χi èìååì χi(τ, β, α) = χi(τ, χi(γ, β, α), γ), è â ÷àñò-
íîñòè

χi(ξi, zi∗(t), t) = χi(ξi, χi(t, 0, 0), t) = χi(ξi, 0, 0) = zi∗(ξi).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ξi = 0 ïîëó÷àåì χi(0, zi∗(t), t) = 0, ò. å. ξi(zi∗(t), t) = 0, ò. å.

(5.17) z = zi∗(t) ⇐⇒ ξi = 0 ⇐⇒ xi = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè z = 0 èìååì χi(ξi, 0, t) = 0, ÷òî îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå
âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ χi = 0 è ïðè τ = ξi, è ïðè τ = t, îòêóäà ïîëó÷àåì
ξi = t, òî åñòü

(5.18) xi = ai(t) := −
t∫

0

βi(τ)V1(τ)dτ.

Èòàê, â ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Qi− ïðåâðàùàåòñÿ â îáëàñòü 0 < t < T ,
ai(t) < xi < 0.

5.3. Îáëàñòü îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Äëÿ ëþáîé òî÷êè
(z, t) ∈ Qi+ ïîëîæèì

(5.19) xi =

χi(0,z,t)∫
0

ρ̃0i(s)ds.

Òîãäà

(5.20)
∂xi
∂t

= ρ̃0i(χi(0, z, t))
∂χi
∂t

(0, z, t),
∂xi
∂z

= ρ̃0i(χi(0, z, t))
∂χi
∂z

(0, z, t),

÷òî ñíîâà äàåò (5.12).
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Äëÿ âåëè÷èíû ρ̂i(τ, z, t) = ρ̃i(τ, χi(τ, z, t)) òåïåðü èìååì íà÷àëüíûå äàííûå
ρ̂i(0, z, t) = ρ̃0i(χi(0, z, t)) è ïî-ïðåæíåìó òî æå óðàâíåíèå, ÷òî è ðàíåå; ðåøàÿ
ïîëó÷èâøóþñÿ çàäà÷ó Êîøè, íàõîäèì ïðè τ = t

ρ̂i(t, z, t) = ρ̃0i(χi(0, z, t)) exp

− t∫
0

∂ũi
∂z

(χi(s, z, t), s)ds

 .

Ââèäó (5.4), (5.9), (5.20) ñíîâà ïîëó÷àåì (5.14), ÷òî ïðèâîäèò ê òîé æå ñèñòåìå
óðàâíåíèé (5.15), (5.16). Îñòàåòñÿ óêàçàòü, âî ÷òî îòîáðàæàåòñÿ îáëàñòü Qi+
ïðè îïèñàííîé çàìåíå ïåðåìåííûõ. Ïî-ïðåæíåìó âåðíî (5.17), òî åñòü ñëåäóåò
îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé z = L. Íóæíî ïîíÿòü, âî ÷òî ïåðåõîäèò òî÷êà
âèäà (L, t) ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ. Çäåñü âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò 1 (ðåàëèçóåòñÿ âñåãäà â ñëó÷àå 1i, èëè æå â ñëó÷àå 2i ïðè óñëîâèè
t < ti∗). Òîãäà òî÷êå (L, t) ñîîòâåòñòâóåò

xi =

χi(0,L,t)∫
0

ρ̃0i(s)ds.

Óðàâíåíèå (3.11) çàïèøåì â âèäå

(5.21) divτ,z(ρ̃i, ρ̃iũi) = 0

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè 0 < τ < t, χi(τ, L, t) < z < L. Èíòåãðàë ïî
êðèâîëèíåéíîé ÷àñòè ãðàíèöû èñ÷åçàåò ââèäó (5.1), è ïîëó÷àåì

t∫
0

ρ̃i(L, τ)V2(τ)dτ =

L∫
χi(0,L,t)

ρ̃0i(z)dz = Mi −
χi(0,L,t)∫

0

ρ̃0i(z)dz,

ãäå

(5.22) Mi =

L∫
0

ρ̃0i(z)dz.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ãðàíèöà z = L ïðèíèìàåò âèä

(5.23) xi = bi(t) := Mi −
t∫

0

ρ̃i(L, τ)V2(τ)dτ.

Âàðèàíò 2 (ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå 2i ïðè óñëîâèè t > ti∗). Òîãäà òî÷êå (L, t)
ñîîòâåòñòâóåò

(5.24) xi = −
ξi∫
0

βi(τ)V1(τ)dτ,

ãäå χi(ξi, L, t) = 0. Ïðîèíòåãðèðóåì (5.21) ïî îáëàñòè 0 < z < L,
0 < τ < τi∗(z), ãäå χi(τi∗(z), L, t) = z. Èíòåãðàë ïî êðèâîëèíåéíîé ÷àñòè ãðà-
íèöû ñíîâà èñ÷åçàåò ââèäó (5.1), è (5.24) ïðåâðàùàåòñÿ îïÿòü â (5.23).
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5.4. Ïîñòàíîâêà â çàäà÷è â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ. Òàêèì îáðàçîì,
â ëþáîì ñëó÷àå îáëàñòü òå÷åíèÿ â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä

(5.25) QiT = { 0 < t < T, ai(t) < xi < bi(t) }.

Ïðè ýòîì ai(t) < 0 èçâåñòíû çàðàíåå è çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (5.18), à bi(t) çàäà-
þòñÿ ôîðìóëîé (5.23), êîòîðóþ ïîñëå ïåðåõîäà ê ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå ñëåäóåò
çàïèñàòü â âèäå

(5.26) bi(t) = Mi −
t∫

0

ρi(bi(τ), τ)V2(τ)dτ,

ãäå èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà Mi îïðåäåëåíà â (5.22), à (5.26) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
äëÿ çàðàíåå íåèçâåñòíîé ïðàâîé ãðàíèöû. Îòìåòèì ÷òî bi(t) > 0 ïðè t < ti∗, à
äàëåå (÷òî ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå 2i) bi(t) ìåíÿåò çíàê.

Â îáëàñòèQiT èùåòñÿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.15), (5.16). Òðåáóåòñÿ
âûïîëíåíèå íà÷àëüíûõ

(5.27) ρi|t=0 = ρ0i, ui|t=0 = u0i, 0 < xi < Mi

è ãðàíè÷íûõ

(5.28)
ui(ai(t), t) = V1(t) > 0, ui(bi(t), t) = V2(t) > 0,

ρi(ai(t), t) = βi(t), 0 < t < T

óñëîâèé.

6. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî [13], ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå Çàäà÷è A, ïåðå÷èñ-

ëåííûå â ðàçäåëå 4.2. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
Çàäà÷è À â êëàññå (4.9).
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