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Abstract. We present necessary and su�cient conditions for the oscilla-
tion of solutions to linear autonomous functional di�erential equations
with two delays. The conditions are proposed in both the analytic and
geometric forms.
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Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ îñöèëëÿöèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëå-
äåéñòâèåì ïîñâÿùåíû äåñÿòêè ìîíîãðàôèé è ñîòíè ñòàòåé, â êîòîðûõ óñòàíîâ-
ëåíî ìíîãî ïðèçíàêîâ îñöèëëÿöèè, â ò.÷. äëÿ óðàâíåíèé âåñüìà îáùåãî âèäà.
Ñðåäè óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì âûäåëÿåòñÿ êëàññ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé,
äëÿ êîòîðîãî, ñ îäíîé ñòîðîíû, âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ýôôåêòèâíûõ (âûðàæåí-
íûõ â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ è çàïàçäûâàíèé) êðèòåðèåâ îñöèëëÿöèè ðå-
øåíèé, à íå òîëüêî äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè óðàâíåíèÿ
âîñòðåáîâàíû ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â áèîëîãèè, ýêîíîìèêå, ìåõà-
íèêå è ò.ä. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì íåîá-
õîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ îñöèëëÿöèè èçâåñòíî ñîâñåì íåìíîãî, è âñå
îíè îòíîñÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì. Òàêèå óñëîâèÿ áûëè áû
ïîëåçíû è ñàìè ïî ñåáå, è êàê îòïðàâíàÿ òî÷êà ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé
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áîëåå îáùåãî âèäà, è ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ òîé èëè èíîé ìîäåëè ðåàëüíîãî
ïðîöåññà. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî íîâûõ ýôôåêòèâíûõ êðèòå-
ðèåâ îñöèëëÿöèè ðåøåíèé àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè.

Ïóñòü N = {1, 2, 3, . . .}, N0 = {0, 1, 2, 3, . . .}, R = (−∞,+∞), R+ = [0,+∞),
C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(1) ẋ(t) +

∫ ω

0

x(t− s) dr(s) = 0, t > 0,

ãäå ω ∈ R+, ôóíêöèÿ r : [0, ω]→ R èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, r(0) = 0. Èí-
òåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ðèìàíà � Ñòèëòüåñà. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ x íà
îòðåçêå [−ω, 0] ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ëèøü áû ôóíêöèÿ

∫ ω
t
x(t−s) dr(s) îñòà-

âàëàñü ñóììèðóåìîé íà [0, ω]. Òîãäà â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè r ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [1,
ñ. 19�23, òåîðåìà 1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) ïî÷òè âñþ-
äó.

Èçâåñòíî [2, p. 22, Theorem I.14], ÷òî ôóíêöèÿ r ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû
ôóíêöèè ñêà÷êîâ, à òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþ-
ùèõ. Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîðîæäàåò ñâîé êëàññ óðàâíåíèé: óðàâíåíèÿ ñ ñîñðå-
äîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè, óðàâíåíèÿ ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè çàïàçäûâàíèÿ-
ìè, óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ñîñòàâëÿþùèìè. Íî ïðè èçó÷åíèè ðåàëüíûõ
ìîäåëåé ñèíãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå âîçíèêàåò; áîëåå òîãî, îíà è íå äîëæ-
íà ïîÿâèòüñÿ, òàê êàê íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà (ñì. [2, p. 23]). Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåë¼ííûìè
çàïàçäûâàíèÿìè.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàèáîëåå èññëåäîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ñî-
ñðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè

(2) ẋ(t) +

n∑
k=1

akx(t− hk) = 0, t ∈ R+.

Êàê èçâåñòíî [3], âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ îñöèëëèðóþùèìè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êâàçèïîëèíîì λ +

∑n
k=1 ake

−λhk íå èìååò âåùåñòâåí-
íûõ êîðíåé.

Íà îñíîâå ýòîãî êðèòåðèÿ óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä ýôôåêòèâíûõ ïðèçíàêîâ
îñöèëëÿöèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ ẋ(t) + ax(t − h) = 0
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îñöèëëÿöèè âñåõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ah > 1

e (ñì. [4]). Ïî-âèäèìîìó, äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ êî-
ëè÷åñòâîì çàïàçäûâàíèé áîëüøå îäíîãî çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòíûõ
êðèòåðèåâ îñöèëëÿöèè íå ñòàâèëàñü, óñèëèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà ïîëó÷åíèå
äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ îñöèëëÿöèè è íà ðàñøèðåíèå êëàññà èññëåäóåìûõ óðàâ-
íåíèé (ñèñòåìû, óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà, íåàâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ, íåëè-
íåéíûå óðàâíåíèÿ) � òàêæå ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ. Êàê
áóäåò âèäíî èç ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû, äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ äâóìÿ çàïàçäûâà-
íèÿìè òîæå ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îñöèëëÿöèè,
âûðàæåííîå â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé çàäà÷è.
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Æåëàíèå èññëåäîâàòü óðàâíåíèå ñ ðàñïðåäåë¼ííûì çàïàçäûâàíèåì ïðèâî-
äèò ê íåîáõîäèìîñòè îáîáùèòü íà óðàâíåíèå (1) ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå êðè-
òåðèé îñöèëëÿöèè (èç ðàáîòû [3]), ñâîäÿùèé çàäà÷ó îñöèëëÿöèè ê èçó÷åíèþ
ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (â ò.÷. â [5]) òàêîå îáîáùåíèå ôîðìóëèðóþò, íî, ê ñîæà-
ëåíèþ, ñòðîãî íå äîêàçûâàþò, ïîýòîìó â äàííîì èññëåäîâàíèè ìû ñ÷èòàåì
íåîáõîäèìûì äîêàçàòü åãî. Íà îñíîâå îáîáù¼ííîãî êðèòåðèÿ ìû ïîëó÷èì ýô-
ôåêòèâíûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îñöèëëÿöèè äëÿ óðàâíåíèé:
à) ñ äâóìÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè, á) ñ äâóìÿ ðàñïðåäåë¼ííûìè
çàïàçäûâàíèÿìè, â) ñ îäíèì ñîñðåäîòî÷åííûì è îäíèì ðàñïðåäåë¼ííûì çàïàç-
äûâàíèåì.

1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Áóäåì íàçûâàòü îïðåäåë¼ííóþ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè íåïðåðûâíóþ ôóíê-
öèþ îñöèëëèðóþùåé, åñëè îíà èìååò íà ïîëóîñè íåîãðàíè÷åííóþ ñïðàâà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé. Óðàâíåíèå (1) íàçîâ¼ì îñöèëëèðóþùèì, åñëè âñå åãî
ðåøåíèÿ îñöèëëèðóþò.

Â èññëåäîâàíèè âàæíóþ ðîëü èãðàåò ôóíêöèÿ F : C→ C,

F (λ) = λ+

∫ ω

0

e−λξ dr(ξ),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôóíêöèÿ F íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ôóíêöèÿ F èìååò âåùåñòâåííûé êî-
ðåíü λ∗, òî óðàâíåíèå (1) èìååò íåîñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå x(t) = eλ

∗t.
Äîñòàòî÷íîñòü. Èçâåñòíî [6], ÷òî, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò òàêîå λ0 ∈ R,

÷òî ôóíêöèÿ F íå èìååò íóëåé ïðè Reλ > λ0, à âî-âòîðûõ, ìíîæåñòâî íóëåé
ôóíêöèè F êîíå÷íî â êàæäîé âåðòèêàëüíîé ïîëîñå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè F ñ íàèáîëüøåé âåùåñòâåííîé ÷à-
ñòüþ êîíå÷íî. Îòìåòèì, ÷òî âñå íóëè ôóíêöèè F ðàçáèâàþòñÿ íà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæ¼ííûå ïàðû. Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ ïàð íóëåé
ôóíêöèè F ñ íàèáîëüøåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, ñàìè íóëè îáîçíà÷èì ÷åðåç λj ,
Reλj = αmax, Im |λj | = βj , j = 1, . . . , n.

Â ñèëó [7] ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

x(t) = eαmaxt
n∑
j=1

(Aj(t) cosβjt+Bj(t) sinβjt) + z(t), t ∈ R+,

ãäå Aj è Bj � ïîëèíîìû, lim
t→+∞

|z(t)|e−αmaxt = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m0 ìàêñè-

ìàëüíóþ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ Aj , Bj , j = 1, . . . , n. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x(t)

tm0eαmaxt
= w(t) + ε(t),

ãäå lim
t→+∞

ε(t) = 0, w(t) =
∑n
j=1Rj cos(βjt − ϕj), ϕj ∈ R, 0 < β1 < . . . < βn,

Rj ∈ R+, ïðè÷¼ì òå Rj , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè m0

ïîëèíîìîâ Aj è Bj , íå ðàâíû íóëþ.
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Ïóñòü R � íåíóëåâîé Rj ñ íàèìåíüøèì èíäåêñîì j, îáîçíà÷èì ýòîò èíäåêñ
÷åðåç j0, β = βj0 , ϕ = ϕj0 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y(t) =

n∑
j=j0

Rj
β4m
j

cos(βjt− ϕj).

Èç òîãî, ÷òî β < βj ïðè âñåõ j > j0, âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

R

β4m
>

n∑
j=j0+1

Rj
β4m
j

.

Âîçüì¼ì θl = ϕ+2πl
β , l ∈ N. Âû÷èñëèì

y(θl) =
R

β4m
+

n∑
j=j0+1

Rj
β4m
j

cos(βjθl − ϕj) >
R

β4m
−

n∑
j=j0+1

Rj
β4m
j

> 0,

y

(
θl +

π

β

)
6 − R

β4m
+

n∑
j=j0+1

Rj
β4m
j

< 0.

Åñëè j0 = n, òî y(θl) = R
β4m > 0, y

(
θl + π

β

)
= − R

β4m < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ y èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íóëåé è ýêñòðåìó-
ìîâ â R+, ïðè÷¼ì ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè y ðàâíîìåðíî îòäåëåíû îò
íóëÿ. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèè y îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì, à çíà÷èò, è ôóíêöèÿ w, ïîñêîëüêó
y(4m)(t) = w(t). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ x îñöèëëèðóåò. �

Ïðèâåä¼ì êðèòåðèè îñöèëëÿöèè óðàâíåíèé ñ îäíèì ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñ-
ïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì.

Íèæå ñ÷èòàåì, ÷òî a, b ∈ R, h ∈ R+. Ïóñòü D01 = {(u, v) : u > e−v−1}. Íà
ðèñ. 1 îáëàñòü D01 çàêðàøåíà.

Ïðåäëîæåíèå 1 ([8]; [5], p. 40, Corollary 2.2.1). Óðàâíåíèå

(3) ẋ(t) + ax(t) + bx(t− h) = 0

ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (bh, ah) ∈ D01.

Ñëåäñòâèå 1 ([4, 9]). Ïðè a = 0 óðàâíåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bh > 1

e .

Çàäàäèì êðèâóþ v = φ(u) ïàðàìåòðè÷åñêè:

u =
ζ2

eζ(ζ − 1) + 1
, v = ζ +

ζ
(
1− eζ

)
eζ(ζ − 1) + 1

, ζ ∈ R.

Îáîçíà÷èì D02 = {(u, v) : v > φ(u)}. Íà ðèñ. 2 îáëàñòü D02 çàêðàøåíà.

Ïðåäëîæåíèå 2 ([10]). Óðàâíåíèå

(4) ẋ(t) + ax(t) + c

∫ t

t−h
x(s) ds = 0

ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà
(
ch2, ah

)
∈ D02.
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü D01. Ðèñ. 2. Îáëàñòü D02.

Ñëåäñòâèå 2 ([10], [11]). Ïðè a = 0 óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ch2 > k0 = ζ0(2 − ζ0), ãäå ζ0 � ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ

(5) e−ζ = 1− ζ

2
.

Çàìåòèì, ÷òî ζ0 ≈ 1.59362 . . . è k0 ≈ 0.64761 . . .

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ðàñøèðèòü êëàññ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü îáëàñòü îñöèëëÿöèè êàê ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Åñëè
ãðàíèöû îáëàñòè äîïóñêàþò ïðîñòîå îïèñàíèå, òî ìû ïîëó÷èì íîâûé ýôôåê-
òèâíûé êðèòåðèé îñöèëëÿöèè â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.

Ðàññìîòðèì òðè êëàññà ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äâó-
ìÿ íåíóëåâûìè çàïàçäûâàíèÿìè ðàçíîé ïðèðîäû:

ẋ(t) + bx(t− p) + cx(t− q) = 0, t ∈ R+,(6)

ẋ(t) + b

∫ t

t−p
x(s) ds+ c

∫ t

t−q
x(s) ds = 0, t ∈ R+,(7)

ẋ(t) + bx(t− p) + c

∫ t

t−q
x(s) ds = 0, t ∈ R+,(8)

ãäå b, c ∈ R. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî p, q > 0. Ðåçóëüòàòû äëÿ
ñëó÷àåâ p = 0 èëè q = 0 ïðèâåäåíû âûøå.
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Âûáîðîì åäèíèöû ìàñøòàáà ïî îñè t ñäåëàåì çàïàçäûâàíèå q ðàâíûì åäè-
íèöå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

ẋ(t) + bx(t− h) + cx(t− 1) = 0, t ∈ R+,(9)

ẋ(t) + b

∫ t

t−h
x(s) ds+ c

∫ t

t−1
x(s) ds = 0, t ∈ R+,(10)

ẋ(t) + bx(t− h) + c

∫ t

t−1
x(s) ds = 0, t ∈ R+,(11)

èññëåäîâàíèå êîòîðûõ áóäåì ïðîâîäèòü íà îñíîâå òåîðåìû 1.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè óðàâíåíèé (9), (10), (11) èìåþò âèä

F (λ) = λ+ bFj(λ, h) + cFl(λ, 1), j, l ∈ {1, 2},

ãäå

F1(λ, h) = e−λh, F2(λ, h) =

∫ h

0

e−λξ dξ =


1− e−λh

λ
ïðè λ 6= 0,

h ïðè λ = 0,

j = l = 1 äëÿ (9), j = l = 2 äëÿ (10), j = 1 è l = 2 äëÿ (11).

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé

(1) c < 0 è h < 1.
(2) b < 0 è h > 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ F èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ζ ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî lim
ζ→+∞

F (ζ) = +∞. Â óñëîâèÿõ

ëåììû 1 èìååì lim
ζ→−∞

F (ζ) = −∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ F èìååò õîòÿ áû

îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. �

Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ b0, c0 ∈ R, h > 0 è j, l ∈ {1, 2} ôóíêöèÿ

F0(λ) = λ+ b0Fj(λ, h) + c0Fl(λ, 1)

èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. Òîãäà ôóíêöèÿ F èìååò õîòÿ áû
îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü ïðè âñåõ b, c ∈ R òàêèõ, ÷òî b 6 b0, c 6 c0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ ζ ∈ R âûïîëíÿåòñÿ F (ζ) 6 F0(ζ), ïðè÷¼ì äëÿ íåêî-
òîðîãî ζ0 ∈ R ñïðàâåäëèâî F0(ζ0) = 0. Çíà÷èò, F (ζ0) 6 F0(ζ0) = 0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, lim

ζ→+∞
F (ζ) = +∞. Òîãäà ôóíêöèÿ F èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåí-

íûé êîðåíü. �

Ëåììà 3. Ïóñòü h ∈ (0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî b ∈ R íàéä¼òñÿ òàêîå c0 ∈ R+,
÷òî ïðè âñåõ c > c0 ôóíêöèÿ F íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, è ëèáî ïðè
íåêîòîðîì ζ = ζ0 ∈ R

ζ + bFj(ζ, h) + c0Fl(ζ, 1) = 0,

1 + b
d

dζ
Fj(ζ, h) + c0

d

dζ
Fl(ζ, 1) = 0,

ëèáî c0 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç F (ζ) = 0, ñ÷èòàÿ c ôóíêöèåé îò ζ, íàéä¼ì c:

c = c(ζ, b) = −ζ + bFj(ζ, h)

Fl(ζ, 1)
.

Çàìåòèì, ÷òî Fl(ζ, 1) 6= 0 ïðè âñåõ ζ ∈ R è l ∈ {1, 2}. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
c(ζ, b) íåïðåðûâíà ïðè âñåõ ζ ∈ R è êàæäîì ôèêñèðîâàííîì b. Êðîìå òîãî,

lim
ζ→−∞

c(ζ, b) = 0, lim
ζ→+∞

c(ζ, b) = −∞. Çíà÷èò, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì b

ñóùåñòâóåò c0 = sup
ζ
c(ζ, b), ïðè÷¼ì c0 > 0.

Ïóñòü c0 äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ζ0 ∈ R. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò dc(ζ,b)
dζ

ïðè âñåõ ζ. Íàéä¼ì ζ0 òàêîå, ÷òî dc
dζ

∣∣∣
ζ=ζ0

= 0. Ó÷èòûâàÿ F (ζ0) = 0, ïîëó÷àåì

dF
dζ

∣∣∣
ζ=ζ0

= 0. Íàêîíåö, èç ëåììû 2 âûòåêàåò c0 = c(ζ0, b).

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà c0 äîñòèãàåòñÿ íà −∞. Òîãäà c0 = 0. �

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 4. Ïóñòü h > 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c ∈ R íàéä¼òñÿ òàêîå b0 ∈ R+, ÷òî
ïðè âñåõ b > b0 ôóíêöèÿ F íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, è ëèáî

ζ + b0Fj(ζ, h) + cFl(ζ, 1) = 0,

1 + b0
d

dζ
Fj(ζ, h) + c

d

dζ
Fl(ζ, 1) = 0

ïðè íåêîòîðîì ζ ∈ R, ëèáî b0 = 0.

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè îñöèëëÿöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èç ëåìì 3 è 4
âûòåêàåò, ÷òî íåîáõîäèìî èçó÷èòü ñèñòåìó

(12)


uFj(ζ, h) + vFl(ζ, 1) = −ζ,

u
d

dζ
Fj(ζ, h) + v

d

dζ
Fl(ζ, 1) = −1.

Ñèñòåìà (12) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî u è v. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà (12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u =
u(ζ), v = v(ζ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆(ζ) =

∣∣∣∣ Fj(ζ, h) Fl(ζ, 1)
d
dζFj(ζ, h) d

dζFl(ζ, 1)

∣∣∣∣ = Fj(ζ, h)
d

dζ
Fl(ζ, 1)− Fl(ζ, 1)

d

dζ
Fj(ζ, h) 6= 0.

Ïóñòü M = {ζ ∈ R : ∆(ζ) 6= 0}. Åñëè ζ áóäåò ïðîáåãàòü âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæå-
ñòâà M , òî íà ïëîñêîñòè (u, v) ìû ïîëó÷èì êðèâóþ Γ = {(u, v) : u = u(ζ), v =
v(ζ), ζ ∈ M}. Èç òî÷åê, ëåæàùèõ íà êðèâîé Γ è îñè Ou (èëè Ov), íóæíî âû-
áðàòü òå, ÷òî ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå îáëàñòè îñöèëëÿöèè. Åñëè çàâèñèìîñòü
v = v(u) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé, òî âñå òî÷êè êðèâîé Γ
ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå îáëàñòè îñöèëëÿöèè. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå,
äàííàÿ êðèâàÿ ìîæåò èìåòü òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà â ñèëó ëåìì 3 è 4
ñðåäè òî÷åê ñ îäèíàêîâîé êîîðäèíàòîé ïî îñè Ou ãðàíèöå áóäåò ïðèíàäëåæàòü
òîëüêî òî÷êà ñ íàèáîëüøåé êîîðäèíàòîé ïî îñè Ov, òî åñòü ëåæàùàÿ âûøå
îñòàëüíûõ.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

g(ζ) = u
d2

dζ2
Fj(ζ, h) + v

d2

dζ2
Fl(ζ, 1).
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Îáîçíà÷èì M0 = {ζ ∈M : g(ζ) = 0}.

Ëåììà 5. Ïóñòü u = u(ζ), v = v(ζ) � ðåøåíèå ñèñòåìû (12). Ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) du
dζ

dv
dζ < 0 ïðè âñåõ ζ ∈M \M0.

(2) du
dζ

∣∣∣
ζ=ξ0

= dv
dζ

∣∣∣
ζ=ξ0

= 0 ïðè êàæäîì ξ0 ∈M0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàÿ u è v ôóíêöèÿìè îò ζ, ïðîäèôôåðåíöèðóåì (12) ïî
ζ:

(13)


du

dζ
Fj(ζ, h) +

dv

dζ
Fl(ζ, 1) = 0,

du

dζ

d

dζ
Fj(ζ, h) +

dv

dζ

d

dζ
Fl(ζ, 1) = −u d

2

dζ2
Fj(ζ, h)− v d

2

dζ2
Fl(ζ, 1).

Èç F1(ζ, h), F2(ζ, h) > 0 ñëåäóåò, ÷òî du
dζ è

dv
dζ íå ìîãóò áûòü îäíîãî çíàêà, òàêæå

íåâîçìîæíî, ÷òîáû òîëüêî îäíî èç äàííûõ âûðàæåíèé îáðàùàëîñü â íóëü. Ïðè
ýòîì çàìåòèì, ÷òî du

dζ = dv
dζ = 0 òîëüêî ïðè

(14) u
d2

dζ2
Fj(ζ, h) + v

d2

dζ2
Fl(ζ, 1) = 0,

òî åñòü g(ζ) = 0. �

Ïîñëå òîãî êàê ïîñòðîåíà ãðàíèöà, ìîæíî óêàçàòü ñàìó îáëàñòü îñöèëëÿöèè.
Èç ëåìì 3 è 4 âûòåêàåò, ÷òî îáëàñòè îñöèëëÿöèè ïðèíàäëåæàò òî÷êè, ëåæàùèå
âûøå ãðàíèöû.

Â ðàçäåëàõ 2�4 èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ÷òî îïèñàííàÿ ñõåìà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ îñöèëëÿöèè óðàâíåíèé (6)�
(8).

2. Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè

Ïðèìåíèì ïðèâåä¼ííóþ âûøå ñõåìó ê óðàâíåíèþ (9). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h 6 1. Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè h = 1
óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b+ c > 1

e .
Â ñëó÷àå h = 0 ïðèìåíÿåì ïðåäëîæåíèå 1. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî h ∈ (0, 1).

Â äàííîì ðàçäåëå j = l = 1, F (λ) = λ+be−λh+ce−λ, ∆(ζ) = (h−1)e−ζ(1+h) 6=
0 ïðè âñåõ ζ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ïàðû ζ, h ñèñòåìà (12)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

(15) u = − 1 + ζ

1− h
eζh, v =

1 + ζh

1− h
eζ .

Ïî ëåììå 1 v > 0. Èç v > 0 ñëåäóåò, ÷òî ζ > − 1
h . Ïîýòîìó

g(ζ) = ζh+ 1 + h > h > 0.

Èç ëåììû 5 âûòåêàåò, ÷òî êðèâàÿ Γ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå ζ > − 1
h ðàâåí-

ñòâàìè (15), çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè (u, v) ìîíîòîííî óáûâàþùóþ íà u ∈
(
−∞, 1

eh

]
ôóíêöèþ v = ϕ01(u). Òåïåðü ëåãêî äàòü îïèñàíèå îáëàñòè îñöèëëÿöèè óðàâíå-
íèÿ (9).
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Ëåììà 6. Óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ01(u), u 6
1

eh

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

eh

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì b > 1
eh . Çíà÷èò, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 è ëåìì 1 è 2,

óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c > 0.
Äîïóñòèì b 6 1

eh . Ïóñòü òî÷êà (u0, v0) ëåæèò íà êðèâîé v = ϕ01(u). Ïî

äîêàçàííîìó âûøå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè F0(ζ) = ζ + u0e
−ζh + v0e

−ζ

íàéä¼òñÿ òàêîå ζ̃, ÷òî F0(ζ̃) = 0 è F0(ζ) > 0 ïðè ζ 6= ζ̃. Âîçüì¼ì òî÷êó (u0, v).
Åñëè v > v0, òî F (ζ) = F0(ζ) + (v− v0)e−ζ > 0 ïðè ëþáûõ ζ. Åñëè v < v0, òî ïî
ëåììå 2 ôóíêöèÿ F èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. �

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (6). Äëÿ íåãî âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: p < q. Îáîçíà÷èì ϕ11(u) = 1

qϕ01(uq), ãäå ϕ01 îïðåäåëåíà ðàâåí-

ñòâàìè (15) ïðè h = p
q . Èç ñâîéñòâ ϕ01 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ11(u) ìîíîòîííî

óáûâàåò ïðè u ∈
(
−∞, 1

ep

]
. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ v = ϕ11(u)

çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

u = −1 + ζq

q − p
eζp, v =

1 + ζp

q − p
eζq, ζ > −1

p
.

Òåîðåìà 2. Ïðè p < q óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ11(u), u 6
1

ep

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

ep

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíîé ïåðåìåííûõ t 7→ tq è îáîçíà÷åíèåì h = p
q óðàâíå-

íèå (6) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (9) ñ êîýôôèöèåíòàìè bq è cq. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6,
ïîëó÷àåì òåîðåìó 2. �

Íà ðèñ. 3 (à) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà. Ðåçóëüòàò òåîðåìû 2 áûë àíîí-
ñèðîâàí â ðàáîòå [12].

Ñëó÷àé 2: p = q. Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3. Ïðè p = q óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : u+ v >
1

ep

}
.

Íà ðèñ. 3 (á) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.
Ñëó÷àé 3: p > q. Î÷åâèäíî, ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 1, åñëè ïîìåíÿòü

ìåñòàìè b è c, p è q. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ v = ϕ12(u) çàäà¼òñÿ
ðàâåíñòâàìè

u = −1 + ζq

q − p
eζp, v =

1 + ζp

q − p
eζq, ζ > −1

q
.

Ôóíêöèÿ ϕ12(u) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè u ∈ [0,+∞).

Òåîðåìà 4. Ïðè p > q óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈ {(u, v) : v > ϕ12(u), u > 0} .

Íà ðèñ. 3 (â) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.
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à) p < q

á) p = q â) p > q

Ðèñ. 3. Îáëàñòü îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (6).

3. Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ðàñïðåäåë¼ííûìè çàïàçäûâàíèÿìè

Ïî òîé æå ñõåìå èññëåäóåì óðàâíåíèå (10). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî h 6 1. Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè h = 1 óðàâíå-
íèå (10) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b+c > ζ0(2−ζ0),
ãäå ζ0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (5). Â ñëó÷àå h = 0 ïðèìåíÿåì ñëåä-
ñòâèå 2. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî h ∈ (0, 1).

Â äàííîì ðàçäåëå j = l = 2,

F (λ) = λ+ b
1− e−λh

λ
+ c

1− e−λ

λ
, ∆(ζ) = − 1

ζ2
e−ζ(1+h)g0(ζ),

ãäå

g0(ζ) = h(eζ − 1)− eζh + 1.

Â òî÷êå ζ = 0 ôóíêöèþ ∆(ζ) äîîïðåäåëèì ïî íåïðåðûâíîñòè. Â ñèëó ∆(0) =

−h(1−h)2 < 0, ïðè ζ = 0 ñèñòåìà (12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = − 2
h(1−h) ,

v = 2
1−h . Çàìåòèì, ÷òî g0(0) = 0, ôóíêöèÿ g0 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè ζ > 0 è

ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè ζ < 0. Çíà÷èò, ∆(ζ) < 0 ïðè âñåõ ζ 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ïàðû ζ, h ñèñòåìà (12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

(16) u = −
ζeζh

(
2eζ − ζ − 2

)
g0(ζ)

, v =
ζeζ

(
2eζh − ζh− 2

)
g0(ζ)

.

Ïî ëåììå 1 v > 0. Èç v > 0 ñëåäóåò, ÷òî ζ > − ζ0h , ãäå ζ0 � ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ (5).

Îáîçíà÷èì

g1(ζ) = h(ζh+ 1)(2eζ − ζ − 2)− (ζ + 1)(2eζh − ζh− 2).

Òîãäà

g(ζ) =
g1(ζ)

ζg0(ζ)
.

Íàéä¼ì

dg1(ζ)

dζ
= 2(1 + h+ ζh)g0(ζ).
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Ïðè âñåõ ζ 6= 0 ñïðàâåäëèâî g0(ζ) > 0, g0(0) = 0. Òîãäà dg1(ζ)
dζ < 0 ïðè ζ < −1− 1

h ,
dg1(ζ)
dζ > 0 ïðè ζ > −1 − 1

h ,
dg1(ζ)
dζ

∣∣∣
ζ=−1− 1

h

= 0, dg1(ζ)
dζ

∣∣∣
ζ=0

= 0. Ïîýòîìó g1

óáûâàåò ïðè ζ < −1 − 1
h è âîçðàñòàåò ïðè ζ > −1 − 1

h , èìååò ìèíèìóì ïðè

ζ = −1 − 1
h è òî÷êó ïåðåãèáà ïðè ζ = 0. Ïðè h < 1 âûïîëíÿåòñÿ g1

(
− ζ0h

)
=

h(1 − ζ0)
(

2e−
ζ0
h + ζ0

h − 2
)
< 0. Çíà÷èò, g1(ζ) < 0 ïðè ζ ∈

[
− ζ0h , 0

)
, g1(ζ) > 0

ïðè ζ ∈ (0,+∞), g1(0) = 0. Êðîìå òîãî, g(0) = 2
3 (1 + h) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(ζ) > 0 ïðè ζ > − ζ0h . Â ñèëó ëåììû 5, êðèâàÿ Γ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå

ζ > − ζ0h ðàâåíñòâàìè (16), çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè (u, v) ìîíîòîííî óáûâàþùóþ íà

u ∈
(
−∞, ζ0(2−ζ0)h2

]
ôóíêöèþ v = ϕ02(u). Òåïåðü ëåãêî äàòü îïèñàíèå îáëàñòè

îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (10).

Ëåììà 7. Óðàâíåíèå (10) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ02(u), u 6
ζ0(2− ζ0)

h2

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
ζ0(2− ζ0)

h2

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6. �

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (7). Çäåñü òàêæå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: p < q. Îáîçíà÷èì ϕ21(u) = 1

q2ϕ02(uq2), ãäå ϕ02 îïðåäåëåíà ðàâåí-

ñòâàìè (16) ïðè h = p
q . Èç ñâîéñòâ ϕ02 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ21(u) ìîíîòîííî

óáûâàåò ïðè u ∈
(
−∞, ζ0(2−ζ0)p2

]
. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ v = ϕ21(u)

çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

u = −
ζeζp

(
2eζq − ζq − 2

)
p(eζq − 1)− q(eζp − 1)

, v =
ζeζq

(
2eζp − ζp− 2

)
p(eζq − 1)− q(eζp − 1)

, ζ > −ζ0
p
.

Òåîðåìà 5. Ïðè p < q óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ21(u), u 6
ζ0(2− ζ0)

p2

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
ζ0(2− ζ0)

p2

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíîé ïåðåìåííûõ t 7→ tq è îáîçíà÷åíèåì h = p
q óðàâ-

íåíèå (7) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (10) ñ êîýôôèöèåíòàìè bq2 è cq2. Ïðèìåíÿÿ
ëåììó 7, ïîëó÷àåì òåîðåìó 5. �

Íà ðèñ. 4 (à) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.
Ñëó÷àé 2: p = q. Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 6. Ïðè p = q óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : u+ v >
k0
p2

=
ζ0(2− ζ0)

p2

}
.

Íà ðèñ. 4 (á) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.
Ñëó÷àé 3: p > q. Î÷åâèäíî, ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 1, åñëè ïîìåíÿòü

ìåñòàìè b è c, p è q. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ v = ϕ22(u) çàäà¼òñÿ
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ðàâåíñòâàìè

u = −
ζeζp

(
2eζq − ζq − 2

)
p(eζq − 1)− q(eζp − 1)

, v =
ζeζq

(
2eζp − ζp− 2

)
p(eζq − 1)− q(eζp − 1)

, ζ > −ζ0
q
.

Ôóíêöèÿ ϕ22(u) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè u ∈ [0,+∞).

Òåîðåìà 7. Ïðè p > q óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈ {(u, v) : v > ϕ22(u), u > 0} .

Íà ðèñ 4 (â) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.

à) p < q

á) p = q

â) p > q

Ðèñ. 4. Îáëàñòü îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (7).

4. Óðàâíåíèå ñ ñîñðåäîòî÷åííûì è ðàñïðåäåë¼ííûì

çàïàçäûâàíèÿìè

Ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ (11), äëÿ êîòîðîãî ñòðóêòóðà îáëàñòè îñ-
öèëëÿöèè îêàçàëàñü íàèáîëåå ñëîæíîé. Ïðè h = 0 ïðèìåíÿåì ïðåäëîæåíèå 2.
Äàëåå h 6= 0. Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ îäíîòèïíûìè çàïàçäûâàíè-
ÿìè (òîëüêî ñîñðåäîòî÷åííûìè, ëèáî òîëüêî ðàñïðåäåë¼ííûìè), íåîáõîäèìî
îòäåëüíî èññëåäîâàòü è ñëó÷àé 0 < h < 1, è ñëó÷àé h > 1.

Â äàííîì ðàçäåëå j = 1, l = 2, F (λ) = λ+ be−λh + c 1−e
−λ

λ ,

∆(ζ) = e−ζh
∫ 1

0

(h− ξ)e−ζξ dξ = −e
−ζ(1+h)

ζ2
(
(1− ζh)eζ − (1− h)ζ − 1

)
.

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè ëåìì 1, 3 è 4 ïðè h = 1.

Ëåììà 8. Ïóñòü h = 1 è b < 0. Òîãäà ôóíêöèÿ F èìååò õîòÿ áû îäèí
âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. �
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Ëåììà 9. Ïóñòü h = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c ∈ R íàéä¼òñÿ òàêîå b0 ∈ R+, ÷òî
ïðè âñåõ b > b0 ôóíêöèÿ F íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, è ëèáî

ζ + b0F1(ζ, h) + cF2(ζ, 1) = 0,

1 + b0
d

dζ
F1(ζ, h) + c

d

dζ
F2(ζ, 1) = 0

ïðè íåêîòîðîì ζ ∈ R, ëèáî b0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3. �

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî èçó÷èòü ñèñòåìó (12) ïðè j = 1, l = 2. Äëÿ ýòîãî
áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ëåìì 3, 4 è 9.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ∆(0) = h− 1
2 , òî åñòü ∆(0) = 0 ïðè h = 1

2 . Äðóãèå
íóëè ôóíêöèè ∆ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

(17) h =
1

ζ
+

1

1− eζ
.

Ïðè h > 1 óðàâíåíèå (17) íå èìååò ðåøåíèé, ïðè h < 1 èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå; îáîçíà÷èì ýòîò êîðåíü ÷åðåç ζ∗h. Âèäíî, ÷òî ζ

∗
h > 0 ïðè h < 1

2 , ζ
∗
h < 0

ïðè 1
2 < h < 1, ζ∗h = 0 ïðè h = 1

2 . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè h1 < h2, òî ζ
∗
h1
> ζ∗h2

.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∆(ζ) = 0 òîëüêî ïðè ζ = ζ∗h. Èç èçâåñòíûõ óñëîâèé ðàç-

ðåøèìîñòè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [13, ñ. 78�79] çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè
ζ∗h 6= −ζ0 ñèñòåìà (12) íå èìååò ðåøåíèé, ãäå ζ0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ (5). Ñèñòåìà (12) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà h = 1/ζ0 (â ýòîì ñëó÷àå ζ∗h = −ζ0).

Ïóñòü h = 1/ζ0. Òîãäà îáà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (12) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî

uhe+
v

ζ0(2− ζ0)
= 1.

Ïî ëåììå 1 v > 0. Â ñèëó ëåììû 3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 10. Ïðè h = 1/ζ0 óðàâíåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ζ0(2− ζ0)(1− uhe), u 6 1

eh

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

eh

}
.

Íèæå, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî h 6= 1/ζ0.
Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ââåñòè ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ:

I0 =

∫ 1

0

e−ζξ dξ, I1 =

∫ 1

0

ξe−ζξ dξ, I2 =

∫ 1

0

ξ2e−ζξ dξ, I3 =

∫ 1

0

ξ3e−ζξ dξ.

Çàìåòèì, ÷òî ζI1 + I0 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ζ = −ζ0, à

D(ζ) , I2
(
ζ2I2 + 4ζI1 + 4I0

)
= I2

∫ 1

0

(ζξ + 2)2e−ζξ dξ > 0

ïðè ëþáîì ζ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ ζ 6= −ζ0 îïðåäåëåíû ôóíêöèè

h1(ζ) =
ζI2 +

√
D(ζ)

2(ζI1 + I0)
, h2(ζ) =

ζI2 −
√
D(ζ)

2(ζI1 + I0)
.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ôóíêöèè h1 è h2.
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Ðèñ. 5. Ôóíêöèè η = h1(ζ) è η = h2(ζ).

Çàìåòèì, ÷òî h1(ζ) > 0 ïðè âñåõ ζ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî h1 èìååò åäèí-
ñòâåííûé ýêñòðåìóì (ìàêñèìóì) ζ = −ζ0. Êðîìå òîãî, h1(−ζ0) = 1

ζ0
≈ 0.627500

è h1(ζ)→ 0 ïðè ζ → ±∞.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî h2(ζ) < 0 ïðè ζ > −ζ0 è h2(ζ)→ 1 ïðè ζ → −∞, h2(ζ)→

+∞ ïðè ζ → −ζ0 − 0.
Ïîíÿòíî, ÷òî h2(ζ) > h1(ζ) ïðè ζ < −ζ0, h2(ζ) < h1(ζ) ïðè ζ > −ζ0.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

I(h, ζ) = h2(ζI1 + I0)− hζI2 − I2.

Ëåììà 11. Ïóñòü ζ 6= −ζ0. Òîãäà ôóíêöèÿ I(h, ζ) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

(1) Åñëè h = h1(ζ) èëè h = h2(ζ) ïðè íåêîòîðîì ζ, òî I(h, ζ) = 0 ïðè
ýòîì æå ζ.

(2) Åñëè h > h1(ζ) èëè h < h2(ζ) ïðè íåêîòîðîì ζ > −ζ0, òî I(h, ζ) > 0
ïðè ýòîì æå ζ. Åñëè h2(ζ) < h < h1(ζ) ïðè íåêîòîðîì ζ > −ζ0, òî
I(h, ζ) < 0 ïðè ýòîì æå ζ.

(3) Åñëè h < h1(ζ) èëè h > h2(ζ) ïðè íåêîòîðîì ζ < −ζ0, òî I(h, ζ) < 0
ïðè ýòîì æå ζ. Åñëè h1(ζ) < h < h2(ζ) ïðè íåêîòîðîì ζ < −ζ0, òî
I(h, ζ) > 0 ïðè ýòîì æå ζ.

(4) Ôóíêöèÿ h2 èìååò åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì (ìèíèìóì) ζ = ζ∗ ≈
−4.63899, h2(ζ∗) = h∗ ≈ 0.866375.

(5) I(h, ζ∗h) > 0 ïðè ζ∗h < −ζ0, I(h, ζ∗h) < 0 ïðè ζ∗h > −ζ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(18) I(h, ζ) ≡ 0.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ζ óðàâíåíèå (18) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëü-
íî h ñ äèñêðèìèíàíòîì D(ζ) > 0. Òîãäà óðàâíåíèå (18) èìååò äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ðåøåíèÿ h = h1(ζ) è h = h2(ζ). Çíà÷èò, ïóíêòû 1�3 âåðíû.

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (18) ïî ζ, ïîëó÷àåì

dh

dζ
=

(1 + ζh)(hI2 − I3)

2h(ζI1 + I0)− ζI2
.
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Ïîñêîëüêó D > 0, çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Î÷åâèäíî, dhdζ = 0 ïðè

ζ = −ζ0 èëè ïðè ζ, ÿâëÿþùèìèñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

(19)
I23
I22

(ζI1 + I0)− ζI3 − I2 = 0.

Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäñ÷¼òà ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (19)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ζ∗ ≈ −4.63899, à òàêæå h2(ζ) èìååò åäèíñòâåííûé
ýêñòðåìóì (ìèíèìóì) ζ = ζ∗. Êðîìå òîãî, h2(ζ∗) = h∗ ≈ 0.866375.

Ïîäñòàâèâ (17) â (18), ïîëó÷àåì

I(h, ζ∗h) = −e
−ζ∗h(2eζ

∗
h − ζ∗h − 2)(e2ζ

∗
h − eζ∗h((ζ∗h)2 + 2) + 1)

(eζ
∗
h − 1)2(ζ∗h)3

,

è íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷¼òîì óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïóíêòà 5. �

Íà ðèñ. 5 çàêðàøåíî ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê (ζ, h), ÷òî I(h, ζ) < 0, íà ãðà-
íèöàõ ýòîãî ìíîæåñòâà I(h, ζ) = 0.

Ôóíêöèÿ g âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè I è ∆ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(ζ) =
e−ζh

∆(ζ)
I(h, ζ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ζ = −ζ0, òî g(−ζ0) = 2 (1− 1/ζ0) > 0. Ïðè ζ 6= −ζ0 äëÿ
îïðåäåëåíèÿ çíàêà g ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëåììó 11.

Ñëó÷àé h > 1. Òîãäà ∆(ζ) > 0 ïðè âñåõ ζ è äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ïàðû
ζ, h ñèñòåìà (12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

(20) u =

∫ 1

0
(ζξ + 1)e−ζξ dξ

∆(ζ)
, v = − (1 + ζh)e−ζh

∆(ζ)
.

Ïî ëåììàì 1 è 8 u > 0 ïðè h > 1. Èç u > 0 âûòåêàåò, ÷òî∫ 1

0

(ζξ + 1)e−ζξ dξ =
2

ζ
e−ζ

(
eζ − 1− ζ

2

)
> 0.

Òîãäà ζ ∈ [−ζ0,+∞), ãäå ζ0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (5).
Ïðè h > 1 è ζ > −ζ0, â ñèëó ëåììû 11, èìååì I(h, ζ) > 0, òî åñòü g(ζ) >

0. Èç ëåììû 5 âûòåêàåò, ÷òî êðèâàÿ Γ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå ζ > −ζ0
ðàâåíñòâàìè (20), çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè (u, v) ìîíîòîííî óáûâàþùóþ íà u ∈
[0,+∞) ôóíêöèþ v = ϕ03(u). Òåïåðü ëåãêî äàòü îïèñàíèå îáëàñòè îñöèëëÿöèè
óðàâíåíèÿ (11) ïðè h > 1.

Ëåììà 12. Ïðè h > 1 óðàâíåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈ {(u, v) : v > ϕ03(u), u > 0} .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6. �

Ñëó÷àé 0 < h < 1. Òîãäà ∆(ζ) < 0 ïðè ζ < ζ∗h, ∆(ζ) > 0 ïðè ζ > ζ∗h.
Òàêèì îáðàçîì, ∆(ζ) = 0 òîëüêî ïðè ζ = ζ∗h, íî òîãäà ñèñòåìà (12) íå èìååò
ðåøåíèÿ. Ïî ëåììå 1 v > 0 ïðè h < 1. Çàìåòèì, ÷òî ∆

(
− 1
h

)
> 0 ïðè 1

h < ζ0,

∆
(
− 1
h

)
< 0 ïðè 1

h > ζ0. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî v > 0 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî,

åñëè ζ ∈
[
− 1
h , ζ
∗
h

)
ïðè h < 1/ζ0 èëè ζ ∈

(
ζ∗h,− 1

h

]
ïðè 1/ζ0 < h < 1.

Ñëó÷àé h∗ < h < 1. Íàïîìíèì, ÷òî h∗ ââåäåíî â ï. 4 ëåììû 11. Ïðÿìàÿ
h = const è êðèâàÿ h = h2(ζ) ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, îáîçíà÷èì èõ ζ ′ è ζ ′′.
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Î÷åâèäíî, ζ∗h < −ζ0 < − 1
h . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïóíêòû 3 è 5 ëåììû 11, ïî-

ëó÷àåì ζ ′, ζ ′′ ∈
(
ζ∗h,− 1

h

]
. Ñëåäîâàòåëüíî, g(ζ ′) = g(ζ ′′) = 0 ïðè ζ ′, ζ ′′ ∈

(
ζ∗h,− 1

h

]
.

Èç (13) âûòåêàåò, ÷òî

dv

du
= −F1(ζ, h)

F2(ζ, 1)
ïðè ζ 6= ζ ′, ζ ′′,

d

dζ

(
−F1(ζ, h)

F2(ζ, 1)

)
=

∆(ζ)

(F2(ζ, 1))2
> 0 ïðè ζ ∈

(
ζ∗h,−

1

h

]
.

Òàêèì îáðàçîì, dv
du < 0 ïðè ζ ∈

(
ζ∗h,− 1

h

]
, ζ 6= ζ ′, ζ ′′ è

∣∣ dv
du

∣∣ óáûâàåò ïðè âîç-
ðàñòàíèè ζ. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâàÿ Γ, îïðåäåë¼ííàÿ íà
ìíîæåñòâå ζ ∈

(
ζ∗h,− 1

h

]
ðàâåíñòâàìè (20), èìååò îäíó òî÷êó ñàìîïåðåñå÷å-

íèÿ è ïîëó÷àþùàÿñÿ ¾ïåòëÿ¿ ëåæèò ïîä êðèâîé, îïðåäåë¼ííîé íà ìíîæåñòâå
ζ ∈ (ζ∗h, ζ1]∪

[
ζ2,− 1

h

]
ðàâåíñòâàìè (20), òî åñòü ïîä ÷àñòüþ êðèâîé Γ áåç ¾ïåòëè¿.

Çíà÷åíèÿ ζ1 è ζ2 îïðåäåëÿþò òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
Èòàê, â ñèëó ëåììû 5, êðèâàÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå ζ ∈ (ζ∗h, ζ1] ∪[

ζ2,− 1
h

]
ðàâåíñòâàìè (20), çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè (u, v) ìîíîòîííî óáûâàþùóþ

íà u ∈
(
−∞, 1

eh

]
ôóíêöèþ v = ϕ04(u). Òåïåðü ëåãêî äàòü îïèñàíèå îáëàñòè

îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (11) ïðè h∗ < h < 1.

Ëåììà 13. Ïðè h∗ < h < 1 óðàâíåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ04(u), u 6
1

eh

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

eh

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6. �

Ñëó÷àé h = h∗. Çäåñü ζ
′ = ζ ′′ = ζ1 = ζ2 = ζ∗.

Ñëó÷àé 1
ζ0

< h < h∗. Èñïîëüçóÿ h2(ζ) > h∗ ïðè ζ < −ζ0, h2(ζ) < 0 ïðè

ζ > −ζ0, h1(ζ) 6 1
ζ0

è ëåììó 11, ïîëó÷àåì, ÷òî g(ζ) 6= 0 ïðè âñåõ ζ.

Çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 5, êðèâàÿ Γ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå ζ ∈
(
ζ∗h,− 1

h

]
ðàâåíñòâàìè (20), çàäà¼ò íà ïëîñêîñòè (u, v) ìîíîòîííî óáûâàþùóþ íà u ∈(
−∞, 1

eh

]
ôóíêöèþ v = ϕ05(u). Òåïåðü ëåãêî äàòü îïèñàíèå îáëàñòè îñöèëëÿöèè

óðàâíåíèÿ (11) ïðè 1
ζ0
< h 6 h∗.

Ëåììà 14. Ïðè 1
ζ0
< h 6 h∗ óðàâíåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ05(u), u 6
1

eh

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

eh

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6. �

Ñëó÷àé h < 1
ζ0
. Ïðÿìàÿ h = const è êðèâàÿ h = h1(ζ) ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ

òî÷êàõ, îáîçíà÷èì èõ ζ ′ è ζ ′′, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïóñòü ζ ′ < −ζ0 < ζ ′′. Î÷åâèä-
íî, − 1

h < −ζ0 < ζ∗h. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïóíêòû 2 è 5 ëåììû 11, ïîëó÷àåì

ζ ′′ > ζ∗h. Ïîäñòàâëÿÿ ζ = − 1
h â (18), èìååì I(h,−1/h) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ζ ′ < − 1
h . Òîãäà g(ζ) 6= 0 ïðè ζ ∈

[
− 1
h , ζ
∗
h

)
. Çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 5, êðèâàÿ Γ,

îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå ζ ∈
[
− 1
h , ζ
∗
h

)
ðàâåíñòâàìè (20), çàäà¼ò íà ïëîñêî-

ñòè (u, v) ìîíîòîííî óáûâàþùóþ íà u ∈
(
−∞, 1

eh

]
ôóíêöèþ v = ϕ06(u). Òåïåðü

ëåãêî äàòü îïèñàíèå îáëàñòè îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (11) ïðè h < 1
ζ0
.
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Ëåììà 15. Ïðè h < 1
ζ0

óðàâíåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ06(u), u 6
1

eh

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

eh

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6. �

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (8). Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ åãî îáëàñòè îñöèëëÿöèè
íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïÿòü ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1: q > pζ0. Îáîçíà÷èì ϕ31(u) = 1
q2ϕ06(uq), ãäå ϕ06 îïðåäåëåíà ðàâåí-

ñòâàìè (20) ïðè h = p
q . Èç ñâîéñòâ ϕ06 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ31(u) ìîíîòîííî

óáûâàåò ïðè u ∈
(
−∞, 1

ep

]
. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ v = ϕ31(u)

çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

u =
ζeζp

(
2eζq − ζq − 2

)
1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)

, v = − ζ2eζq(ζp+ 1)

1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)
, ζ ∈

[
−1

p
,
ζ∗p/q

q

)
.

Òåîðåìà 8. Ïðè q > pζ0 óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ31(u), u 6
1

ep

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

ep

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíîé ïåðåìåííûõ t 7→ tq è îáîçíà÷åíèåì h = p
q óðàâ-

íåíèå (8) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (11) ñ êîýôôèöèåíòàìè bq è cq2. Ïðèìåíÿÿ
ëåììó 15, ïîëó÷àåì òåîðåìó 8. �

Íà ðèñ. 6 (à) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.
Ñëó÷àé 2: q = pζ0.

Òåîðåìà 9. Ïðè q = pζ0 óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v >
1

q2
ζ0(2− ζ0)(1− upe), u 6 1

ep

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

ep

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8. �

Íà ðèñ. 6 (á) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà. Ãðàíèöàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå.
Ñëó÷àé 3: p

h∗
6 q < pζ0. Îáîçíà÷èì ϕ32(u) = 1

q2ϕ05(uq), ãäå ϕ05 îïðåäåëå-

íà ðàâåíñòâàìè (20) ïðè h = p
q . Èç ñâîéñòâ ϕ05 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ32(u)

ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè u ∈
(
−∞, 1

ep

]
. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ

v = ϕ32(u) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

u =
ζeζp

(
2eζq − ζq − 2

)
1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)

, v = − ζ2eζq(ζp+ 1)

1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)
, ζ ∈

(
ζ∗p/q

q
,−1

p

]
.

Òåîðåìà 10. Ïðè p
h∗
6 q < pζ0 óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ32(u), u 6
1

ep

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

ep

}
.
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à) q > pζ0 á) q = pζ0

â) p
h∗
< q < pζ0 ã) q = p

h∗

ä) p < q < p
h∗

å) q 6 p

Ðèñ. 6. Îáëàñòü îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (8).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8. �

Íà ðèñ. 6 (â, ã) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.
Ñëó÷àé 4: p < q < p

h∗
. Îáîçíà÷èì ϕ33(u) = 1

q2ϕ04(uq), ãäå ϕ04 îïðåäåëå-

íà ðàâåíñòâàìè (20) ïðè h = p
q . Èç ñâîéñòâ ϕ04 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ33(u)

ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè u ∈
(
−∞, 1

ep

]
. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ

v = ϕ33(u) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

u =
ζeζp

(
2eζq − ζq − 2

)
1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)

,

v = − ζ2eζq(ζp+ 1)

1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)
, ζ ∈

(
ζ∗p/q

q
,
ζ1
q

]
∪
[
ζ2
q
,−1

p

]
.
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Òåîðåìà 11. Ïðè p < q < p
h∗

óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈
{

(u, v) : v > ϕ33(u), u 6
1

ep

}
∪
{

(u, v) : v > 0, u >
1

ep

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8. �

Íà ðèñ. 6 (ä) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ñóùåñòâîâà-
íèå ¾ïåòëè¿ îêàçàëîñü ñîâåðøåííîé íåîæèäàííîñòüþ, íè â îäíîé èç ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ðàáîò ïî îñöèëëÿöèè ÔÄÓ íå ãîâîðèëîñü îá ýòîì ýôôåêòå.

Ñëó÷àé 5: q 6 p. Îáîçíà÷èì ϕ34(u) = 1
q2ϕ03(uq), ãäå ϕ03 îïðåäåëåíà ðàâåí-

ñòâàìè (20) ïðè h = p
q . Èç ñâîéñòâ ϕ03 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ34(u) ìîíîòîííî

óáûâàåò ïðè u ∈ [0,+∞). Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ôóíêöèÿ v = ϕ34(u) çàäà-
¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

u =
ζeζp

(
2eζq − ζq − 2

)
1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)

, v = − ζ2eζq(ζp+ 1)

1 + (q − p)ζ + eζq(ζp− 1)
, ζ ∈

[
−ζ0
q
,+∞

)
.

Òåîðåìà 12. Ïðè q 6 p óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

(b, c) ∈ {(u, v) : v > ϕ34(u), u > 0} .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8. �

Íà ðèñ. 6 (å) îáëàñòü îñöèëëÿöèè çàêðàøåíà.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ óðàâíåíèÿ (8), â îòëè÷èå îò âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå
óðàâíåíèé, îêàçàëîñü, ÷òî êðèâàÿ Γ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çàäà¼òñÿ ãðàíèöà îá-
ëàñòè îñöèëëÿöèè, èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 6 (ä)). Íàñêîëüêî íàì èç-
âåñòíî, äàííîå ÿâëåíèå ðàíåå íå áûëî îáíàðóæåíî. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà çàïàçäûâàíèé òàêèå ¾ïåòëè¿ áóäóò ïî-ïðåæíåìó âñòðå-
÷àòüñÿ.

5. Íåñêîëüêî ñëåäñòâèé: äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ îñöèë-
ëÿöèè.

Ñëåäñòâèå 3 ([5], p. 38, Theorem 2.2.1). Ïóñòü b, c ∈ R+ è

bp+ cq >
1

e
.

Òîãäà óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì.

Íàïîìíèì, ÷òî k0 = ζ0(1 − ζ0), ãäå ζ0 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíå-
íèÿ (5).

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü b, c ∈ R+ è

bp2 + cq2 > k0 = ζ0(1− ζ0).

Òîãäà óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèÿ 3 è 4 äîêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî. Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèÿ (9) è (10). Èç ñèñòåìû (13) ïîëó÷àåì

(21)
d2v

du2
=

1

F 2
l (ζ, 1)

∆(ζ)

du/dζ
.

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè u > 0 è v > 0 âûïîëíÿåòñÿ du/dζ <

0, ∆(ζ) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, d2v
du2 > 0. Çíà÷èò, êðèâàÿ {u = u(ζ), v = v(ζ)}

âûïóêëà âíèç. Äàëåå âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèÿì (6) è (7), ïîëó÷àåì ñëåäñòâèÿ 3
è 4. �

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü b, c ∈ R+ è

bpe+
cq2

k0
> 1.

Òîãäà óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 9, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè q = pζ0 ñëåäñòâèå 5
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì ïðèçíàêîì îñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (8).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (11). Åñëè h > 1
ζ0

è u, v > 0, òî du/dζ > 0, ∆(ζ) > 0.

Åñëè h < 1
ζ0

è u, v > 0, òî du/dζ < 0, ∆(ζ) < 0. Èç (21) èìååì d2v
du2 > 0. Çíà÷èò,

êðèâàÿ {u = u(ζ), v = v(ζ)} âûïóêëà âíèç. Äàëåå âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (8),
ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå 5. �

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèÿ îñöèëëÿöèè, ñôîðìóëèðîâàííûå â ñëåäñòâèÿõ 3, 4, 5,
ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Ïðè q = p ñëåäñòâèÿ 3, 4 ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äî-
ñòàòî÷íûìè ïðèçíàêàìè îñöèëëÿöèè óðàâíåíèé (6) è (7) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè
q = pζ0 ñëåäñòâèå 5 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì ïðèçíàêîì îñöèë-
ëÿöèè óðàâíåíèÿ (8).

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îñöèëëÿöèè
ðåøåíèé ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè. Íàèáîëåå ñëîæíîé îêàçàëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà
îäíî çàïàçäûâàíèå ñîñðåäîòî÷åííîå, à äðóãîå � ðàñïðåäåë¼ííîå. Â ýòîì ñëó-
÷àå âûÿñíèëîñü, ÷òî êðèâàÿ Γ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çàäà¼òñÿ ãðàíèöà îáëàñòè
îñöèëëÿöèè, ìîæåò èìåòü òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ: îáðàçóåòñÿ ¾ïåòëÿ¿. Ïîäîá-
íîå ÿâëåíèå âñòðå÷àåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåé-
ñòâèåì, îäíàêî ïðè èçó÷åíèè îñöèëëÿöèè, ïî-âèäèìîìó, îáíàðóæåíî âïåðâûå.
Âåðîÿòíî, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà çàïàçäûâàíèé âèä ãðàíèöû îáëàñòè îñ-
öèëëÿöèè áóäåò òîëüêî óñëîæíÿòüñÿ. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ
áîëüøåãî ÷èñëà ¾ïåòåëü¿, íàëîæåíèÿ èõ äðóã íà äðóãà.

Â äàëüíåéøåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé âíå
îáëàñòè îñöèëëÿöèè, îñîáåííî ïðè ïîïàäàíèè òî÷êè (b, c) íà ¾ïåòëþ¿. Ðåçóëü-
òàòû ðàáîòû òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîëó÷åíèè íîâûõ ïðèçíàêîâ
óñòîé÷èâîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

Ìû áëàãîäàðèì âñåõ ó÷àñòíèêîâ Ïåðìñêîãî ñåìèíàðà ïî ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïëîäîòâîðíîå îáñóæ-
äåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîé ñòàòüå.
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