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Abstract. We continue to study the compound renewal processes
under the Cram�er moment condition, which was started by A.A. Borovkov
and A.A. Mogulskii (2013). In the present paper we study arithmetic
multidimensional compound renewal process, for which the "control �
ling" random vector ξ = (τ, ζ) (τ > 0 determines the distance between
the jumps, ζ determines the value of jumps of the compound renewal
process) has an arithmetic distribution with light tails. For these processes
we propose wide conditions (close to necessary), under which we can
�nd exact asymptotics in local limit theorems for �nite � dimensional
increments.

Keywords: compound multidimensional arithmetic renewal process, large
deviations, moderate deviations, renewal measure, Cramer's condition,
rate function, local theorems for �nite � dimensional increments.

1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Óñëîâèìñÿ ýëåìåíòû d-ìåðíîãî Åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rd ïðè d ≥ 1 îáî-
çíà÷àòü ïîëóæèðíûìè áóêâàìè, íàïðèìåð, x = (x(1), . . . , x(d)), 0 = (0, . . . , 0),

µ = (µ(1), . . . , µ(d)). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ x,y ∈ Rd áóäåì
îáîçíà÷àòü

xy := x(1)y(1) + · · ·+ x(d)y(d).

Logachov, A.V., Mogulskii, A.A., Local theorems for finite � dimensional

increments of compound multidimensional arithmetic renewal processes with light

tails.
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Íîðìó â Rd îáîçíà÷èì |x| :=
√
xx. Ñëó÷àéíûå âåêòîðû ñî çíà÷åíèÿìè â Rd

òîæå áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóæèðíûìè áóêâàìè, íàïðèìåð, ζ = (ζ(1), . . . , ζ(d)).
×åðåç

ξ = (τ, ζ) = (τ, ζ(1), . . . , ζ(d))

áóäåì îáîçíà÷àòü ñëó÷àéíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Rd+1.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1.1) {ξk}∞k=0 = {(τk, ζk)}∞k=0

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Rd+1, òàêèõ, ÷òî τ0 = 0, ζ0 =
0, τ1 ≥ 0, τk > 0 ïðè k ≥ 2. Ïóñòü âåêòîðû ξk = (τk, ζk) ïðè k ≥ 2 èìåþò îáùåå
ðàñïðåäåëåíèå ñ âåêòîðîì ξ = (τ, ζ). Îáîçíà÷èì

Tn :=

n∑
k=0

τk, Zn :=

n∑
k=0

ζk, Sn = (Tn,Zn) :=

n∑
k=0

ξk ïðè n ≥ 0,

òàê ÷òî T0 = 0, Z0 = 0, S0 = (0,0). Ïóñòü ν(0) = η(0) := 0. Ïðè t > 0 ïîëîæèì

(1.2) ν(t) = max{k ≥ 0 : Tk < t}, η(t) := min{k ≥ 0 : Tk ≥ t},
òàê ÷òî η(t) = ν(t) + 1 ïðè t > 0.

Ïåðâûé è âòîðîé îáîáùåííûå ïðîöåññû âîññòàíîâëåíèÿ (î.ï.â.) Z(t), Y (t),
t ≥ 0, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (ñì., íàïðèìåð, [1], [11])

(1.3) Z(t) := Zν(t), Y (t) := Zη(t), t ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî îáà î.ï.â. è èõ íåïðåðûâíûå êàê ñëåâà òàê è ñïðàâà ìîäèôèêà-
öèè ïîÿâëÿëèñü êàê â îòå÷åñòâåííîé òàê è èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå ðàíåå. Â
èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå ïðîöåññ Z(t) íàçûâàåòñÿ continuous time random walk,
ïðîöåññ Y (t) íàçûâàåòñÿ oracle continuous time random walk (ñì, íàïðèìåð,
[26]). Èíôîðìàöèþ î ïðèëîæåíèÿõ î.ï.â. â òåîðèè íàäåæíîñòè, ýêîíîìèêå è
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ìîæíî íàéòè â [27], [28], [29], ñîîòâåòñòâåííî.

Ñòàíäàðòíàÿ îáùåïðèíÿòàÿ ìîäåëü î.ï.â. ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âðåìÿ τ1 ïîÿâ-
ëåíèÿ ïåðâîãî ñêà÷êà è âåëè÷èíà ζ1 ýòîãî ñêà÷êà èìååò ñîâìåñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå, îòëè÷íîå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (τ, ζ) (ñì.,
íàïðèìåð, [18]). Ýòî ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ î.ï.â. ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðè-
ðàùåíèÿìè.

Åñëè (τ1, ζ1)
d
= (τ, ζ) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, (τ1, ζ1)

d
= (0,0)), òî ïðîöåññû

Z(t), Y (t) áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíûìè î.ï.â.; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíî-
ðîäíûìè.

Èòàê, ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ1 = (τ1, ζ1), ξ = (τ, ζ) ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî î.ï.â. Z(t); t ≥ 0 è âòîðîãî î.ï.â.
Y (t); t ≥ 0. Íà ñîáûòèè

{Tk < t ≤ Tk+1} ïðè k ≥ 0

âûïîëíÿåòñÿ ν(t) = k, Z(t) = Zk, η(t) = k + 1, Y (t) = Zk+1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïàðû ñòóïåí÷àòûõ ïðîöåññîâ ν(t), Z(t) è η(t), Y (t) íåïðåðûâíû ñëåâà ïðè t > 0.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, êàê è â [8], [9], [12] áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ñëó-
÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ1 = (τ1, ζ1), ξ = (τ, ζ), îïðåäåëÿþùèõ î.ï.â. Z(t) âûïîëíåíî
ìîìåíòíîå óñëîâèå Êðàìåðà â ñëåäóþùåì âèäå

[C0]. Äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0

Eeδ|ξ1| <∞, Eeδ|ξ| <∞.
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Â ðàáîòàõ, ãäå ïðè óñëîâèè [C0] ðå÷ü èäåò î òî÷íîé àñèìïòîòèêå âåðîÿòíî-
ñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé î.ï.â. Z(t), Y (t), îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ëèáî íåðå-
øåò÷àòûé ñëó÷àé (âûïîëíåíî ñòðóêòóðíîå óñëîâèå [R]), ëèáî àðèôìåòè÷å-
ñêèé ñëó÷àé (âûïîëíåíî ñòðóêòóðíîå óñëîâèå [Z]) (ñì. êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé
îáçîð íèæå). Ñòðóêòóðíûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé

f(u) := Eeiuξ, f1(u) := Eeiuξ1 , u ∈ Rd+1,

ãäå, íàïîìíèì, αβ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd+1.
[R](Óñëîâèå íåðåøåò÷àòîñòè). Äëÿ ëþáîãî u ∈ Rd+1, u 6= 0, âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî |f(u)| < 1.
[Z](Óñëîâèå àðèôìåòè÷íîñòè). Äëÿ ëþáîãî u ∈ Zd+1 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

f(2πu) = 1, f1(2πu) = 1 è äëÿ ëþáîãî u ∈ Rd+1\Zd+1 � íåðàâåíñòâî |f(2πu)| <
1.

Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî åñëè äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (τ, ζ) âûïîëíåíî
óñëîâèå [R] (èëè [Z]), òî ýòîò âåêòîð íå ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì â ïðîñòðàí-
ñòâå Rd+1, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ëåæàòü íà ïëîñêîñòè

Ln,c := {(u,v) ∈ Rd+1 : n1u+ n2v = c},

îïðåäåëÿåìîé åäèíè÷íîé íîðìàëüþ n = (n1,n2) è êîíñòàíòîé c. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè âûïîëíåíî [R] è åñëè P(ξ ∈ Ln,c) = 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü
u = (u1,u2) := (n1,n2) 6= 0. Òîãäà äëÿ ýòîãî u èìååì ðàâåíñòâî |f(u)| =∣∣eic∣∣ = 1, êîòîðîå â ñèëó óñëîâèÿ [R] íåâîçìîæíî. Åñëè æå âûïîëíåíî [Z] è åñ-
ëè P(ξ ∈ Ln,c) = 1, òî ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî r > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì, òàê ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ u = (u1,u2) := (rn1, rn2) 6∈ Zd+1. Òîãäà äëÿ ýòîãî u 6∈ Zd+1 èìååì
ðàâåíñòâî |f(2πu)| =

∣∣ei2πrc∣∣ = 1, êîòîðîå â ñèëó óñëîâèÿ [Z] íåâîçìîæíî.
Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå [Z], òî âñå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ

(τ1, ζ1) è (τ, ζ) ëåæàò íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå (Z,Zd). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
n ≥ 0

P(Sn ∈ Zd+1) = 1.

Ïðèâåäåì êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ î.ï.â. Öåí-
òðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ î.ï.â. (êàê è ñõîäèìîñòü ê óñòîé÷èâûì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì) ìîæíî íàéòè â [19]. Ïðèíöèï áîëüøèõ óêëîíåíèé (ï.á.ó.) (ãðóáàÿ
àñèìïòîòèêà) äëÿ î.ï.â. â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷åí â [3], [13], [20]�[25].
Ïîäðîáíîå ñðàâíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [25]. Òî÷íàÿ àñèìï-
òîòèêà äëÿ íåðåøåò÷àòûõ î.ï.â. èçó÷àëàñü â [8], [9] (îäíîìåðíûé ñëó÷àé) è [14]�
[16] (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé); äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ î.ï.â. � â [12] (îäíîìåðíûé
ñëó÷àé) è â [17] (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé).

Ñôîðìóëèðóåò òåïåðü ïðîáëåìó, êîòîðîé ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Ýòî
ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ëîêàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì â àðèôìåòè÷åñêîì ñëó÷àå
äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé î.ï.â.

Ðàíåå ï.á.ó. äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé î.ï.â. ñ îäíîìåðíûì ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì (ò.å. ãðóáûé âàðèàíò ïîñòàâëåííîé âûøå ïðîáëåìû) áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí â [3]. Â ðàáîòå [25] ïðåäëîæåíî áîëåå íàãëÿäíîå, ÷åì â [3], óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì ïîëó÷åí ï.á.ó. äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå; ïðè ýòîì ïðåäëîæåí ìåòîä, ìàëî çàâèñÿùèé îò ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà è ïîðÿäêà êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé. Ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë ñâîå
ðàçâèòèå â íàñòîÿùåé ðàáîòå (ñì. ðàçäåë (3.1)).
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Â ðàáîòå [9] ïðåäëîæåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå d = 1
äîêàçàíà èíòåãðî � ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé íåðå-
øåò÷àòîãî î.ï.â. Z(t) â îáëàñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé (á.ó.). Îäíàêî óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ äîêàçàíà ýòà òåîðåìà, êàê è ìåòîä åå ïîëó÷åíèÿ, íå óäàåòñÿ àäåêâàòíî
ðàñïðîñòðàíèòü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé d ≥ 2. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé â øèðîêèõ óñëîâèÿõ äîêàçàòü ëîêàëüíóþ òåîðåìó äëÿ
êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé ìíîãîìåðíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî î.ï.â. Z(t) â îá-
ëàñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòîò ìåòîä ïðè-
âåäåò ê óñïåõó è â áîëåå ñëîæíîé çàäà÷å äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðî � ëîêàëüíîé
òåîðåìû äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé ìíîãîìåðíîãî íåðåøåò÷àòîãî î.ï.â.
Àâòîðû ïëàíèðóþò ïîñâÿòèòü ýòîìó âîïðîñó îòäåëüíóþ ïóáëèêàöèþ.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [8], [9], [12], [14]�[17], ëîêàëüíûå (èíòåãðî � ëîêàëüíûå)
òåîðåìû â îáëàñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ïðîöåññîâZ(t) è Y (t) ìîãóò, âîîáùå
ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ è "òðåáîâàòü" ðàçëè÷íûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó
âòîðîé î.ï.â. Y (t), êàê ïðàâèëî, èçó÷àåòñÿ îòäåëüíî îò ïåðâîãî î.ï.â. Z(t) (ñì.
[12], [14]�[17]). Îäíàêî â çàäà÷å, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå, è â óñëîâèÿõ, êîòîðûå ýòà çàäà÷à "òðåáóåò", ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïðîöåññàìè
Z(t) è Y (t) "ìèíèìàëüíû", è ñâîäÿòñÿ ê ðàçëè÷èÿì â îïðåäåëåíèÿõ ôóíêöèé,
èãðàþùèõ ðîëü êîíñòàíò â ôèíàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìåòîäû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïåðâî-
ãî î.ï.â. Z(t), ïîëíîñòüþ ïîäõîäÿò ê èçó÷åíèþ âòîðîãî î.ï.â. Y (t). Ïîýòîìó,
âî èçáåæàíèå ïîâòîðåíèÿ ãðîìîçäêèõ ôîðìóë, â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàáîòû ìû
îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì òîëüêî ïåðâîãî î.ï.â. Z(t), òàê ÷òî íåò ïðè÷èí íàçû-
âàòü åãî "ïåðâûì".

Ïîñêîëüêó àðèôìåòè÷åñêèé î.ï.â. Z(t) ìåíÿåòñÿ òîëüêî â öåëûå ìîìåíòû
t = 1, 2, . . . , è ïðè ýòîì íåïðåðûâåí ñëåâà, òî äëÿ ëþáîãî íå öåëîãî àðãóìåíòà
t > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Z(t) = Z ([t] + 1) ,

ãäå, êàê îáû÷íî, ÷åðåç [t] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà t.
Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà t = n ∈
0 ∪ N, ò.å. áóäåì èçó÷àòü ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1.4) {Z(n)}n≥0.

Ýòî íåñêîëüêî óïðîñòèò îáîçíà÷åíèÿ, ôîðìóëèðîâêè è íå ïðèâåäåò ê ïîòåðå
îáùíîñòè ðàññìîòðåíèé.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è íåïðåðûâíóþ ñïðàâà âåðñèþ ïðîöåññà Z(t), ïîëî-
æèâ

Z+(t) := Z(t+ 0), t ≥ 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà âåðñèé ïðîöåññà Z(t) äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåïðåðûâíûé ñïðàâà ôóíêöèîíàë

(1.5) ν+(t) = max{k ≥ 0 : Tk ≤ t}, t > 0,

è ïðè t > 0 ïîëîæèòü

Z+(t) := Zν+(t).

Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (1.4) ìîæíî èçó÷àòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü

(1.6) {Z+(n)}n≥0.
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Îäíàêî èçó÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (1.6) ëåãêî ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (1.4), ïîñêîëüêó (ñì. îïðåäåëåíèÿ (1.2), (1.5))

ν+(n) = ν(n+ 1),

è, ïîýòîìó,

(1.7) Z+(n) = Z(n+ 1).

Èòàê, â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìíîãîìåðíûå àðèôìåòè÷åñêèå î.ï.â.
Z(n) ïðè âûïîëíåíèè ìîìåíòíîãî óñëîâèÿ [C0] è ñòðóêòóðíîãî óñëîâèÿ [Z].
Óñëîâèìñÿ, ÷òî: óñëîâèÿ [C0] è [Z] âî èçáåæàíèÿ ïîâòîðåíèÿ â ôîðìóëèðîâêàõ
îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé íàïîìèíàòüñÿ íå áóäóò.

Ïîëó÷åíû ëîêàëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé
àðèôìåòè÷åñêèõ î.ï.â. Z(n). Áîëåå òî÷íî, ôèêñèðóåì öåëîå N ≥ 1, ôèêñèðóåì
íàáîðû

0 = u0 < u1 < u2 < · · · < uN <∞, α
(0)
1 ,α

(0)
2 , . . . ,α

(0)
N ∈ Rd.

Ïîëîæèì

~α
(0)
N := (α

(0)
1 , . . . ,α

(0)
N ), ~uN := (u1, . . . , uN )

è äëÿ n ∈ N îáîçíà÷èì

ni := [uin]− [ui−1n], i ∈ {1, . . . , N}.

Ðàññìîòðèì äàëåå N ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x1 = x1(n) ∈ Zd, . . . ,xN = xN (n) ∈ Zd,

òàêèõ, ÷òî äëÿ

~αN = (α1, . . . ,αN ) :=

(
x1
n1
, . . . ,

xN
nN

)
âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

~αN = ~α
(0)
N .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû øèðîêèå óñëîâèÿ (áëèçêèå ê íåîáõîäèìûì),
ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ïðè n→∞ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

P

( N⋂
i=1

{Z([uin])−Z([ui−1n]) = xi}
)
∼ 1

n
Nd
2

C(~uN , ~α
(0)
N ) exp

{
−

n∑
i=1

niD(αi)

}
,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèèD(α), C(~uN , ~α
(0)
N ) ñâîèõ àðãóìåíòîâ

ïîñòðîåíû â ÿâíîì âèäå.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò èç � 2 è � 3. Â � 2 ôîðìóëèðóþò-

ñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Â ýòèõ ôîðìóëèðîâêàõ áóäåò ó÷àñòâîâàòü ðÿä
ôóíêöèé, ñìûñë è ñâîéñòâà êîòîðûõ æåëàòåëüíî çíàòü äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðèðî-
äû óñòàíîâëåííûõ çàêîíîâ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â
[8] (îäíîìåðíûé ñëó÷àé) è â [13], [14] (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé). Êðîìå òîãî, â � 2
ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëèðîâêè ëîêàëüíûõ òåîðåì äëÿ "îäíîìåðíûõ"ïðèðàùåíèé
ìíîãîìåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ î.ï.â., ïîëó÷åííûõ ðàíåå â ðàáîòàõ [12], [17]; ýòè
ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ îñíîâíûõ ðåçóëüòà-
òîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé ðàáîòû ïîìåùå-
íû â � 3. Òàì æå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòåëþ "ïðåçåíòàöèÿ"ìåòîäà, ïîçâîëÿþùåãî
ïîëó÷èòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.
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2. Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé.

2.1. Îñíîâíûå ôóíêöèè. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèé, êîòîðûå áóäóò èãðàòü îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ëîêàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåî-
ðåìàõ è êðàòêî ïåðå÷èñëèì è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòèõ
ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â [8] (îäíîìåðíûé ñëó÷àé) è [14] (ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé).

Ïîëîæèì äëÿ (λ,µ) ∈ Rd+1

ψ(λ,µ) := Eeλτ+µζ , ψ1(λ,µ) := Eeλτ1+µζ1 ,

A(λ,µ) := lnψ(λ,µ), A1(λ,µ) := lnψ1(λ,µ);

A := {(λ,µ) : ψ(λ,µ) <∞}, A1 := {(λ,µ) : ψ1(λ,µ) <∞}.
ßñíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì [C0] âíóòðåííîñòè (A), (A1) ìíîæåñòâ
A, A1 ñîäåðæàò òî÷êó (λ,µ) = (0,0) è ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè àíàëèòè÷íîñòè
ôóíêöèé ψ(λ,µ), ψ1(λ,µ), ñîîòâåòñòâåííî.

Êëþ÷åâóþ ðîëü îïèñàíèÿ àñèìïòîòèêè ôóíêöèè (ìåðû) âîññòàíîâëåíèÿ

H(B) :=

∞∑
k=0

P(Sk ∈ B), B ⊂ Rd+1,

ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ {Sn}n≥0 èãðàåò ò.í. âòîðàÿ ôóíêöèÿ
óêëîíåíèé àðãóìåíòîâ θ ≥ 0,α ∈ Rd

(2.1) D(θ,α) := sup
(λ,µ)∈A≤0

{λθ + µα} = sup
(λ,µ)∈∂A≤0

{λθ + µα} ,

ãäå

A≤0 := {(λ,µ) : A(λ,µ) ≤ 0} ,
∂B � ãðàíèöà B. Ñâîéñòâà ôóíêöèè D(θ,α) èçó÷åíû âåñüìà ïîëíî (ñì., íà-
ïðèìåð, [1], �2.9 è [13]). Îíà âûïóêëà, ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, ïîëóàääèòèâíà,
ëèíåéíà âäîëü ëþáîãî ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç òî÷êè (0,0).

Îòìåòèì , ÷òî â ñèëó ëèíåé÷àòîñòè ôóíêöèè D(θ,α) ïðè θ > 0 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

(2.2) D(θ,α) = θD
(
1,
α

θ

)
è, ñòàëî áûòü, ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ D(θ,α) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà-
÷åíèÿìè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

(2.3) D(α) := D(1,α).

Êðîìå òîãî, èìåííî â òåðìèíàõ ôóíêöèè D(α) áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû. Â ñèëó (2.1)

(2.4) D(α) = sup
(λ,µ)∈∂A≤0

{µα+ λ} = sup
µ
{µα−A(µ)},

ãäå

A(µ) := − sup {λ : A(λ,µ) ≤ 0}
� ò.í. áàçîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ î.ï.â. Â [13] óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ A(µ) ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëîé è ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [13]), âåðíî
ðàâåíñòâî

A(µ) = sup
α
{µα−D(α)}.
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Ïóñòü (λ(α),µ(α)) � ëþáàÿ òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ñóïðåìóì

sup
(λ,µ)∈A≤0

{λ+ µα} = D(1,α) = D(α),

åñëè òàêàÿ òî÷êà èìååòñÿ. Â [8] (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå), [14] (â ìíîãîìåðíîì
ñëó÷àå) ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè D(α), D(θ,α) àíàëèòè÷íû âî ìíîæåñòâàõ

A :=
{
α : (λ(α),µ(α)) ∈ (A)

}
, D :=

{
(θ,α) :

α

θ
∈ A, θ > 0

}
,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì, äëÿ α ∈ A òî÷êà (λ(α),µ(α)) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

λ(α) = −A(µ(α)), µ(α) = D′(α),

D(α) = λ(α) +αµ(α), A(λ(α),µ(α)) = 0,
(2.5)

ãäå D′(α) � âåêòîð ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ (ò.å. ãðàäèåíò) ôóíêöèè D(α).
Çàìå÷àíèå 2.1. Èç óñëîâèÿ [C0] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 âûïîë-
íÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

(2.6) [a]ε ⊂ A, [(aτ ,aζ)]ε ⊂ D,
ãäå a :=

aζ
aτ
, aτ := Eτ , aζ := Eζ, è ãäå

[a]ε := {α ∈ Rd : |α− a| ≤ ε},

[(aτ ,aζ)]ε := {(θ,α) ∈ Rd+1 : |(θ,α)− (aτ ,aζ)| ≤ ε}.
Äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ ëîêàëüíîé òåîðåìû äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé

î.ï.â. Z(n) (ñì. òåîðåìó 2.2 â ïîäðàçäåëå 2.3 íèæå) íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå, çàâèñÿùåå îò ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd

[ΠK ]. Äëÿ âñÿêîãî α ∈ K ∪ {a} âûïîëíÿåòñÿ
(λ∗,µ(α)) ∈ (A), ãäå λ∗ = λ∗K := max{λ(α) : α ∈ K ∪ {a}}.

Çàìåòèì, ÷òî (λ(a), µ(a)) = (0,0). Ïîýòîìó âñåãäà λ∗K ≥ 0.
Çàìå÷àíèå 2.2. Î÷åâèäíî, ÷òî (â ñèëó (2.6)) äëÿ êîìïàêòà K = [a]ε ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 óñëîâèå [ΠK ] âñåãäà âûïîëíåíî.

2.2. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî î.ï.â.
Ïóñòü

λ+ = sup{λ : Eeλτ <∞}, λ1+ = sup{λ : Eeλτ1 <∞}.
Îáîçíà÷èì

BZ := {α ∈ Rd : λ(α) ≥ λ+}.
Àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé

(2.7) P(Z(n) = x)

èçó÷åíà â ðàáîòå [17] â çîíå íîðìèðîâàííûõ óêëîíåíèé

(2.8) α :=
x

n
∈ A \BZ .

Äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [17], îòíîñÿùèõñÿ ê î.ï.â.
Z(n) íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëèì ïîëîæèòåëüíûå íåïðåðûâíûå â îáëàñòè A \BZ ôóíêöèè

C(α) :=

√
|D′′(α)|

(2π)d/2Eτeλ(α)τ+µ(α)ζ
, IZ(α) :=

∞∑
m=1

eλ(α)mP(τ ≥ m),
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ãäå |D′′(α)| åñòü îïðåäåëèòåëü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè D(α).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ëîêàëüíóþ òåîðåìó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîöåññà
Z(n).

Îáîçíà÷èì
γ(n) := n− Tν(n), χ(n) := Tν(n)+1 − n

� âåëè÷èíû íåäîñêîêà äî óðîâíÿ n è ïåðåñêîêà ÷åðåç óðîâåíü n áëóæäàíèÿ {Tk},
ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñëàãàåìîå τν(n)+1, "íàêðûâàþùåå"óðîâåíü n,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû τν(n)+1 = γ(n) + χ(n).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåì 2.1 è 2.1∗ â [17].

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ôèêñèðîâàí êîìïàêò

K ⊂ A \BZ

è âûïîëíåíî óñëîâèÿ äîïóñòèìîé íåîäíîðîäíîñòè

(2.9) AK ⊂ (A1), ãäå AK := {(λ,µ) = (λ(α),µ(α)) : α ∈ K},
è

(2.10) λ1+ > D(0), åñëè 0 ∈ K.
Òîãäà ïðè α := x

n ∈ K, x ∈ Zd, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

(2.11) P(Z(n) = x) = ψ1(λ(α),µ(α))
C(α)

n
d
2

e−nD(α)IZ(α)(1 + o(1)),

â êîòîðîì îñòàòî÷íûé ÷ëåí o(1) = εn(x) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(2.12) lim
n→∞

sup
x∈Zd,α=x

n∈K
|εn(x)| = 0.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî u ≥ 1 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

(2.13) P(Z(n) = x, γ(n) = u) = ψ1(λ(α),µ(α))
C(α)

n
d
2

e−nD(α)IZ(α, u)(1 + o(1)),

ãäå

IZ(α, u) := eλ(α)uP(τ ≥ u),
è ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí o(1) = εn(x) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2.12).

Åñëè ïðè ýòîì α→ a ïðè n→∞ (óìåðåííî-áîëüøèå óêëîíåíèÿ), òî

P(Z(n) = x) ∼
√
|D′′(α)|

(2π)
d
2 n

d
2

e−nD(α),

P(Z(n) = x, γ(n) = u) ∼
√
|D′′(α)|P(τ ≥ u)
(2π)

d
2 n

d
2 Eτ

e−nD(α).

2.3. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèðàùåíèé àðèôìåòè-
÷åñêîãî ìíîãîìåðíîãî î.ï.â. Äëÿ α,β ∈ Rd îáîçíà÷èì

(2.14) C(α, β) := C(α)

∞∑
m=1

eλ(α)mE(eλ(β)τ+µ(β)ζ , τ ≥ m).

Îáîçíà÷èì

Z(α, β) :=

∞∑
m=1

eλ(α)mE(eλ(β)τ+µ(β)ζ , τ ≥ m),
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òàê ÷òî C(α, β) = C(α)Z(α, β). Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî

(2.15) Z(α, β) =
∑
m≥1

∑
k≥0

∑
y∈Zd

eλ(α)m+λ(β)k+µ(β)yP(τ = m+ k, ζ = y).

Ëåììà 2.1. I. Èç óñëîâèÿ [ΠK ] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ K ∪ {a}

(2.16) Z(α,β) <∞.

II. Åñëè æå (λ(α),µ(α)), (λ(β),µ(β)) ∈ (A), è ïðè ýòîì (λ(α),µ(β)) 6∈ A,
òî âûïîëíÿåòñÿ

(2.17) Z(α,β) =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Ïóñòü λ∗ := max{λ(α), λ(β)}. Èñïîëüçóÿ (2.15), ïîëó÷àåì
(2.16):

Z(α,β) ≤
∑
m≥1

∑
k≥0

∑
y∈Zd

eλ
∗m+λ∗k+µ(β)yP(τ = m+ k, ζ = y) =

∑
m≥1

E(eλ
∗τ+µ(β)ζ , τ ≥ m) =

∑
m≥1

mE(eλ
∗τ+µ(β)ζ , τ = m) = Eτeλ

∗τ+µ(β)ζ <∞,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå óñëîâèÿ [ΠK ].
II. Èç ðàâåíñòâà (2.15) ñëåäóåò (2.17):

Z(α, β) ≥
∑
m≥1

∑
y∈Zd

eλ(α)m+µ(β)yP(τ = m, ζ = y) = Eeλ(α)τ+µ(β)ζ =∞,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå óñëîâèÿ (λ(α),µ(β)) 6∈ A. Ëåììà 2.1
äîêàçàíà. �

Â òåîðåìå 2.2 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî öåëîãî N ≥ 2 è ôèêñèðîâàííîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd ðàññìîòðèì íàáîðû

(2.18) 0 = u0 < u1 < u2 < · · · < uN <∞, α
(0)
1 ,α

(0)
2 , . . . ,α

(0)
N , ãäå α

(0)
i ∈ K.

Äëÿ i = 1, 2, . . . , N âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi = xi(n) ∈ Zd, n ∈ N òàêóþ,
÷òî äëÿ

(2.19) ni := [uin]− [ui−1n], αi :=
xi
ni
,

âûïîëíÿåòñÿ

(2.20) lim
n→∞

αi = α
(0)
i .

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîìïàêòà K ⊂ Rd âûïîëíåíî óñëî-
âèå [ΠK ], óñëîâèå äîïóñòèìîé íåîäíîðîäíîñòè

(2.21) (λ(α
(0)
1 ),µ(α

(0)
1 )) ∈ (A1), è λ1+ > D(0), åñëè 0 ∈ K.

Òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ � óñëîâèÿõ (2.14), (2.18)�(2.20) ïðè n→∞ èìååò ìåñòî
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

P

( N⋂
i=1

{Z([uin])−Z([ui−1n]) = xi}
)
∼
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(2.22)

ψ1(λ(α
(0)
1 ),µ1(α

(0)
1 ))

N∏
i=1

(ni)
− d

2C(α
(0)
1 , . . . ,α

(0)
N )C(α

(0)
N ) exp

{
−

N∑
i=1

niD(αi)

}
IZ(αN ),

ãäå

C(α
(0)
1 , . . . ,α

(0)
N ) :=

N−1∏
i=1

C(α
(0)
i ,α

(0)
i+1).

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå II ëåììû 2.1 äàåò îñíîâàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå
[ΠK ] "ïî÷òè íåîáõîäèìî" äëÿ òîãî, ÷òîáû ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðèðàùåíèé î.ï.â. èìåëà ôîðìó (2.22). Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå

îäíîðîäíîãî î.ï.â. ïðè N = 2. Ïóñòü âåêòîðû α = α
(0)
1 , β = α

(0)
2 = a òàêîâû,

÷òî

(λ(α
(0)
1 ), µ(α

(0)
1 )) ∈ (A), λ(α

(0)
1 ) > 0.

Òîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ îäíîìåðíûõ

ïðèðàùåíèé î.ï.â. ïðè α
(0)
1 èëè α

(0)
2 . Åñëè æå ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ëîêàëüíàÿ

ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ äâóìåðíûõ ïðèðàùåíèé î.ï.â. ïðè α
(0)
1 è α

(0)
2 (èíà÷å

ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2.22)), òî èç óòâåðæäåíèÿ II ëåììû 2.1 ñëåäóåò
ñ íåîáõîäèìîñòüþ, ÷òî

(2.23) (λ(α
(0)
1 ), µ(α

(0)
2 )) = (λ(α

(0)
1 ), 0) ∈ A.

Óñëîâèå (2.23) "íåìíîãî íå äîòÿãèâàåò"äî óñëîâèÿ

(λ(α
(0)
1 ), µ(α

(0)
2 )) = (λ(α

(0)
1 ), 0) ∈ (A),

âûïîëíåíèå êîòîðîãî â íàøåì ïðèìåðå âëå÷åò óñëîâèå [ΠK ] äëÿ K = {α(0)
1 }.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå [ΠK ] â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå "ïî÷òè íåîáõîäèìî"
äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.22).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óìåðåííî áîëüøèì óêëîíåíèÿì. Äëÿ ýòîãî áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ � óñëîâèÿõ (2.18)�(2.14), ïðèâåäåííûõ ïåðåä òåîðå-
ìîé 2.2 äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî

(2.24) α
(0)
1 = · · · = α(0)

N = a.

Ïîñêîëüêó (ñì. çàìå÷àíèå 2.2) óñëîâèå [Π{a}] è óñëîâèå äîïóñòèìîé íåîäíî-
ðîäíîñòè (2.21) ñëåäóþò èç óñëîâèÿ [C0], òî èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1. Â îáîçíà÷åíèÿõ � óñëîâèÿõ (2.18)�(2.14), (2.24) ïðè n → ∞
èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
(2.25)

P

( N⋂
i=1

{Z([uin])−Z([ui−1n]) = xi}
)
∼

N∏
i=1

(ni)
− d2 σ−N (2π)−

Nd
2 exp

{
−

N∑
i=1

niD(αi)

}
,

ãäå σ2 := |D′′(a)|−1.
Åñëè ïðè ýòîì

yi := xi − nia = o(n
2
3 ) ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , N}, n→∞,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.25) èìååò âèä

N∏
i=1

(ni)
− d2 σ−N (2π)−

Nd
2 exp

{
−

N∑
i=1

yiD
′′(a)yTi
2ni

}
.
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3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé.

3.1. Îïèñàíèå ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2. Èçëîæèì êðàòêî îñ-
íîâíûå èäåè è ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.2. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû èçëî-
æåíèÿ N = 2, d = 1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû áûëî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(3.1) Tν([u1n])+1 = [u1n] ï.í.,

òî Z([u1n]) è Z([u2n])−Z([u1n]) ÿâëÿëèñü áû íåçàâèñèìûìè î.ï.â. (íåîäíîðîä-
íûì è îäíîðîäíûì, ñîîòâåòñòâåííî) è íàø ðåçóëüòàò ñëåäîâàë áû íàïðÿìóþ èç
òåîðåìû 2.1 êàê ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé. Î÷åâèäíî, ÷òî
ðàâåíñòâî (3.1) íå âûïîëíåíî, ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèé Z([u1n]) è
Z([u2n]) − Z([u1n]) áóäóò çàâèñåòü îò âåëè÷èí íåäîñêîêà γ([u1n]) è ïåðåñêî-
êà χ([u1n]), ñì. ðèñóíîê 1. Òåì íå ìåíåå, äëÿ α1 = x1

n ∈ K, α2 = x2

n ∈ K è
ôèêñèðîâàííûõ k1 ≥ 1, k2 ≥ 0, y ∈ Z óäàåòñÿ ïîêàçàòü (ñì. ëåììó 3.2), ÷òî

P(Z([u1n]) = x1, Z([u2n])− Z([u1n]) = x2, Ak1,k2,y, ν([u1n]) ≥ 2) =

P(Z([u1n]− k1 + 1) = x1, γ([u1n]− k1 + 1) = 1, ν([u1n]− k1 + 1) ≥ 2)×
(3.2)
P(τ = k1 + k2, ζ = y)P(Z0([u2n]− k2) = x2 − y) =: P1(k1)P2(k1, k2, y)P3(k2, y),

ãäå

Ak1,k2,y := {γ([u1n]) = k1, χ([u1n]) = k2, ζν([u1n])+1 = y},
Z([u1n]− k1) è Z0([u2n]− k2) íåçàâèñèìûå íåîäíîðîäíûé è îäíîðîäíûé î.ï.â.,
ñîîòâåòñòâåííî (íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà Z([u1n]− k1 + 1) = Z3,
Z0([u2n]− k2) = Z6 − Z4, τ = T4 − T3).

Ðèñ. 1. Ïðèìåð òðàåêòîðèè îáîáùåííîãî ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ.

Çäåñü ν([u1n]) = T3, ν([u2n]) = T6, Z([u1n]) = Z3 = x1, Z([u2n]) −
Z([u1n]) = Z6 − Z3 = x2.

Äàëåå, ïðèìåíèâ ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû (âèä êîòîðîãî çàâèñèò îò òðàåêòîðèè), óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî (ñì. ëåììó
3.1)

P

(
Z([u1n]) = x1, Z([u2n])− Z([u1n]) = x2, max

1≤j≤ν([u2n])+1
|ξj | ≥ ln2 n

)
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≤ Cn4e
−

2∑
i=1

niD(αi)−δ ln2 n
.

Ýòà îöåíêà è òåîðåìà 2.1 âëåêóò ïðè n→∞ ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè

P1(k1) ∼ P(Z([u1n]− k1 + 1) = x1, γ([u1n]− k1 + 1) = 1) = P̃1(k1),

P(Z([u1n]) = x1, Z([u2n])− Z([u1n]) = x2) ∼
[ln2 n]∑
k1=1

[ln2 n]∑
k2=0

[ln2 n]∑
y=−[ln2 n]

P̃1(k1)P2(k1, k2, y)P3(k2, y).

Íàêîíåö, ïðèìåíèâ òåîðåìó 2.1 ê P̃1(k1), P3(k2, y) è ïðîèçâåäÿ ñóììèðîâàíèå,
çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Îáîçíà÷èì

~mN = (m1,m2, . . . ,mN ) := ([nu1], [nu2], . . . , [nuN ]) ∈ RN ,
~xN := (x1,x2, . . . ,xN ) ∈ ZdN ,

(3.3) A(~mN , ~xN ) :=

N⋂
i=1

{Z([uin])−Z([ui−1n]) = xi}.

~nN := (n1, n2, . . . , nN ) ∈ ZN+ , ~αN := (α1,α2, . . . ,αN ) ∈ RNd,

(3.4) D(~vN , ~αN ) :=
1

n

N∑
i=1

niD(αi),

ãäå

~vN :=

(
n1
n
,
n2
n
, . . . ,

nN
n

)
,

òàê ÷òî ïðè n→∞

~vN → ~v
(0)
N := (u1 − u0, u2 − u1, . . . , uN − uN−1).

Òîãäà ôîðìóëà (2.22) èìååò âèä

P(A(~mN , ~xN )),

à ñàìà ôîðìóëà (2.22) èìååò âèä

(3.5) P(A(~mN , ~xN )) ∼ 1

n
Nd
2

R(~uN , ~α
(0)
N )e−nD(~vN ,~αN ).

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà R(~uN , ~α
(0)
N ) èìååò âèä

R(~uN , ~α
(0)
N ) :=

N∏
i=1

(vi)
− d2ψ1(λ(α

(0)
1 ),µ1(α

(0)
1 ))

N−1∏
j=1

C(α
(0)
j ,α

(0)
j+1)C(α

(0)
N )IZ(α

(0)
N ).

Òàêæå â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

D(~vN , ~αN ) = D(~v
(0)
N , ~α

(0)
N ).

Ïîýòîìó èç (3.5) âûòåêàåò ãðóáûé ðåçóëüòàò (ò.å. ðåçóëüòàò î ëîãàðèôìè÷åñêîé
àñèìïòîòèêå)

lim
n→∞

1

n
lnP(A(~mN , ~xN )) = −D(~v

(0)
N , ~α

(0)
N ).

Îáîçíà÷èì
ν+ := ν([uNn]) + 1
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÷èñëî âåêòîðîâ ξj , êîòîðûå "çàíÿòû"â îïðåäåëåíèè ñîáûòèÿ A(~mN , ~xN ). Î÷å-
âèäíî, ÷òî

ν+ ≤ [uNn] + 2.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 ëåæèò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ
êîíñòàíò C <∞, δ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(3.6) P

(
A(~mN , ~xN ), max

1≤j≤mN+2
|ξj | ≥ ln2 n

)
≤ Cn2Ne−nD(~vN ,~αN )−δ ln2 n.

Ëåììó 3.1 ìû äîêàæåì â ðàçäåëå 3.3, à ñåé÷àñ íà áàçå ýòîé ëåììû îñóùå-
ñòâèì

3.3. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 2.2 èñïîëüçóåò ìåòîäû, êîòîðûå "ìàëî çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè
d ≥ 1 è îò ÷èñëà N ≥ 2 ïðèðàùåíèé èçó÷àåìîãî ïðîöåññà." Ïîýòîìó äëÿ ïðî-
ñòîòû èçëîæåíèÿ íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé d = 1 (è òîãäà íå íóæíî
èñïîëüçîâàòü ïîëóæèðíûå áóêâû) è N = 2. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
òåîðåìû 2.2 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ôèêñèðóåì íàáîðû

0 = u0 < u1 < u2 <∞, α
(0)
1 ∈ Z, α

(0)
2 ∈ Z.

Îáîçíà÷èì äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 1

n1 := [u1n], n2 := [u2n]− n1, x1 = x1(n) ∈ Z, x2 = x2(n) ∈ Z,

α1 :=
x1
n1
, α2 :=

x2
n2
,

è ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

αi = α
(0)
i , äëÿ i = 1, 2.

Äëÿ α, β ∈ R îáîçíà÷èì

C(α, β) := C(α)

∞∑
m=1

eλ(α)mE(eλ(β)τ+µ(β)ζ , τ ≥ m),

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìà 2.2 äëÿ d = 1 è N = 2 èìååò âèä:

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå [ΠK ], óñëîâèå äîïóñòèìîé íåîäíî-
ðîäíîñòè

(λ(α
(0)
1 ), µ(α

(0)
1 )) ∈ (A1), è λ1+ > D(0), åñëè 0 ∈ K.

Òîãäà (â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèâåäåííûõ ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû) ïðè n→
∞ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

P(Z([u1n]) = x1, Z([u2n])− Z([u1n]) = x2}) ∼

(3.7)
1

√
n1n2

ψ1(λ(α
(0)
1 ), µ1(α

(0)
1 ))C(α

(0)
1 , α

(0)
2 )C(α

(0)
2 )IZ(α2)e

−n1D(α1)−n2D(α2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ (3.3), (3.4), êîòîðûå èñ-
ïîëüçîâàëèñü â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 3.1. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèå
(3.7), êîòîðîå ìû äîêàçûâàåì, èìååò âèä
(3.8)

P(A(~m2, ~x2)) ∼
1

√
n1n2

ψ1(λ(α
(0)
1 ), µ1(α

(0)
1 ))C(α

(0)
1 , α

(0)
2 )C(α

(0)
2 )e−nD(~v2,~α2)IZ(α2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

γm1
:= m1 − Tν(m1), χm1

:= Tν(m1)+1 −m1

âåëè÷èíû íåäîñêîêà è ïåðåñêîêà ÷åðåç óðîâåíü m1 := [u1n], ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

τ∗ := τν1+1 = γm1
+ χm1

, ãäå ν1 := ν(m1).

Îáîçíà÷èì ζ∗ := ζν1+1.
Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.1 è ëåììû 3.1 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò

(â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèâåäåííûõ âûøå)

Ñëåäñòâèå 3.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 äëÿ 0 ≤ k1 ≤ ln2 n ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðè n→∞ ïðåäñòàâëåíèÿ:

P(Z(n1 − k1 + 1) = x1, γ(n1 − k1 + 1) = 1, ν1 ≥ 1) =

(3.9) ψ1(λ(α1), µ(α1))
C(α1)√
n1

e−(n1−k1+1)D
(

x1
n1−k1+1

)
eλ(α1)(1 + o(1)),

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí o(1) = εn(k1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

lim
n→∞

sup
1≤k1≤ln2 n

|εn(k1)| = 0;

(3.10) P(Z0(n2 − k2) = x2 − y) =
C(α2)√
n2

e−(n2−k2)D
(
x2−y
n2−k2

)
IZ(α2)(1 + o(1)),

ãäå Z0(n) � îäíîðîäíûé î.ï.â., îïðåäåëÿåìûé ñ.â. ξ = (τ, ζ) è ãäå îñòàòî÷íûé
÷ëåí o(1) = εn(k2, y) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

lim
n→∞

sup
1≤k2≤ln2 n, y∈Z, |y|≤ln2 n

|εn(k2, y)| = 0.

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó ëåììû 3.1 ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 3.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòî-
òè÷åñêèå ïðè n→∞ ðàâåíñòâà

(3.11) P(A(~m2, ~x2),max{γm1
, χm1

, |ζ∗|} ≥ ln2 n) = O(e−n1D(α1)−n2D(α2)−δ ln2 n);

(3.12) P(A(~m2, ~x2), ν1 = 1) = O(e−n1D(α1)−n2D(α2)−δ ln2 n).

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.8) íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ ôîðìóëó

Pn := P(A(~m2, ~x2), max{γm1 , χm1 , |ζ∗|} ≤ ln2 n, ν1 ≥ 2) ∼

(3.13)
1

√
n1n2

ψ1(λ(α
(0)
1 ), µ1(α

(0)
1 ))C(α

(0)
1 , α

(0)
2 )C(α

(0)
2 )IZ(α2)e

−nD(~v2,~α2).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:
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Ëåììà 3.2. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ

k1 ≥ 1, k2 ≥ 0, y ∈ Z

èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

P(A(~m2, ~x2), γm1
= k1, χm1

= k2, ζ
∗ = y, ν1 ≥ 2) =

(3.14) P(Z(n1 − k1 + 1) = x1, γ(n1 − k1 + 1) = 1, ν(n1 − k1 + 1) ≥ 2)×

P(τ = k1 + k2, ζ = y)P(Z0(n2 − k2) = x2 − y),
â êîòîðîé ÷åðåç Z0(n) îáîçíà÷åí îäíîðîäíûé î.ï.â., ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñ.â. ξ = (τ, ζ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ

k1 ≥ 1, k2 ≥ 0, y ∈ Z, r ≥ 2

ðàññìîòðèì ñîáûòèå

En(k1, k2, y, r) := {A(~m2, ~x2), γm1 = k1, χm1 = k2, ζ
∗ = y, ν1 = r} =

{Z(n1) = x1, Z(n2)− Z(n1) = x2, γm1
= k1, χm1

= k2, ζ
∗ = y, ν1 = r}.

Äëÿ êàæäîãî r ≥ 2 îïðåäåëèì (íàðÿäó ñ {ξi}i≥1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ
(r)
i }i≥1

íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, ïîëîæèâ

ξ
(r)
i := ξr+1+i = (τr+1+i, ζr+1+i).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû {ξ1, ξ2 . . . , ξr+1} è {ξ
(r)
i }i≥1 � íåçàâèñèìû. Ïî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {ξ(r)i }i≥1 "ñòàíäàðòíûì îáðàçîì" ïîñòðîèì îäíîðîäíûé î.ï.â.

Z
(r)
0 (n). Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì {ξ(0)i }i≥1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåêòîðîâ, èìåþùèõ îáùåå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåêòîðîì ξ = (τ, ζ) è íå çà-

âèñÿùóþ îò {ξi}i≥1. Îäíîðîäíûé î.ï.â., ïîñòðîåííûé ïî {ξ
(0)
i }i≥1, îáîçíà÷èì

Z0(n). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïàðû ïðîöåññîâ Z0(·), Z(r)
0 (·) íåçàâèñèìû ïðè ëþáîì

r ≥ 2.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà (3.14). Îáðàùàÿñü íåïîñðåä-

ñòâåííî ê îïðåäåëåíèþ î.ï.â., íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîáûòèå En(k1, k2, y, r)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ñîáûòèé:

(3.15) En(k1, k2, y, r) = E(1)
n (k1, r) ∩ E(2)

n (k1, k2, y, r) ∩ E(3)
n (k2, y, r),

ãäå

E(1)
n (k1, r) := {Z(n1 − k1 + 1) = x1, γ(n1 − k1 + 1) = 1, ν(n1 − k1 + 1) = r},

E(2)
n (k1, k2, y, r) := {τr+1 = k1 + k2, ζr+1 = y},

E(3)
n (k2, y, r) := {Z(r)

0 (n2 − k2) = x2 − y}.
Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè (3.15), íåçàâèñèìû
â ñîâîêóïíîñòè, ïîëó÷àåì

(3.16) P(En(k1, k2, y, r)) = P(E(1)
n (k1, r))P(E(2)

n (k1, k2, y, r))P(E(3)
n (k2, y, r)),

à ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòè P(E
(2)
n (k1, k2, y, r)) è P(E

(3)
n (k2, y, r)) íå çàâèñÿò îò

ïàðàìåòðà r ≥ 2, òî èç (3.16) âûâîäèì

(3.17) P(En(k1, k2, y, r)) = P(E(1)
n (k1, r))P(E(2)

n (k1, k2, y))P(E(3)
n (k2, y)),
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ãäå

E(2)
n (k1, k2, y) := {τ = k1 + k2, ζ = y},

E(3)
n (k2, y) := {Z0(n2 − k2) = x2 − y}.

Ñóììèðóÿ íàêîíåö ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (3.17) ïî r ≥ 2, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
òîæäåñòâî (3.14). Ëåììà 3.2 äîêàçàíà. �

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1. Ïóñòü

Kn := {(k1, k2, y) ∈ Z3 : 1 ≤ k1 ≤ ln2 n, 0 ≤ k2 ≤ ln2 n, − ln2 n ≤ y ≤ ln2 n}.

Â ñèëó ëåììû 3.2, óòâåðæäåíèé òåîðåìû 2.1 è ñëåäñòâèÿ 3.1 èìååì ñîîòíîøåíèå

Pn = P(A(~m2, ~x2), max{γm1
, χm1

, |ζ∗|} ≤ ln2 n, ν1 ≥ 2)

=

[ln2 n]∑
k1=1

[ln2 n]∑
k2=0

[ln2 n]∑
y=−[ln2 n]

P(τ = k1 + k2, ζ = y)×

ψ1(λ(α1), µ(α1))
C(α1)√
n1

e−(n1−k1+1)D
(

x1
n1−k1+1

)
+λ(α1)×

C(α2)√
n2

e−(n2−k2)D
(
x2−y
n2−k2

)
IZ(α2)(1 + o(1)),

â êîòîðîì îñòàòî÷íûé ÷ëåí o(1) = εn(k1, k2, y) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(3.18) lim
n→∞

sup
(k1,k2,y)∈Kn

|εn(k1, k2, y)| = 0.

Èñïîëüçóÿ äàëåå ôîðìóëó Òåéëîðà (ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà),
ïîëó÷àåì

(n1−k1+1)D

(
x1

n1 − k1 + 1

)
−n1D

(
x1
n1

)
+(n2−k2)D

(
x2 − y
n2 − k2

)
−n2D

(
x2
n2

)
=

−λ(α1)k1 + λ(α1)− λ(α2)k2 − µ(α2)y + o(1)

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí o(1) = εn(k1, k2, y) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3.18).
Ïîýòîìó ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå (ñðàâíè ñ (3.13))

Pn =
1

√
n1n2

ψ1(λ(α1), µ1(α1))Cn(α1, α2)C(α2) exp{−nD(~v2, ~α2)}IZ(α2)(1+o(1)),

â êîòîðîì

Cn(α1, α2) := C(α1)
∑

(k1,k2,y)∈Kn

eλ(α1)k1+λ(α2)k2+µ(α2)yP(τ = k1 + k2, ζ = y).

Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1, ò.å. â ñèëó óñëîâèÿ [ΠK ] ïðè n→∞ èìåþò

ìåñòî ñõîäèìîñòü C(α2)→ C(α
(0)
2 ) è ìàæîðèðóåìàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

Cn(α1, α2)→ C(α
(0)
1 , α

(0)
2 ),

ãäå

C(α
(0)
1 , α

(0)
2 ) = C(α

(0)
1 )

∑
k1≥1, k2≥0, y∈Z

eλ(α
(0)
1 )k1+λ(α

(0)
2 )k2+µ(α

(0)
2 )yP(τ = k1+k2, ζ = y),

òî ôîðìóëà (3.13) óñòàíîâëåíà. Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà. �
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3.4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

~kN = (k1, k2, . . . , kN ) ∈ ZN+ , ZN+ := Z+ × Z+ × · · · × Z+, Z+ := 0 ∪ N,

B(~kN ) := {ν([uin])− ν([ui−1n]) = ki, i = 1, . . . , N}.
Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñîáûòèÿ B(~kN ) ïðè ðàçíûõ ~kN ∈ ZN+ íå ïåðåñåêàþòñÿ
è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

A(~mN , ~xN ) =
⋃

~kN∈ZN+

A(~mN , ~xN ) ∩B(~kN ).

Íà êàæäîì ñîáûòèè A(~mN , ~xN ) ∩ B(~kN ) ðàñïðåäåëåíèå êàæäîãî ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ξj , 1 ≤ j ≤ ν+ ïîäâåðãíåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ

P(ξ̂j ∈ ·) :=
1

ψj(λ,µ)
E(eλτj+µζj ; ξj ∈ ·),

ãäå ψj(λ,µ) := E(eλτj+µζj ), äëÿ êîòîðîãî âåêòîðû (λj ,µj) ∈ (A) ∩ (A1) áóäóò
âûáðàíû íèæå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ C áóäåì èìåòü

P(A(~mN , ~xN ) ∩ C) = e−nD(~vN ,~αN )E(enD(~vN ,~αN ), A(~mN , ~xN ) ∩ C)

(3.19) = e−nD(~vN ,~αN )
∑

~kN∈ZN+

E(enD(~vN ,~αN ), A(~mN , ~xN ) ∩B(~kN ) ∩ C).

Ïàðàìåòðû (λj ,µj) äëÿ êàæäîãî ~kN ∈ ZN+ íà ñîáûòèè

(3.20) A(~mN , ~xN ) ∩B(~kN )

ìû áóäåì âûáèðàòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî íà ñîáûòèè (3.20)

nD(~vN , ~αN ) =

N∑
i=1

niλ(αi) +

N∑
i=1

µ(αi)xi =

N∑
i=1

niλ(αi) +

N∑
i=1

µ(αi)(Zνi −Zνi−1
) =: nDλ(~vN , ~αN ) + nDµ(~vN , ~αN ),

ãäå νi := ν(mi) äëÿ i = 0, 1, . . . , N . Ïîýòîìó, åñëè j ∈ {1, . . . , νN} òàêîâî, ÷òî
νi−1 < j ≤ νi,

òî ïîëîæèì µj = µ(αi). Äëÿ j = νN + 1 ïîëîæèì µνN+1 = µ(a) = 0. Òàêîé
âûáîð ïðèâîäèò íà ñîáûòèè (3.20) ê ðàâåíñòâó

(3.21) nDµ(~vN , ~αN ) =

νN+1∑
j=1

µjζj .

×òîáû ïðîäîëæèòü äîêàçàòåëüñòâî íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü ñïåöèàëüíûì îá-
ðàçîì ïàðàìåòðû λj äëÿ j ∈ {1, . . . , νN + 1} òàê, ÷òîáû íà ñîáûòèè (3.20) âû-
ïîëíÿëîñü

(3.22) nDλ(~vN , ~αN ) ≤
νN+1∑
j=1

λjτj .

Äëÿ i ∈ {1, . . . , N} áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî j ∈ Ji, åñëè
Tj−1 ∈ [mi−1, mi − 1] è Tj ∈ [mi−1, mi − 1].
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Äëÿ j ∈ Ji ïîëîæèì λj := λ(αi).
Òå ïàðàìåòðû j ∈ J := {1, 2, . . . , νN+1}, êîòîðûå íå ïîïàëè â Ji äëÿ êàêîãî �

íèáóäü i ≤ N îòíåñåì ê êëàññó JN+1:

JN+1 := J \
N⋃
i=1

Ji.

Åñëè j ∈ JN+1, òî ïîëîæèì λj := λ∗K .
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , N} âûïîëíÿåòñÿ

(3.23) ni =
∑
j∈Ji

τj + ni −
∑
j∈Ji

τj .

Íàïîìíèì, ÷òî âñåãäà

(3.24) max
1≤i≤N

λ(αi) ≤ λ∗K , 0 = λ(a) ≤ λ∗K .

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå λj âûïîëíÿåòñÿ (3.22). Èç ñîîòíîøåíèé (3.23),
(3.24) ñëåäóåò

(3.25) λ(αi)ni ≤
∑
j∈Ji

λjτj + λ∗K

[
ni −

∑
j∈Ji

τj

]
.

Âûïîëíèâ â (3.23) ñóììèðîâàíèå ïî i, ïîëó÷àåì

(3.26) nDλ(~vN , ~αN ) ≤
N∑
i=1

∑
j∈Ji

λjτj + λ∗K

[
mN −

N∑
i=1

∑
j∈Ji

τj

]
.

Ïîñêîëüêó

mN ≤
∑

1≤j≤νN+1

τj =
∑
j∈J

τj = TνN+1,

òî

mN −
N∑
i+1

∑
j∈Ji

τj ≤
∑

j∈JN+1

τj ,

è èç (3.26) è òîãî ôàêòà, ÷òî λ∗K ≥ 0 âûòåêàåò

nDλ(~vN , ~αN ) ≤
∑

j∈
⋃

1≤i≤N
Ji

λjτj + λ∗K
∑

j∈JN+1

τj .

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûå íàì ïàðàìåòðû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî (3.22), íàéäåíû.

Èç (3.21), (3.22) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(3.27) nD(~vN , ~αN ) ≤
νN+1∑
j=1

λjτj + µjζj .

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.27) è ôîðìóëó (3.19), ïîëó÷àåì

P(A(~mN , ~xN ) ∩ C) ≤

e−nD(~vN ,~αN )
∑

~kN∈ZN+

E

(
exp

{ νN+1∑
j=1

λjτj + µjζj

}
, A(~mN , ~xN ) ∩B(~kN ) ∩ C

)
.
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Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå

E

(
exp

{ νN+1∑
j=1

λjτj + µjζj

}
, A(~mN , ~xN ) ∩B(~kN ) ∩ C

)
è çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî òåõ j ∈ {1, . . . , νN + 1}, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð (λj ,µj) íå
ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì èç íàáîðà

{(λ(α1),µ(α1)), . . . , (λ(αN ),µ(αN ))}
íå ïðåâûøàåò N . Ïîýòîìó, âûïîëíÿÿ ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì (λj ,µj) àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèðàùåíèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ξj =

(τj , ζj) è îáîçíà÷àÿ ïðåîáðàçîâàííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ξ̂j = (τ̂j , ζ̂j), ïîëó÷à-
åì

E

(
exp

{ νN+1∑
j=1

λjτj + µjζj

}
; A(~mN , ~xN ) ∩B(~kN ) ∩ C

)
=

ψ1(λ1,µ1)

k1+···+kN+1∏
j=2

ψ(λj ,µj)P(Â(~mN , ~xN ) ∩ B̂(~kN ) ∩ Ĉ),

ãäå ñîáûòèÿ Â(~mN , ~xN ), B̂(~kN ), Ĉ åñòü ñîáûòèÿ A(~mN , ~xN ), B(~kN ), C äëÿ ïðå-

îáðàçîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ̂j = (τ̂j , ζ̂j). Ïîñêîëüêó

ψ(λj ,µj) = 1

äëÿ âñåõ j ∈ {2, 3, . . . , k1 + · · ·+ kN + 1} çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì N øòóê,
òî â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 2.2 èìååì äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n òàêóþ
îöåíêó

ψ1(λ1,µ1)

k1+···+kN+1∏
j=2

ψ(λj ,µj) ≤ RN+1,

ãäå êîíñòàíòàR <∞ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ~kN ∈ ZN+ . Âûáèðàÿ äàëåå ñîáûòèå
C íóæíûì îáðàçîì:

C :=

{
max

1≤j≤[uNn]+1
|ξj | ≥ ln2 n

}
,

è çàìå÷àÿ, ÷òî ÷èñëî r ðàçëè÷íûõ ïðèðàùåíèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ξ̂j êîíå÷íî
è íå áîëåå 2N + 2, è âñå ýòè ñëó÷àéíûå âåêòîðû óäîâëåòâîðÿþò ðàâíîìåðíîìó
ïî n óñëîâèþ Êðàìåðà [C0], ïîëó÷àåì

P(Â(~mN , ~xN ) ∩ B̂(~kN ) ∩ Ĉ) =

P

(
Â(~mN , ~xN ) ∩ B̂(~kN ) ∩

{
max

1≤j≤[uNn]+1
|ξ̂j | ≥ ln2 n

})
≤ ([uNn] + 1)C1e

−δ ln2 n,

ãäå ïàðàìåòðû C1 < ∞ è δ > 0 íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ~kN ∈ ZN+ . Ïîñêîëüêó
÷èñëî ïàðàìåòðîâ ~kN ∈ ZN+ , äëÿ êîòîðûõ ñîáûòèå Â(~mN , ~xN )∩ B̂(~kN ) íå ïóñòî

íå ïðåâûøàåò ÷èñëà [uNn]
N , òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

P(A(~mN , ~xN ) ∩ C) ≤ RN+1
1 [uNn]

N exp{−nD(~vN , ~αN )− δ ln2 n},
ãäå R1 <∞. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Å.È. Ïðîêîïåíêî çà öåííûå ñîâåòû, êîòîðûå ïîìîãëè
óëó÷øèòü èçëîæåíèå.
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