
S e©MR ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru

Òîì 17, ñòð. 1730�1740 (2020) ÓÄÊ 510.67, 519.151

DOI 10.33048/semi.2020.17.118 MSC 03C48, 05B35

ÎÁ ÀÊÑÈÎÌÀÒÈÇÈÐÓÅÌÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÀ ÔÈÍÈÒÀÐÍÛÕ

ÌÀÒÐÎÈÄÎÂ È ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÈÕ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÉ

ÒÅÎÐÈÈ

À.Â. ÈËÜÅÂ, Â.Ï. ÈËÜÅÂ

Abstract. In the paper, �nitary matroids are studied by means of
the model theory. It is shown that the class of �nitary matroids is
nonaxiomatizable. Decidability of the universal theory of this class is
proved.
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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè è àëãîðèòìè÷åñêîé ðàç-
ðåøèìîñòè óíèâåðñàëüíîé òåîðèè êëàññà ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ, ðàññìàòðè-
âàåìûõ êàê àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.

Àáñòðàêòíûé êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L � ýòî òàêîå ñåìåéñòâî
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáîé L-ñèñòåìîé ñîäåðæèò âñå èçî-
ìîðôíûå åé L-ñèñòåìû. Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òàêèå
êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïðåäëîæåíèå � ýòî ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ñîâî-
êóïíîñòü Th(K) âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà L, èñòèííûõ âî âñåõ L-ñèñòåìàõ èç
êëàññà K, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé êëàññà K.

Äâå L-ñèñòåìû A1 è A2 íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
âñÿêîå ïðåäëîæåíèå ϕ ÿçûêà L èñòèííî â A1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì â A2.

Il'ev, A.V., Il'ev, V.P., On axiomatizability of the class of finitary matroids and

decidability of their universal theory.
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Êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì àêñèîìàòèçèðóåì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Z ÿçûêà L, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ L-ñèñòåìà A ïðèíàäëå-
æèò K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ïðåäëîæåíèå ϕ ∈ Z èñòèííî â A.
Ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Z íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì àêñèîì äëÿ K.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé èëè ∀-ôîðìóëîé, åñëè ϕ = ∀x1 . . . ∀xk ψ,
ãäå ψ � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà. Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, åñëè îíà
âêëþ÷àåò òîëüêî ïðåäëîæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ óíèâåðñàëüíûìè ôîðìóëàìè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ëþáîé òåîðèè ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå èìååò âîïðîñ îá
åå àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè. Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ ϕ ÿçûêà L îòâåòèòü
íà âîïðîñ: ïðèíàäëåæèò èëè íåò ϕ ýòîé òåîðèè. Óñòàíîâëåíèå ðàçðåøèìîñòè
òåîðèè êëàññà K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðèíöèïè-
àëüíîé âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ èñ÷åðïûâàþùåãî ïåðå÷íÿ ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ
âñåì ñèñòåìàì êëàññà K.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî êëàññ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ íå ÿâëÿåòñÿ
àêñèîìàòèçèðóåìûì, îäíàêî ñóùåñòâóþò åãî àêñèîìàòèçèðóåìûå ïîäêëàññû.
Ïðèìåðîì àêñèîìàòèçèðóåìîãî êëàññà ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ
ìàòðîèäîâ ðàçáèåíèé áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè â ôèíè-
òàðíîì ìàòðîèäå èìåþòñÿ áåñêîíå÷íûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà, òî äëÿ êàæäî-
ãî êîíå÷íîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùåå åãî áåñêîíå÷íîå
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Êðîìå òîãî, ëþáîé ìàòðîèä êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ
ïîäìàòðîèäîì íåêîòîðîãî ôèíèòàðíîãî ìàòðîèäà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà. Ñ ïîìî-
ùüþ ýòèõ ôàêòîâ äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ôèíèòàðíûõ
ìàòðîèäîâ.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ôèëüòð íàä íåïóñòûì ìíîæåñòâîì I � ýòî íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü F ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà I, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1) ∅ 6∈ F ;
2) åñëè X ∈ F , X ⊆ Y ⊆ I, òî Y ∈ F ;
3) åñëè X, Y ∈ F , òî X ∩ Y ∈ F .
Ïóñòü I � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè |I| = α > ℵ0. Òîãäà ñåìåéñòâî

ìíîæåñòâ X ⊆ I òàêèõ, ÷òî |I \X| < α, ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì è íàçûâàåòñÿ ôèëü-
òðîì Ôðåøå. Ïðèìåðîì ôèëüòðà Ôðåøå íàä N ÿâëÿåòñÿ ôèëüòð, ñîñòîÿùèé
èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ N, äîïîëíåíèÿ êîòîðûõ êîíå÷íû.

Óëüòðàôèëüòðîì íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ôèëüòð, ò. å. ôèëüòð, íå ñîäåð-
æàùèéñÿ íè â êàêîì îòëè÷íîì îò íåãî ôèëüòðå.

Ëåììà 1. [2] Äëÿ êàæäîãî ôèëüòðà íàä I ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé åãî óëü-
òðàôèëüòð íàä I.

Ëåììà 2. [2] Ôèëüòð F íàä I ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî X ⊆ I ëèáî X ∈ F , ëèáî I \X ∈ F .

Ïóñòü {Ai = 〈Ai,L〉 | i ∈ I} � ñåìåéñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà
L = R ∪ F, ãäå R� ìíîæåñòâî ïðåäèêàòíûõ, à F� ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ.

Äåêàðòîâûì èëè ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà L-ñèñòåì {Ai} íàçûâà-
åòñÿ L-ñèñòåìà A =

∏
i∈I
Ai = 〈A,L〉, ãäå A � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îñíîâíûõ

ìíîæåñòâ Ai, à ïðåäèêàòû è ôóíêöèè íà A çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè:
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1) Ps(a1, . . . , ans
) èñòèííî âA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ps(a1(i), . . . , ans

(i))
èñòèííî âAi äëÿ ëþáîãî i ∈ I (a1, . . . , ans ∈ A, Ps ∈ R� ns-ìåñòíûé ïðåäèêàò);

2) ft(a1, . . . , amt) åñòü ýëåìåíò a äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A ñ êîîðäèíàòàìè
a(i) = ft(a1(i), . . . , amt

(i)) ∈ Ai äëÿ ëþáîãî i ∈ I (a1, . . . , amt
∈ A, ft ∈ F �

mt-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ).

Ïóñòü F � ôèëüòð íàä I 6= ∅. Îòíîøåíèå

a ≡F b⇔ {i ∈ I | a(i) = b(i)} ∈ F (a, b ∈ A)

åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå A =
∏
i∈I

Ai L-ñèñòåìû

A =
∏
i∈I
Ai. Ïóñòü a/F = {b ∈ A | a ≡F b} � ñìåæíûé êëàññ ïî ýòîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A, è A/F = {a/F | a ∈ A}.
Ôèëüòðîâàííîå ïî ôèëüòðó F ïðîèçâåäåíèå L-ñèñòåì Ai (i ∈ I) � ýòî L-

ñèñòåìà A/F = 〈A/F , L〉, â êîòîðîé
1) Ps(a1/F , . . . , ans

/F) èñòèííî â A/F ⇐⇒ {i ∈ I | Ps(a1(i), . . . , ans
(i)) èñ-

òèííî â Ai} ∈ F (Ps ∈ R);
2) ft(a1/F , . . . , amt/F) = a/F ⇐⇒ {i ∈ I | ft(a1(i), . . . , amt(i)) = a(i)} ∈ F

(ft ∈ F).
L-ñèñòåìû Ai (i ∈ I) íàçûâàþòñÿ ñîìíîæèòåëÿìè ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Åñëè F � óëüòðàôèëüòð íàä I, òî ôèëüòðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå A/F íàçû-
âàåòñÿ óëüòðàïðîèçâåäåíèåì L-ñèñòåì Ai (i ∈ I).

Òåîðåìà 1 (Ëîñü). [2] Ïðåäëîæåíèå ϕ ÿçûêà L èñòèííî â óëüòðàïðîèçâå-
äåíèè A/F L-ñèñòåì Ai (i ∈ I) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî
íîìåðîâ ñîìíîæèòåëåé, â êîòîðûõ ïðåäëîæåíèå ϕ èñòèííî, ïðèíàäëåæèò
óëüòðàôèëüòðó F .

Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî óëüòðàïðîèçâåäåíèé âìåñòå ñ çàìêíóòîñòüþ îò-
íîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ àêñè-
îìàòèçèðóåìîñòè êëàññà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 2 (Êðèòåðèé àêñèîìàòèçèðóåìîñòè). [2] Êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì àêñèîìàòèçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è óëüòðàïðîèçâåäåíèé.

2. Íåàêñèîìàòèçèðóåìîñòü êëàññà ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ

Ïîíÿòèå ìàòðîèäà âïåðâûå áûëî ââåäåíî Óèòíè â 1935 ãîäó è îõâàòûâàëî
òîëüêî êîíå÷íûé ñëó÷àé [5].

Ìàòðîèä � ýòî ïàðàM = (U, I), ãäå U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, I �
íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ íåçàâèñèìûìè, îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè:

(I1) åñëè A ∈ I, B ⊆ A, òî B ∈ I (íàñëåäñòâåííîñòü);
(I2) äëÿ ëþáûõ A,B ∈ I òàêèõ, ÷òî |A| < |B|, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ B \A,

äëÿ êîòîðîãî A ∪ {b} ∈ I (ïîïîëíåíèå).
Ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A ⊆ U íàçûâàþòñÿ

áàçàìè ìíîæåñòâà A. Èçâåñòíî, ÷òî â ìàòðîèäå âñå áàçû ëþáîãî ìíîæåñòâà
ðàâíîìîùíû [1].

Ðàíãîì r(A) ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü ëþáîé áàçû ìíîæåñòâà A.
×èñëî r(M) = r(U) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðîèäàM.
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Ìàòðîèä êîíå÷íîãî ðàíãà � ýòî ïàðà M = (U, I), ãäå U � íåïóñòîå (âîç-
ìîæíî, áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî, I � íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî íåçàâèñèìûõ ïîä-
ìíîæåñòâ, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè (I1), (I2), ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N,
÷òî |I| ≤ n äëÿ âñåõ I ∈ I.

Äàëåå ðàññìîòðèì êëàññ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ, ñîäåðæàùèé êëàññ ìàòðî-
èäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà â êà÷åñòâå ïîäêëàññà, à òàêæå ìàòðîèäû áåñêîíå÷íîãî
ðàíãà.

Ôèíèòàðíûé ìàòðîèä � ýòî ïàðàM = (U, I), ãäå U �íåïóñòîå ìíîæåñòâî,
I �íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

(I1) åñëè A ∈ I, B ⊆ A, òî B ∈ I;
(I2) äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâA,B ∈ I òàêèõ, ÷òî |A| < |B|, ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò b ∈ B \A, äëÿ êîòîðîãî A ∪ {b} ∈ I;
(I3) A ∈ I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ∈ I äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ

B ⊆ A.
Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êëàññ ìàòðîèäîâ ðàíãà, íå áîëüøåãî ôèêñè-

ðîâàííîãî k ∈ N, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ∀-àêñèîìàòèçèðóåìûì, à êëàññ ìàòðîèäîâ
êîíå÷íîãî ðàíãà íå ÿâëÿåòñÿ àêñèîìàòèçèðóåìûì [3]. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëñÿ
ÿçûê LI = 〈I0, I1, I2, . . . ,=〉, ñîñòîÿùèé èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ íåçà-
âèñèìîñòè, ìåñòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ åãî ïîðÿäêîâûì íîìå-
ðîì, è ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà, ïðè÷åì ïðåäèêàòû íåçàâèñèìîñòè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì íåóïîðÿäî÷åííîñòè è íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ, íàñëåäñòâåííîñòè
è ïîïîëíåíèÿ:

(M1) ∀x1 . . . ∀xn [In(x1, . . . , xn)→
∧
π
In(π(x1), . . . , π(xn))], ãäå π � ëþáàÿ ïå-

ðåñòàíîâêà x1, . . . , xn, n ∈ N;
(M2) ∀x1 . . . ∀xn [In(x1, . . . , xn)→

∧
s6=t

(xs 6= xt)], n ∈ N;

(M3) ∀x1 . . . ∀xn [(In(x1, . . . , xn)→ In−1(x2, . . . , xn)∧. . .∧ In−1(x1, . . . , xn−1)) ∧
∧ I0], n ∈ N;

(M4) ∀x1 . . . ∀xn ∀y1 . . . ∀yn+1 [In(x1, . . . , xn) ∧ In+1(y1, . . . , yn+1) →
→

∨
q∈{1,...,n+1}

In+1(x1, . . . , xn, yq)], n ∈ N.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ìîæíî ëè àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì àêñèîìàòèçèðîâàòü êëàññ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ, ðàññìîòðåâ ÿçûê
L = 〈I0, I1, I2, . . . , I∞0 , I∞1 , I∞2 , . . . ,=〉, ñîñòîÿùèé èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðåäè-
êàòîâ, ìåñòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ åãî ïîðÿäêîâûì íîìåðîì,
à òàêæå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà. Ïðåäèêàò In(x1, . . . , xn) îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåí-
òû x1, . . . , xn îáðàçóþò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè n, è óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìàì íåóïîðÿäî÷åííîñòè è íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ, íàñëåäñòâåííîñòè è
ïîïîëíåíèÿ, à ïðåäèêàò I∞n (x1, . . . , xn) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíòû x1, . . . , xn.

Ïðèìåðîì àêñèîìàòèçèðóåìîãî êëàññà ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ
ìàòðîèäîâ ðàçáèåíèé áåñêîíå÷íîãî ðàíãà.

Ïóñòü P = {U1, U2, . . .} � ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà U , ò. å.
∞⋃
i=1

Ui = U

è Ui ∩ Uj = ∅ äëÿ ëþáûõ i 6= j. Ïàðà M = (U, IP ) íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì
ðàçáèåíèÿ P ìíîæåñòâà U , åñëè ñåìåéñòâî IP åãî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) IP = {I ⊆ U
∣∣ |I ∩ Ui| ≤ 1 äëÿ ëþáîãî Ui ∈ P}.
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé ìàòðîèä ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôèíèòàðíûì.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ôèíèòàðíûé ìàòðîèä M = (U, I), îáëàäàþùèé ñâîé-

ñòâàìè:
(P1) äëÿ ëþáîãî x ∈ U ìíîæåñòâî {x} ∈ I;
(P2) äëÿ ëþáûõ x1, x2, x3 ∈ U åñëè {x1, x2} 6∈ I è {x2, x3} 6∈ I, òî {x1, x3} 6∈ I.
Îïðåäåëèì äëÿ ìàòðîèäàM = (U, I) ñåìåéñòâî P ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2) P = {Ui ⊆ U
∣∣ ∀u ∈ Ui ∀v 6= u v ∈ Ui åñëè è òîëüêî åñëè {u, v} 6∈ I}.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò íàì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìàòðîèäà ðàçáèå-
íèÿ.

Ëåììà 3. 1) ÏóñòüM = (U, IP ) � ìàòðîèä ðàçáèåíèÿ, ñåìåéñòâî íåçàâèñè-
ìûõ ìíîæåñòâ êîòîðîãî îïðåäåëåíî ïî ïðàâèëó (1). Òîãäà ìàòðîèäM ÿâëÿ-
åòñÿ ôèíèòàðíûì ìàòðîèäîì, îáëàäàþùèì ñâîéñòâàìè (P1) è (P2), ïðè÷åì
äëÿ I = IP âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2).

2) Ïóñòü M = (U, I) � ôèíèòàðíûé ìàòðîèä, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè
(P1) è (P2), à åãî ñåìåéñòâî P îïðåäåëåíî ïî ïðàâèëó (2). Òîãäà P ÿâëÿòñÿ
ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà U , ïðè÷åì äëÿ IP = I èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1),
ò. å.M ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì ðàçáèåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ ìàòðîèäà ðàçáèåíèÿ âûïîëíåíèå àêñèîì (I1)�(I3) ôè-
íèòàðíîãî ìàòðîèäà, ñâîéñòâ (P1), (P2) è ðàâåíñòâà (2) íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç
ïðàâèëà (1) è ïîíÿòèÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà.

Â êà÷åñòå ïðèìåðà äîêàæåì ñâîéñòâî (P2). Åñëè {x1, x2} 6∈ IP è {x2, x3} 6∈ IP ,
òî ïî ïðàâèëó (1) è â ñèëó òîãî, ÷òî ýëåìåíò x2 ìîæåò ëåæàòü òîëüêî â îä-
íîì ìíîæåñòâå èç ðàçáèåíèÿ P , ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî Ui ∈ P , ÷òî
x1, x2, x3 ∈ Ui. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî {x1, x3} 6∈ IP , ïîñêîëüêó |{x1, x3}∩Ui| > 1.

2) Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u ∈ U ôèíèòàðíîãî ìàòðîèäà
M = (U, I), îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè (P1) è (P2), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ìíîæåñòâî Ui ∈ P , ñîäåðæàùåå ýëåìåíò u.

Åñëè |U | = 1, òî U = {u} è P = {U}.
Åñëè |U | > 1, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u ∈ U áóäåò èìåòü ìåñòî îäèí èç

äâóõ ñëó÷àåâ. Ëèáî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v ∈ U ìíîæåñòâî {u, v} ∈ I, è
â ýòîì ñëó÷àå Ui = {u}. Ëèáî íàéäåòñÿ ýëåìåíò v ∈ U òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî
{u, v} 6∈ I, íî â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó ñâîéñòâ (P1) è (P2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ñîäåðæàùåå ýëåìåíò u ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî V , â êîòîðîì
{x1, x2} 6∈ I äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ x1, x2 ∈ V , è òîãäà Ui = V . Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà P áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ
∞⋃
i=1

Ui = U è

Ui ∩ Uj = ∅ äëÿ ëþáûõ i 6= j, òî åñòü P ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà U .
Ðàâåíñòâî (1) íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïðàâèëà (2). �

Ñâîéñòâà (P1) è (P2) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àêñèîìàòèêó êëàññà ìàòðîèäîâ
ðàçáèåíèé.

Òåîðåìà 3. Êëàññ ìàòðîèäîâ ðàçáèåíèé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòè-
çèðóåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì àêñèîìàòèêó êëàññà ìàòðîèäîâ ðàçáèåíèé.
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Ìàòðîèä ðàçáèåíèÿ � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M = 〈U,L〉; åå ÿçûê
L = 〈I0, I1, I2, . . . , I∞0 , I∞1 , I∞2 , . . . ,=〉 ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðåäèêà-
òîâ íåçàâèñèìîñòè, ìåñòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ åãî ïîðÿäêî-
âûì íîìåðîì, è ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà; ïðåäèêàòû íåçàâèñèìîñòè êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì (M1)�(M4) íåóïîðÿäî÷åííîñòè è íåïîâòîðåíèÿ
ýëåìåíòîâ, íàñëåäñòâåííîñòè è ïîïîëíåíèÿ; êðîìå òîãî âûïîëíåíû àêñèîìû:
∀x I1(x);
∀x1∀x2∀x3 [¬I2(x1, x2) ∧ ¬I2(x2, x3)→ ¬I2(x1, x3)];
∀x1 . . . ∀xn [I∞n (x1, . . . , xn)→ In(x1, . . . , xn)], n ∈ {1, 2, . . .}.

Ïåðâûå äâå àêñèîìû ñëåäóþò èç ëåììû 3, à îñòàëüíûå, îáúåäèíåííûå â òðåòüå
óñëîâèå, � èç ñâîéñòâà (I3) ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ. �

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê êëàññó âñåõ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ.

Ëåììà 4. Êëàññ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ íåçàìêíóò îòíîñèòåëüíî óëüòðà-
ïðîèçâåäåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôèëüòð Ôðåøå íàä ìíîæåñòâîì N, ñîñòîÿùèé
èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ N, äîïîëíåíèÿ êîòîðûõ êîíå÷íû. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò óëüòðàôèëüòð F íàä N, ñîäåðæàùèé ýòîò ôèëüòð Ôðåøå. Â ñèëó
ëåììû 2 ýòîò óëüòðàôèëüòð íå ñîäåðæèò íè îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì ñ÷åòíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî i-îäíîðîäíûõ ìàòðîèäîâMi êî-
íå÷íîãî ðàíãà � ó êàæäîãî Mi ðàíã ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì i è âñå
ìíîæåñòâà ìîùíîñòè p ≤ i íåçàâèñèìû. Ïîêàæåì, ÷òî èõ óëüòðàïðîèçâåäåíèå
M/F =

∏
i∈N
Mi/F íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòàðíûì ìàòðîèäîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî âî âñÿêîìMi èñòèííî ïðåäëîæåíèå

ϕi = ∀x1 . . . ∀xi [Ii(x1, . . . , xi) ∧ ¬I∞i (x1, . . . , xi)],

îçíà÷àþùåå íåçàâèñèìîñòü ëþáîãî ìíîæåñòâà ìîùíîñòè i è íåñóùåñòâîâàíèå
ñîäåðæàùåãî åãî áåñêîíå÷íîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷åì ïðåäëîæåíèå
ϕi áóäåò òàêæå èñòèííûì âî âñåõ Mj , ãäå j > i. Ò. å. äëÿ ñêîëü óãîäíî áîëü-
øîãî i ñóùåñòâóåò ñ÷åòíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìàòðîèäîâ Mj , â êîòîðûõ
ïðåäëîæåíèå ϕi èñòèííî. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 âñå ϕi áóäóò èñòèííû â óëüòðà-
ïðîèçâåäåíèèM/F , ò. å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòàðíûì ìàòðîèäîì, ïîñêîëüêó
ñîäåðæèò êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ìîùíîñòè,
íî íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. �

Â ñèëó ëåììû 4 è òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Êëàññ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ íå ÿâëÿåòñÿ àêñèîìàòèçèðóå-
ìûì.

3. Ðàçðåøèìîñòü óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ êëàññà ìàòðîèäîâ ðàíãà, íå
áîëüøåãî ôèêñèðîâàííîãî k ∈ N, ðàçðåøèìà, è óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ êëàññà
ìàòðîèäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà òîæå ðàçðåøèìà [4].

Ââåäåì äëÿ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: IF � ñåìåé-
ñòâî, ñîñòîÿùåå òîëüêî èç êîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ, I∞ � ñåìåéñòâî,
ñîñòîÿùåå òîëüêî èç áåñêîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ.
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Ëåììà 5. Åñëè â ôèíèòàðíîì ìàòðîèäå èìåþòñÿ áåñêîíå÷íûå íåçàâèñèìûå
ìíîæåñòâà, òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò
ñîäåðæàùåå åãî áåñêîíå÷íîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüM = (U, I) � ôèíèòàðíûé ìàòðîèä, â êîòîðîì ñåìåé-
ñòâî I∞ íåïóñòî, à ìíîæåñòâî I ∈ I∞ è ìíîæåñòâî A ∈ IF âûáðàíû ïðîèç-
âîëüíî. Äîêàæåì, ÷òî íåïðåìåííî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èç I∞, ñîäåðæàùåå
ìíîæåñòâî A.

Â ñèëó ñâîéñòâà (I2) ïîïîëíåíèÿ è ñâîéñòâà (I3) ìíîæåñòâî A ìîæåò áûòü
ðàñøèðåíî äî êîíå÷íîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ìîù-
íîñòè çà ñ÷åò ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà I, ïîñêîëüêó âñå åãî êîíå÷íûå ïîäìíî-
æåñòâà, â òîì ÷èñëå è òå, ìîùíîñòü êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòü ìíîæå-
ñòâà A, íåçàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà êîíå÷-
íûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ A ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . , äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
|Ak+1| = |Ak|+ 1.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
∞⋃
k=1

Ak, ñîäåðæàùåå â ñåáå ìíîæåñòâî A.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå åãî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî B íåçàâèñèìî. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî B ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ak òàêîå, ÷òî B ⊆ Ak. Ïîñêîëü-
êó âñå Ak ∈ IF , òî â ñèëó ñâîéñòâà (I1) íàñëåäñòâåííîñòè B ∈ IF . À çíà÷èò, ïî

ñâîéñòâó (I3) ìíîæåñòâî
∞⋃
k=1

Ak ïðèíàäëåæèò I∞. �

Ëåììà 6. Ëþáîé ìàòðîèä êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ïîäìàòðîèäîì íåêîòî-
ðîãî ôèíèòàðíîãî ìàòðîèäà áåñêîíå÷íîãî ðàíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüM = (U,B) � ìàòðîèä êîíå÷íîãî ðàíãà è B � ñåìåé-
ñòâî âñåõ åãî êîíå÷íûõ áàç. Äîñòðîèì åãî äî ìàòðîèäàM∞ = (U ∪ V,B∞), ãäå
V � ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî U∩V = ∅, à ñåìåé-
ñòâî áàç B∞ = {B∪V | B ∈ B}. Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðîèäM∞ áóäåò ôèíèòàðíûì
ìàòðîèäîì áåñêîíå÷íîãî ðàíãà, à ìàòðîèäM � åãî ïîäìàòðîèäîì. �

Ëåììà 7. Åñëè ó äâóõ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ, ïîñòðîåííûõ íàä îäíèì îñ-
íîâíûì ìíîæåñòâîì, ñîâïàäàþò ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ
ìíîæåñòâ, òî èõ ñåìåéñòâà áåñêîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ òàêæå
ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M1 = (U, I1) èM2 = (U, I2) � ôèíèòàðíûå ìàòðîè-
äû, ó êîòîðûõ IF1 = IF2 . Äîêàæåì, ÷òî I∞1 = I∞2 , îò ïðîòèâíîãî.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ∈
I∞2 òàêîå, ÷òî A 6∈ I∞1 . Â ñèëó ñâîéñòâà (I3) âñå åãî êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà
ñîäåðæàòñÿ â IF2 , à çíà÷èò îíè ñîäåðæàòñÿ è â IF1 òîæå. Òàêèì îáðàçîì, â
ôèíèòàðíîì ìàòðîèäåM1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå çàâèñèìîå ìíîæåñòâî A, âñå
êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñâîéñòâó (I3). Ñëåäîâàòåëüíî, I∞1 = I∞2 . �

Èç ëåììû 7 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ëþáîé ôèíèòàðíûé ìàòðîèä îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñåìåéñòâîì êîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 5. Óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ ðàçðåøèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðåäëîæåíèÿ íà
ïðèíàäëåæíîñòü ∀-òåîðèè T ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ. Íà âõîä àëãîðèòìà ïîäà-
åòñÿ ïðîèçâîëüíîå óíèâåðñàëüíîå ïðåäëîæåíèå ϕ ÿçûêà L. Àëãîðèòì âûäàåò
îòâåò ÄÀ, åñëè ïðåäëîæåíèå ϕ ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè T ìàòðîè-
äîâ êîíå÷íîãî ðàíãà, è îòâåò ÍÅÒ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àëãîðèòì.
Øàã 0. Äëÿ óíèâåðñàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ϕ ôîðìóëèðóåòñÿ ïðåäëîæåíèå

¬ϕ è ýêâèâàëåíòíîå åìó ïðåäëîæåíèå θ = ∃x1 . . . ∃xp ψ, ãäå ψ � áåñêâàíòîðíàÿ
ôîðìóëà. Çàòåì θ ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå θ0, íàõîäÿùååñÿ
â ïðåäâàðåííîé äèçúþíêòèâíîé ôîðìå: θ0 = ∃x1 . . . ∃xp (ψ1 ∨ . . . ∨ ψm), ãäå ψi
� êîíúþíêòû, i = 1, . . . ,m.

Ïðåäëîæåíèå ϕ íå ïðèíàäëåæèò òåîðèè T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåä-
ëîæåíèå ¬ϕ, à çíà÷èò è θ0 èñòèííî â íåêîòîðîì ôèíèòàðíîì ìàòðîèäå. Ïîñëåä-
íåå âåðíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà â ýòîì ìàòðîèäå èñòèííî çíà÷åíèå
õîòÿ áû îäíîãî êîíúþíêòà ψi.

Äàëåå àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåò âñå êîíúþíêòû ψi ïðåäëî-
æåíèÿ θ0 è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñîâåðøàåò øàãè 1�10. Ïðè ïðîõîæäåíèè ýòèõ
øàãîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîå óïðîùåíèå ïðåäëîæåíèÿ θ0 è ïðîâåðÿåòñÿ
âûïîëíåíèå óñëîâèé (M1)�(M4) íåóïîðÿäî÷åííîñòè è íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ,
íàñëåäñòâåííîñòè è ïîïîëíåíèÿ äëÿ ïðåäèêàòîâ In(x1, . . . , xn), à òàêæå óòâåð-
æäåíèÿ ëåììû 5.

Øàã 1. Àëãîðèòì ïðîñìàòðèâàåò âñå ìíîæèòåëè êîíúþíêòà ψi. Åñëè ñðåäè
íèõ ñîäåðæèòñÿ ìíîæèòåëü x = y, òî â ýòîì êîíúþíêòå ïåðåìåííàÿ y âåçäå
çàìåíÿåòñÿ íà ïåðåìåííóþ x. Çàòåì ìíîæèòåëü x = x óäàëÿåòñÿ èç ψi.

Øàã 2. Åñëè êîíúþíêò ψi ñîäåðæèò ìíîæèòåëü x 6= x, òî àëãîðèòì óäàëÿåò
êîíúþíêò ψi êàê òîæäåñòâåííî ëîæíûé è ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþ-
ùåãî êîíúþíêòà.

Øàã 3. Äëÿ êàæäîãî ìíîæèòåëÿ êîíúþíêòà ψi âèäà I
∞
n (x1, . . . , xn) àëãîðèòì

äîáàâëÿåò â íåãî ìíîæèòåëü âèäà In(x1, . . . , xn).
Øàã 4. Äëÿ ëþáîãî ìíîæèòåëÿ êîíúþíêòà ψi âèäà In(x1, . . . , xn) àëãîðèòì

èùåò â ýòîì êîíúþíêòå è óäàëÿåò âñå îñòàëüíûå ìíîæèòåëè âèäà
In(π(x1), . . . , π(xn)), ãäå π � ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.

Øàã 5. Äëÿ ëþáîãî ìíîæèòåëÿ êîíúþíêòà ψi âèäà In(x1, . . . , xn) àëãîðèòì
èùåò â ýòîì êîíúþíêòå ìíîæèòåëü âèäà ¬In(π(x1), . . . , π(xn)), ãäå π � ëþáàÿ
ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Åñëè òàêîé ìíîæèòåëü íàéäåí, òî àëãî-
ðèòì óäàëÿåò êîíúþíêò ψi êàê ïðîòèâîðå÷àùèé àêñèîìå (M1) è ïåðåõîäèò ê
ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî êîíúþíêòà.

Øàã 6. Åñëè ìíîæèòåëü âèäà In(x1, . . . , xs, . . . , xt, . . . , xn), ãäå xs = xt, ñîäåð-
æèòñÿ â êîíúþíêòå ψi, òî àëãîðèòì óäàëÿåò êîíúþíêò ψi êàê ïðîòèâîðå÷àùèé
àêñèîìå (M2) è ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî êîíúþíêòà.

Øàã 7. Äëÿ ëþáîãî ìíîæèòåëÿ êîíúþíêòà ψi âèäà In(x1, . . . , xn) àëãîðèòì
èùåò â ýòîì êîíúþíêòå ìíîæèòåëü ¬Ik(y1, . . . , yk), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
{y1, . . . , yk} ⊆ {x1, . . . , xn}. Åñëè òàêîé ìíîæèòåëü íàéäåí, òî àëãîðèòì óäàëÿåò
êîíúþíêò ψi êàê ïðîòèâîðå÷àùèé àêñèîìå (M3) è ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ
ñëåäóþùåãî êîíúþíêòà.

Øàã 8. Åñëè â êîíúþíêòå ψi ñîäåðæèòñÿ ìíîæèòåëü ¬I0, òî àëãîðèòì óäàëÿ-
åò êîíúþíêò ψi êàê ïðîòèâîðå÷àùèé àêñèîìå (M3) è ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ
ñëåäóþùåãî êîíúþíêòà.
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Øàã 9. Äëÿ ëþáîé ïàðû In(x1, . . . , xn) è In+1(y1, . . . , yn+1) ìíîæèòåëåé êîíú-
þíêòà ψi àëãîðèòì èùåò â ýòîì êîíúþíêòå ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé∧
q∈{1,...,n+1}

¬In+1(π(x1), . . . , π(xn), π(yq)), ãäå π � ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà n+1 ïå-

ðåìåííûõ x1, . . . , xn, yq. Åñëè òàêîå ïðîèçâåäåíèå íàéäåíî, òî àëãîðèòì óäàëÿåò
êîíúþíêò ψi êàê ïðîòèâîðå÷àùèé àêñèîìå (M4) è ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ
ñëåäóþùåãî êîíúþíêòà.

Øàã 10. Åñëè êîíúþíêò ψi ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ìíîæèòåëü âèäà
I∞n (x1, . . . , xn), íî ïðè ýòîì â íåì ñîäåðæèòñÿ ïàðà ìíîæèòåëåé ¬I∞k (y1, . . . , yk)
è Il(π(y1), . . . , π(yl)), ãäå k ≤ l è π � ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ y1, . . . , yl,
òî àëãîðèòì óäàëÿåò êîíúþíêò ψi êàê ïðîòèâîðå÷àùèé ëåììå 5 è ïåðåõîäèò ê
ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî êîíúþíêòà.

Åñëè â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ øàãîâ 1�10 àëãîðèòìà âñå êîíúþíêòû ïðåä-
ëîæåíèÿ θ0 áóäóò óäàëåíû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôèíèòàðíûõ
ìàòðîèäîâ, â êîòîðûõ ïðåäëîæåíèå ¬ϕ áûëî áû èñòèííî. Â ýòîì ñëó÷àå èñõîä-
íîå ïðåäëîæåíèå ϕ ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ôèíèòàðíûõ ìàòðîè-
äîâ, àëãîðèòì âûäàåò îòâåò ÄÀ è çàâåðøàåò ðàáîòó.

Åñëè æå ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ øàãîâ 1�10 êàêèå-òî êîíúþíêòû íå óäàëåíû,
òî àëãîðèòì ïåðåõîäèò íà øàã 11.

Øàã 11. Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåò âñå îñòàâøèåñÿ êîíú-
þíêòû ψi è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïûòàåòñÿ îòûñêàòü ôèíèòàðíûé ìàòðîèä, â
êîòîðîì êîíúþíêò ψi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå �èñòèíà�. Äëÿ ýòîãî àëãîðèòìó äî-
ñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íàèáîëüøóþ ìåñòíîñòü k ìíîæèòåëåé âèäà Ik(y1, . . . , yk),
ïåðåáðàòü âñå ñåìåéñòâà k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ êîíúþíêòà ψi
è ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè êàêîå-íèáóäü èç íèõ óñëîâèþ ýòîãî êîíúþíêòà
è ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ñåìåéñòâîì áàç êîíå÷íîãî ìàòðîèäà ðàíãà k. Åñëè õîòÿ áû
äëÿ îäíîãî êîíúþíêòà ýòî óäàñòñÿ, òî àëãîðèòì âûäàñò îòâåò ÍÅÒ. Äàííîå
ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ.

1) Ïóñòü Xi = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ êîíúþíêòà ψi, à k �
íàèáîëüøàÿ èç ìåñòíîñòåé åãî ìíîæèòåëåé âèäà Ik(y1, . . . , yk). Çàíóìåðóåì
âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Xi â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿä-
êå. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ íîìåðîâ Ki. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî íîìåðîâ
k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ Xi, âõîäÿùèõ â êîíúþíêòå ψi â ìíîæèòåëè âèäà
Ik(y1, . . . , yk), îáîçíà÷èì êàê Li, à ìíîæåñòâî íîìåðîâ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ Xi, âõîäÿùèõ â ìíîæèòåëè âèäà ¬Ik(y1, . . . , yk), îáîçíà÷èì êàê Mi.

2) Êàæäîå ñåìåéñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ Xi ìîæåò áûòü çàïèñà-
íî â âèäå ïîäìíîæåñòâà íîìåðîâ èç Ki, èäóùèõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Äàí-
íûå ñåìåéñòâà ìû òîæå íóìåðóåì â ïîðÿäêå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî âîçðàñòà-
íèÿ. Îáîçíà÷èì Bs s-òîå ñåìåéñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç
ïåðåìåííûõ êîíúþíêòà ψi. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåì âñå Bs â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ.

3) Åñëè äëÿ òåêóùåãî ñåìåéñòâà Bs îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî Li ⊆ Bs è
Mi ∩ Bs = ∅, òî ïðîâåðÿåì, óäîâëåòâîðÿåò ëè Bs âñåì îñòàëüíûì óñëîâè-
ÿì êîíúþíêòà ψi. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðîñìàòðèâàåì âñå åãî ìíîæèòåëè âèäà
Il(y1, . . . , yl), ãäå l < k, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ èùåì â Bs ýëåìåíò, ñîäåðæàùèé
{y1, . . . , yl} â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà. Åñëè äëÿ êàêîãî-òî ìíîæèòåëÿ àëãîðèòì
íå íàõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà â Bs, òî ñåìåéñòâî Bs íå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ êîíúþíêòà ψi è àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî
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ñåìåéñòâà Bs+1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñìàòðèâàåì âñå ìíîæèòåëè êîíúþíê-
òà ψi âèäà ¬Il(y1, . . . , yl), ãäå l < k, è òàêæå äëÿ êàæäîãî èç íèõ èùåì â Bs
ýëåìåíò, ñîäåðæàùèé {y1, . . . , yl} â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà. Åñëè äëÿ êàêîãî-òî
ìíîæèòåëÿ àëãîðèòì íàõîäèò ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò â Bs, òî ñåìåéñòâî Bs
íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíúþíêòà ψi è àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ
ñëåäóþùåãî ñåìåéñòâà Bs+1. Èíà÷å îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä íà ýòàï 4.

4) Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè òåêóùåå ñåìåéñòâî Bs ñåìåéñòâîì áàç íåêîòîðîãî
êîíå÷íîãî ìàòðîèäà ðàíãà k íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ Xi. Äëÿ ýòîãî çàïóñ-
êàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà, îïèñàííàÿ äàëåå. Åñëè äàííàÿ ïðîöåäóðà äàåò
óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåí ìàòðîèäM = (Xi,Bs) ðàí-
ãà k òàêîé, ÷òî êîíúþíêò ψi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå �èñòèíà� â íåì ñàìîì ëèáî,
åñëè ïî óñëîâèþ êîíúþíêòà ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà,
â ôèíèòàðíîì ìàòðîèäå áåñêîíå÷íîãî ðàíãà, êîòîðûé ñîäåðæèò ìàòðîèäM â
êà÷åñòâå ïîäìàòðîèäà. Òàêîé ôèíèòàðíûé ìàòðîèä ñóùåñòâóåò ïî ëåììå 6 è
ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ïî ëåììå 7 äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ïåðåìåííûõ Y ⊃ Xi. Òîãäà àëãîðèòì âûäàåò îòâåò ÍÅÒ è çàâåðøàåò
ñâîþ ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãîðèòì ïåðåõîäèò íà ýòàï 3 øàãà 11 è
ðàññìàòðèâàåò ñåìåéñòâî Bs+1.

Ïðîöåäóðà, ïðîâåðÿþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè Bs ñåìåéñòâîì áàç íåêîòî-
ðîãî êîíå÷íîãî ìàòðîèäà ðàíãà k.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî ìàòðîèäà â òåðìèíàõ áàç. Ìàòðîèä �
ýòî ïàðà M = (U,B), ãäå U � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, B � íåïóñòîå
ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ (áàç), îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

(B1) åñëè B1, B2 ∈ B è B1 6= B2, òî B1 6⊂ B2 è B2 6⊂ B1;
(B2) åñëè B1, B2 ∈ B, òî äëÿ ëþáîãî b1 ∈ B1 ñóùåñòâóåò b2 ∈ B2 òàêîé, ÷òî

(B1 \ {b1}) ∪ {b2} ∈ B.
Ñâîéñòâî (B1) âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà èç ñåìåéñòâà Bs

èìåþò ìîùíîñòü k. Ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå ñâîéñòâà (B2). Ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðîñìàòðèâàåì â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ïàðû ïîäìíîæåñòâ ïåðå-
ìåííûõ Xi, íîìåðà êîòîðûõ âõîäÿò â Bs. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ïàð èùåì â Bs
ïîäìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå (B2). Åñëè ïðîöåäóðà íàõîäèò òàêèå ïîäìíî-
æåñòâà, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé ïàðå, èíà÷å ïðîöåäóðà çàêàí-
÷èâàåò ðàáîòó. Åñëè âñå ïàðû ïîäìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ Xi, íîìåðà êîòîðûõ
âõîäÿò â Bs, óñïåøíî ðàññìîòðåíû, òî ñåìåéñòâî Bs ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì áàç
íåêîòîðîãî ìàòðîèäàM = (Xi,Bs) ðàíãà k. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Bs ñåìåéñòâîì
áàç ìàòðîèäà íå ÿâëÿåòñÿ.
Êîíåö ïðîöåäóðû.

Åñëè íè äëÿ êàêîãî ñåìåéñòâà Bs íå óäàåòñÿ íàéòè ïîäõîäÿùåãî ìàòðîèäà
ðàíãà k, òî àëãîðèòì óäàëÿåò êîíúþíêò ψi è ïåðåõîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäó-
þùåãî êîíúþíêòà.

Åñëè âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ θ0 óäàëåíû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ, â êîòîðûõ ïðåäëîæåíèå ¬ϕ áûëî áû èñòèííî.
Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíîå ïðåäëîæåíèå ϕ ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè T
ôèíèòàðíûõ ìàòðîèäîâ, àëãîðèòì âûäàåò îòâåò ÄÀ è çàâåðøàåò ðàáîòó.
Êîíåö àëãîðèòìà. �
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