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Abstract. In the present paper, some properties of strongly critical
rings are investigated. It is proved that every simple �nite ring and each
critical ring of order p2 (p is a prime) are strongly critical. There is an
example of critical ring of order 8 which is not strongly critical. It is also
proved that if R is a �nite ring and Mn(R) is a strongly critical ring,
then R is a strongly critical ring. For rings with unity, it is proved that:
1) if R is a �nite ring, R/J(R) = Mn(GF (q)) and J(R) is a strongly
critical ring, then R is a strongly critical ring; 2) R is strongly critical
ring i� Mn(R) is a strongly critical ring (for any n ≥ 1).

Keywords: �nite ring, critical ring, strongly critical ring.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àññîöèàòèâíûå êîëüöà. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðå-
äåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîãîîáðàçèå êîëåöM, ïîðîæäåííîå ñåìåéñòâîì êîëåö
{Ai | i ∈ I} áóäåì îáîçíà÷àòü var 〈Ai | i ∈ I〉, à åãî èäåàë òîæäåñòâ T (M). Êîíå÷-
íîå êîëüöî A íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì, åñëè A íå ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ,
ïîðîæäåííîìó âñåìè ñîáñòâåííûìè ôàêòîðàìè êîëüöà A (ñì. [1]). Â ÷àñòíîñòè,
êîíå÷íîå êðèòè÷åñêîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûì è åãî ïîðÿäîê
|A| = pn, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ëîêàëüíî êîíå÷íûå ìíîãîîáðà-
çèÿ êîëåö ïîðîæäàþòñÿ ñâîèìè êðèòè÷åñêèìè ïîäêîëüöàìè è ìíîãîîáðàçèå,
ïîðîæäåííîå êîíå÷íûì êîëüöîì ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ êîëåö
(ñì. [1, 2]). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ êðèòè÷å-
ñêèõ êîëåö, à òàêæå íèæíèõ ýòàæåé ðåøåòîê êðîññîâûõ ìíîãîîáðàçèé êîëåö.
Â ðàáîòå [3] îïèñàíû àòîìû ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé êîëåö. Â ðàáîòå [4] îïèñàíû
îïðåäåëÿþùèå òîæäåñòâà ìíîãîîáðàçèÿ êîëåö, ïîðîæäåííîãî âñåìè êîëüöàìè
ïîðÿäêîâ p, p2, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Âàæíûì ïîäêëàññîì êëàññà êðèòè÷åñêèõ

Maltsev, Y.N., Zhuravlev, E.V., On finite strongly critical rings.

© 2020 Ìàëüöåâ Þ.Í., Æóðàâëåâ Å.Â.

Ïîñòóïèëà 13 àïðåëÿ 2020 ã., îïóáëèêîâàíà 26 îêòÿáðÿ 2020 ã.

1722



Î ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÑÈËÜÍÎ ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÜÖÀÕ 1723

êîëåö ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñèëüíî êðèòè÷åñêèå êîëüöà. Êîíå÷íîå êîëü-
öî R ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì, åñëè R /∈ var 〈B | |B| < n〉,
òî åñòü ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ñâîáîäíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëü-
öà Z 〈x1, . . . , xn〉 òàêîé, ÷òî f(x1, . . . , xn) = 0 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â ëþáîì
êîíå÷íîì êîëüöå B ïîðÿäêà ìåíüøåãî n, íî íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â êîëü-
öå R (òàêîé ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ìû áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî êðèòè÷åñêèì).
Òàê êàê ñîáñòâåííûå ôàêòîðû êîíå÷íîãî êîëüöà R èìåþò ïîðÿäîê ìåíüøèé,
÷åì ïîðÿäîê R, òî êàæäîå ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì,
à ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûì è åãî ïîðÿäîê � ñòåïåíü ïðîñòîãî
÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, ñèëüíî êðèòè÷åñêèå êîëüöà îáðàçóþò ïîäêëàññ êëàññà
âñåõ êðèòè÷åñêèõ êîëåö.

Ïóñòü J(R) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà R è Mn(R) � ïîëíîå ìàòðè÷íîå
êîëüöî ïîðÿäêà n íàä êîëüöîì R. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ñèëüíî êðèòè÷åñêèõ êîëåö. Äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå ïðîñòîå êîíå÷íîå
êîëüöî è êàæäîå êðèòè÷åñêîå êîëüöî ïîðÿäêà p2 (p � ïðîñòîå ÷èñëî) ÿâëÿþòñÿ
ñèëüíî êðèòè÷åñêèìè, ïîñòðîåí ïðèìåð êðèòè÷åñêîãî êîëüöà ïîðÿäêà 8, íå
ÿâëÿþùåãîñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì, à òàêæå, äîêàçàíî, ÷òî åñëè R � êîíå÷íîå
êîëüöî èMn(R) ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî, òî R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî.
Äëÿ êîëåö ñ åäèíèöåé äîêàçàíî:

(1) åñëè R � êîíå÷íîå êîëüöî, R/J(R) = Mn(GF (q)) è J(R) � ñèëüíî êðè-
òè÷åñêîå êîëüöî, òî R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî.

(2) R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
n ≥ 1 êîëüöî Mn(R) � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå.

2. Êîíå÷íûå ñèëüíî êðèòè÷åñêèå êîëüöà

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî ïîðÿäêà pn, p � ïðîñòîå ÷èñëî, è

R ∈M = var 〈A1, . . . , Ak, B1, . . . , Bs | |Ai| = pni , i ≤ k, (|Bj |, p) = 1, 1 ≤ j ≤ s〉 .
Òîãäà R ∈ var 〈A1, . . . , Ak〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l =
k∏
i=1

|Ai|, m =
s∏
i=1

|Bi|. Òîãäà ÷èñëà m, p ÿâëÿþòñÿ

âçàèìíî ïðîñòûìè è íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà u, v òàêèå, ÷òî lu+mv = 1. Ïóñòü
F � ñâîáîäíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ îáðàçóþùèìè x1, . . . , xN â ìíîãîîáðà-
çèè M, ãäå N � ÷èñëî îáðàçóþùèõ êîëüöà R. Òîãäà R � ãîìîìîðôíûé îáðàç
êîëüöà F , òî åñòü R ∼= F/I, ãäå I C F è F � ïîäêîëüöî íåêîòîðîé êîíå÷íîé
ïðÿìîé ñóììû

A′1 ⊕ . . .⊕A′q ⊕B′1 ⊕ . . .⊕B′L,
ãäå A′i ∈ {A1, . . . , Ak}, B′j ∈ {B1, . . . , Bs} (ñì. [1], ñ. 311, ëåììà 4.20). Òàê êàê
ýëåìåíòû F ∩ (B′1 ⊕ . . .⊕ B′L) èìåþò àääèòèâíûå ïîðÿäêè, âçàèìíî ïðîñòûå ñ

|R| = pn, òî F ∩ (B′1 ⊕ . . . ⊕ B′L) ⊆ I. Ïóñòü A =
q⊕
i=1

A′i, B =
L⊕
i=1

B′i è y ∈ F .

Òîãäà y = a + b, ãäå a ∈ A, b ∈ B, y = y · 1 = y(lu) + y(mv) = (a + b)lu +
(a+ b)mv = b(lu) + (mv)a, ãäå b(lv) ∈ F ∩ B ⊆ I, F = mF + I. Ñëåäîâàòåëüíî,
R ∼= F/I = mF/(mF ∩ I), ãäå mF ⊆ mA ∈ var 〈A1, . . . , Ak〉. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîíå÷íîå êîëüöî R ïîðÿäêà pn (p � ïðî-
ñòîå ÷èñëî) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì, òî R ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ,
ïîðîæäåííîìó êîíå÷íûìè êîëüöàìè ïîðÿäêà pk (k = 1, 2, . . . , n− 1).
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Ïðåäëîæåíèå 2. Êîíå÷íîå êîëüöî R ïîðÿäêà pn, p � ïðîñòîå ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî êðèòè÷åñêèì êîëüöîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

R /∈M = var
〈
S | |S| = pi, i < n

〉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,
R /∈ M. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü R /∈ M. Åñëè R íå ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî êðèòè÷åñêèì, òî R ∈ var 〈A1, . . . , Ak, B1, . . . , Bs〉, ãäå |Ai| = pi, i < n
è ïîðÿäêè |Bi| ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè, âçàèìíî ïðîñòûìè ñ p è ìåíüøèìè pn. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 1, R ∈ var 〈A1, . . . , Ak〉. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà. Ïóñòü R è T � êîëüöà, à S � êîíå÷íîå ïîäêîëüöî T , òàêîå, ÷òî
S/I ∼= R äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà ICS. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðÿäîê S íàèìåíü-
øèé ñðåäè ïîäêîëåö T ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà

(1) I ⊆ J(S);
(2) åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî è S � êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I * J(R), òî íàéäåòñÿ ïðèìèòèâíûé èäåàë PCS, òàêîé,
÷òî I * P è òàê êàê P � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â S, òî P+I = S. Ñëåäîâàòåëüíî,
R ∼= S/I ∼= P/(P ∩ I). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè |S|. Ñëåäîâàòåëüíî,
I ⊆ J(S) è I � íèëüïîòåíòíûé èäåàë â S. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî
ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò e êîëüöà S, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîîáðàçîì åäèíèöû êîëüöà R
(ñì. [6], c. 54). Òîãäà eS(1− e) + (1− e)Se+ (1− e)S(1− e) ⊆ I è S = eSe+ I.
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî R ∼= S/I ∼= eSe/(eSe ∩ I). Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ïîðÿäêà
|S| êîëüöî S ñîâïàäàåò ñ ïîäêîëüöîì eSe, ñîäåðæàùèì åäèíèöó e. �

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R � êîíå÷íîå íèëüïîòåíòíîå êîëüöî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñèëü-
íî êðèòè÷åñêèì êîëüöîì. Òîãäà R ∈ var 〈A1, . . . , An〉, ãäå A1, . . . , An � íèëüïî-
òåíòíûå êîëüöà ïîðÿäêà ìåíüøåãî |R|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîëüöî R íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì, òî ñóùå-
ñòâóþò êîíå÷íûå êîëüöà A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ïîðÿäêà ìåíüøåãî |R|, òàêèå,
÷òî êîëüöî R ∈ var 〈A1, . . . , An, B1, . . . , Bm〉, Ai � íèëüïîòåíòíûå êîëüöà, i ≤ n,
à B1, . . . , Bm � íåíèëüïîòåíòíûå êîëüöà. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îá-
ðàçîì ñâîáîäíîãî êîëüöà F (îò êîíå÷íîãî ÷èñëà îáðàçóþùèõ) ìíîãîîáðàçèÿ
var 〈A1, . . . , An, B1, . . . , Bm〉. Èçâåñòíî, ÷òî êðîññîâî ìíîãîîáðàçèå êîëåö (ñì.
[1, 2]) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, |F | < ∞ è F � ïîäêîëüöî
íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììû

T =

 l⊕
j=1

Aij

⊕ v⊕
j=1

Buj

 ,

ãäå Aij ∈ {A1, . . . , An}, Buj ∈ {B1, . . . , Bm}. Ñðåäè âñåõ ïîäêîëåö êîëüöà T
âûáåðåì ïîäêîëüöî S íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà òàêîå, ÷òî R ∼= S/I äëÿ íåêîòîðîãî
I C S. Ïî ëåììå èìååì, ÷òî I ⊆ J(S). Òàê êàê R � íèëüïîòåíòíîå êîëüöî,
òî SN ⊆ I. Ïóñòü J(S)t = (0). Òîãäà SNt ⊆ It ⊆ J(S)t = (0), òî åñòü S �
íèëüïîòåíòíîå ïîäêîëüöî êîëüöà T .

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè

πj : S → Buj , 1 ≤ j ≤ v,
òàêèå, ÷òî åñëè s = (ai1 , . . . , ail , bu1

, . . . , buv
) ∈ T , òî πj(s) = buj

∈ Buj
, 1 ≤ j ≤ v.

Òàê êàê S � íèëüïîòåíòíîå êîëüöî, òî πj(S) � íèëüïîòåíòíîå ïîäêîëüöî êîëüöà
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Buj
è

S ⊆

 l⊕
j=1

Aij

⊕ v⊕
j=1

πj(S)

 ⊆ T.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R ∈ var 〈A1, . . . , An, π1(S), . . . , πv(S)〉, ãäå Ai, πj(S) � íèëüïî-
òåíòíûå êîëüöà ïîðÿäêà ìåíüøåãî |R|, i ≤ n, j ≤ v. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü R ïðîñòîå êîíå÷íîå êîëüöî. Òîãäà R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå
êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå R = Mn(GF (q)) (ñì. [1, 5]).

Ïóñòü N = qn
2

= |R|. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(yi, tαβ) = (y1 − y2)t12(y1 − y3)t13(y1 − y4)t14 . . . (y1 − yN )t1N (y2 − y3)t23 . . .
. . . (yN−2 − yN−1)tN−2N−1(yN−2 − yN )tN−2N (yN−1 − yN )

èç ñâîáîäíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà Z 〈y1, . . . , yN , tij〉, 1 ≤ i < j ≤ N . Ïîêà-
æåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(yi, tαβ) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì íà R è ÿâëÿåòñÿ òîæäå-
ñòâîì íà ëþáîì êîëüöå S, |S| < N . Ïóñòü R = {a1 = 0, a2, . . . , aN} è Iij � èäåàë,
ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè (ai − aj) 6= 0, i < j. Òàê êàê R � ïðîñòîå êîëüöî, òî
Iij = R è I12I13 . . . IN−1N = R 6= 0, òî åñòü ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû bij ∈ R, i < j,
òàêèå, ÷òî

(a1 − a2)b12(a1 − a3)b13 . . . (aN−2 − aN )bN−2N (aN−1 − aN ) 6= 0

è f(ai, bαβ) 6= 0, 1 ≤ α < β ≤ N .
Ïóñòü S � êîëüöî ïîðÿäêà |S| < N è s1, . . . , sN � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû S.

Òîãäà ñóùåñòâóþò i < j òàêèå, ÷òî si = sj è f(si, vαβ) = 0 äëÿ ëþáûõ vαβ ∈ S,
òî åñòü f(yi, tαβ) = 0 � òîæäåñòâî â êîëüöå S. Òàêèì îáðàçîì, R � ñèëüíî
êðèòè÷åñêîå êîëüöî. �

Ïðèâåäåì ïðèìåð êðèòè÷åñêîãî êîëüöà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñ-
êèì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3 ãëàâû 7 êíèãè [5], â êîòîðîé îïèñàíû
íèëüïîòåíòíûå êîëüöà èíäåêñà 3 è ïîðÿäêà p3, p � ïðîñòîå ÷èñëî, íà ãðóïïå
òèïà (p2, p). Ñðåäè 11 òèïîâ êîëåö, ïðèâåäåííûõ â ýòîé òåîðåìå, íàñ áóäåò èí-
òåðåñîâàòü êîëüöî R, òàêîå, ÷òî (R,+) = 〈a〉+̇〈b〉, ãäå 4a = 2b = 0, a2 = b2 = 0,
ab = ba = 2a. Ýòî êîëüöî èìååò ïîðÿäîê 8 è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

4x = 0, 2xy = 0, [x, y] = 0, xyz = 0. (1)

Ñîãëàñíî ðàáîòå [4] ìíîãîîáðàçèå àññîöèàòèâíûõ êîëåö, ïîðîæäåííîå âñåìè
êîëüöàìè ïîðÿäêà 2 è 4, îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâàìè:

4x = 0, 2x(y − y2) = 0, [x− x2, y − y2] = 0, x[y, z]t = 0, (x− x2)[u, v] = 0,

[u, v](x−x2) = 0, (x−x4)y(z−z2) = 0, (x−x2)(y−y4)z = 0, (x−x4)(y−y2)z = 0,

x(y − y4)(z − z2) = 0, (x− x2)z(y − y4) = 0, x(y − y2)(z − z4) = 0. (2)

Òàê êàê R óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (1), òî R óäîâëåòâîðÿåò è òîæäåñòâàì (2).
Òàêèì îáðàçîì, R ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ êîëåö, ïîðîæäåííîìó âñåìè
êîëüöàìè ïîðÿäêà 2 è 4 è íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì (ñì. ïðåäëîæå-
íèå 1).

Ïîêàæåì, ÷òî R � êðèòè÷åñêîå êîëüöî. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî âñå ñîá-
ñòâåííûå ïîäêîëüöà è ãîìîìîðôíûå îáðàçû êîëüöà óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó
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xy = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c = αa+βb � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò R,
0 ≤ α ≤ 3, 0 ≤ β ≤ 1. Åñëè α = 2 è β = 1, òî èäåàë (c) ñîäåðæèò ca = ba = 2a.
Åñëè α = 2 è β = 0, òî (c) 3 2a = c. Åñëè α = 0, òî c = b è (c) 3 ba = 2a.
Åñëè, íàêîíåö, α = 1, 3, òî 2c = 2αa + 2βb = 2a ∈ (c). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé
íåíóëåâîé èäåàë I êîëüöà R ñîäåðæèò 2a (èäåàë (2a) = {0, 2a} � ñåðäöåâèíà R)
è ñëåäîâàòåëüíî, R/I óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì 2x = 0, xy = 0.

Äàëåå, ïóñòü S � ñîáñòâåííîå ïîäêîëüöî R. Åñëè â çàïèñè ëþáîãî ýëåìåíòà
s = αa+ βb ∈ S ÷èñëî α äåëèòñÿ íà 2, òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ s1 = α1a+ β1b,
s2 = α2a+β2b ∈ S èõ ïðîèçâåäåíèå s1s2 = 0, òî åñòü S óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
xy = 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò s0 = αa + βb ∈ S òàêîé, ÷òî α = 1, 3, òî 2s0 =
2αa = 2a ∈ S è åñëè α = 3, òî s0 − 2a = a + βb ∈ S. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî S ñîäåðæèò ýëåìåíò âèäà s0 = a+ βb, ãäå β = 0, 1 è (2a) ∈ S. Òàê
êàê ïîðÿäîê |S| � äåëèòåëü ÷èñëà 8 è íå ðàâåí 8, òî S = {0, 2a, a+βb,−a+βb},
S2 = (0) è S óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xy = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîîá-
ðàçèå êîëåö, ïîðîæäåííîå ñîáñòâåííûìè ôàêòîðàìè êîëüöà R, óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâó xy = 0 è R � êðèòè÷åñêîå êîëüöî.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèìåðîì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî ïîðÿäêà p èëè p2 è íå ðàçëî-
æèìîå â ïðÿìóþ ñóììó íåíóëåâûõ èäåàëîâ (p � ïðîñòîå ÷èñëî). Òîãäà R �
ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîðÿäîê êîëüöà R ðàâåí p, òî R èçîìîðôíî ëèáî êîëü-
öó N0,p ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì íà ãðóïïå (Z/(p),+), ëèáî ïîëþ GF (p) (ñì. [5],
ãëàâà II). Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì.
Ïóñòü |R| = p2 è R íå ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó ñâîèõ íåíóëåâûõ èäåàëîâ.
Âîñïîëüçóåìñÿ êëàññèôèêàöèåé òàêèõ êîëåö, ïðèâåäåííîé â [5] (òåîðåìà 11,
ãëàâà II). Ñîãëàñíî ýòîé êëàññèôèêàöèè R èçîìîðôíî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
êîëåö:

(1) N0,p2 =
〈
a | a2 = 0, p2a = 0

〉
;

(2) Zp2 ;
(3) Np2 =

〈
a | a2 = pa, p2a = 0

〉
;

(4) Zp[x]/(x2);

(5) A2,p =

(
Zp 0
Zp 0

)
;

(6) B2,p =

(
Zp Zp
0 0

)
;

(7) Np,p =
〈
a, b | a2 = b, a3 = 0, pa = pb = 0

〉
;

(8) GF (p2).

Êîëüöà N0,p2 , Zp2 , Np2 íå óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó px = 0, êîòîðîå âûïîë-
íÿåòñÿ íà âñåõ êîëüöàõ ïîðÿäêà p, è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèìè.
Åñëè R = Zp[x]/(x2), òî ìíîãî÷ëåí x(y − yp) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì íà R, íî
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì íà âñåõ êîëüöàõ ïîðÿäêà p, òî åñòü Zp[x]/(x2) � ñèëüíî
êðèòè÷åñêîå êîëüöî. Åñëè R = B2,p, òî x(y − yp) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â R,
íî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì íà âñåõ êîëüöàõ ïîðÿäêà p. Åñëè R = A2,p, òî ìíîãî-
÷ëåí (x − xp)y íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì â R, íî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì íà âñåõ
êîëüöàõ ïîðÿäêà p. Òî åñòü, A2,p è B2,p � ñèëüíî êðèòè÷åñêèå êîëüöà. Np,p è
GF (p2) íå óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó x(y − yp) = 0, õîòÿ âñå êîëüöà ïîðÿäêà p
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åìó óäîâëåòâîðÿþò, òî åñòü, x(y− yp) � ñèëüíî êðèòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è Np,p,
GF (p2) � ñèëüíî êðèòè÷åñêèå êîëüöà. �

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî è ïîëíîå êîëüöî ìàòðèöMn(R)
íàä íèì ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì. Òîãäà R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xd) 6= 0 èç ñâî-
áîäíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà Z〈x1, x2, . . .〉, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì
â êîëüöå Mn(R), íî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì íà âñåõ êîëüöàõ ïîðÿäêà ìåíüøå-

ãî |Mn(R)|. Ïóñòü xi =
(
tiαβ

)
, i ≤ d, 1 ≤ α, β ≤ n, tiαβ � íåêîììóòàòèâíûå

ïåðåìåííûå (òî åñòü Z
〈
tiαβ

〉
� ñâîáîäíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî). Òîãäà

f(x1, . . . , xd) =


f11

(
tiαβ

)
. . . f1n

(
tiαβ

)
...

. . .
...

fn1

(
tiαβ

)
. . . fnn

(
tiαβ

)
 ,

ãäå fst

(
tiαβ

)
∈ Z

〈
tiαβ

〉
. Òàê êàê f(x1, . . . , xd) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì âMn(R),

òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí fs0t0

(
tiαβ

)
6= 0, íå ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâîì â R.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå êîëüöî, |A| < |R|. Òîãäà |Mn(A)| < |Mn(R)|
è f(x1, . . . , xd) = 0 � òîæäåñòâî â êîëüöåMn(A). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ s è

t ïîëó÷àåì fst

(
tiαβ

)
= 0 � òîæäåñòâî â êîëüöå A. Â ÷àñòíîñòè, fs0t0

(
tiαβ

)
= 0

� òîæäåñòâî â A è fs0t0 � ñèëüíî êðèòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ êîëüöà R. �

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèþ 4, ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì. Ïóñòü R = N0,p2 = 〈0, a, 2a, . . . , (p2 − 1)a | a2 = 0〉.
Òîãäà varR = var

〈
xy = 0, p2x = 0

〉
. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì,

òàê êàê âñå êîëüöà ìåíüøåãî ïîðÿäêà óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó px = 0.

Ïîëíîå êîëüöî ìàòðèö Mn(R) èìååò ïîðÿäîê p2n
2

è ïîðîæäàåò ìíîãîîáðàçèå
êîëåö varMn(R) = varR, òî åñòü, ïðè n ≥ 2 êîëüöî Mn(R) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
êðèòè÷åñêèì (è äàæå êðèòè÷åñêèì) êîëüöîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü R � êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî;
(2) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n êîëüöî Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðè-

òè÷åñêèì êîëüöîì;
(3) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî

êðèòè÷åñêèì êîëüöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 2)→ 3) î÷åâèäíà, à èìïëèêàöèÿ 3)→ 1) äîêà-
çàíà â ïðåäëîæåíèè 4. Äîêàæåì èìïëèêàöèþ 1)→ 2). Ïóñòü R � ñèëüíî êðèòè-
÷åñêîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è Mn(R) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì êîëüöîì.
Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå êîëüöà S1, . . . , Sm ïîðÿäêîâ, ìåíüøèõ |Mn(R)| òà-
êèå, ÷òî Mn(R) ∈ var 〈S1, . . . , Sm〉. Ïóñòü k � ÷èñëî îáðàçóþùèõ êîëüöà Mn(R)
è Fk � ñâîáîäíîå êîëüöî var 〈S1, . . . , Sm〉, èìåþùåå k îáðàçóþùèõ. Òîãäà Fk �
êîíå÷íîå êîëüöî (ñì. [1, 2]) èMn(R) � ãîìîìîðôíûé îáðàç êîëüöà Fk. Ïðè ýòîì
Fk � ïîäêîëüöî íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììû êîëåö A = A1 ⊕ . . . ⊕ Aq,
ãäå Ai ∈ {S1, . . . , Sm} (ñì. [1, 2]). Ïóñòü S � ïîäêîëüöî êîëüöà A íàèìåíüøåãî
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ïîðÿäêà òàêîå, ÷òî Mn(R) � ãîìîìîðôíûé îáðàç S, òî åñòü Mn(R) ∼= S/I äëÿ
íåêîòîðîãî ICS. Ïî ëåììå I ⊆ J(S), I � íèëüïîòåíòíûé èäåàë â S è S � êîëüöî
ñ åäèíèöåé.

Òàê êàê I ⊆ J(S), òî
S/J(S) ∼= (S/I)/(J(S)/I) ∼=Mn(R)/J(Mn(R)) ∼=Mn(R/J(R)).

Êîëüöî S ÿâëÿåòñÿ SBI-êîëüöîì è ñëåäîâàòåëüíî, S ∼= Mn(T ), ãäå T/J(T ) ∼=
R/J(R) (ñì. [6], òåîðåìà 1, ñ. 55). Èäåàë I = Mn(I

′), ãäå I ′ C T è S/I ∼=
Mn(T/I

′) ∼= Mn(R) ([6], ïðåäëîæåíèå 1, ãëàâà 3). Ñîãëàñíî ðàáîòå [7], åñëè A
è B òàêèå ïîëóëîêàëüíûå êîëüöà ñ åäèíèöåé, ÷òî Mn(A) ∼= Mn(B), òî A ∼= B.
Ñëåäîâàòåëüíî, R ∼= T/I ′. Ïóñòü πi : S → Ai � ãîìîìîðôèçì êîëüöà S â
êîëüöî Ai, îòîáðàæàþùèé êàæäûé ýëåìåíò y = (a1, . . . , aq) êîëüöà S â ñâîþ
i-þ êîîðäèíàòó, òî åñòü πi(y) = ai ∈ Ai, i ≤ q. Òîãäà Kerπi =Mn(Ii), ãäå IiC T
(ñì. [6], ñ. 40) è

πi(S) ∼=Mn(T )/Mn(Ii) ∼=Mn (T/Ii) .

Òàê êàê |Ai| < |Mn(R)|, i ≤ q, òî |T/Ii| < |R|, i ≤ q. Êîëüöî S = Mn(T )
ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììû êîëåö ñ åäèíèöàìè

B =Mn(T/I1)⊕ . . .⊕Mn(T/Iq) ∼=Mn

(
q⊕
i=1

T/Ii

)
.

Òàê êàê e = (π1(e), . . . , πq(e)) è πi(e) � åäèíèöà â πi(S) ∼= Mn (T/Ii), i ≤ q, òî
e � åäèíèöà B. Ñîãëàñíî ðàáîòå [7] èìååì S = Mn(T

′) è B = Mn(B
′), ãäå T ′ �

ïîäêîëüöî B′, T ′ ∼= T è B′ ∼=
q⊕
i=1

T/Ii. Ñëåäîâàòåëüíî, T ïðèíàäëåæèò ìíîãîîá-

ðàçèþ, ïîðîæäåííîìó êîëüöàìè T/I1, . . . , T/Iq, ïîðÿäêè êîòîðûõ ìåíüøå |R|,
è R ∼= T/I ′. Ñëåäîâàòåëüíî, R íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì êîëüöîì. �

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü R � êîíå÷íîå ëîêàëüíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è J(R) �
ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî. Òîãäà R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Èñõîäÿ èç ëåììû è ðàññóæäàÿ àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîëüöî S ñ
åäèíèöåé e, ÿâëÿþùååñÿ ïîäêîëüöîì íåêîòîðîãî êîëüöà âèäàA = A1 ⊕ . . .⊕Aq,
ãäå Ai � êîíå÷íûå êîëüöà ïîðÿäêîâ ìåíüøèõ |R|, òàêîå, ÷òî R ∼= S/I, ãäå
I ⊆ J(S). Òàê êàêR � ëîêàëüíîå êîëüöî è S/J(S) ∼= (S/I)/(J(S)/I) = R/J(R) ∼=
GF (q), òî S � ëîêàëüíîå êîëüöî. Ïóñòü Ii = Kerπi, ãäå πi : S → Ai � ãîìîìîð-
ôèçì êîëüöà S â êîëüöîAi, îòîáðàæàþùèé êàæäûé ýëåìåíò y = (a1, . . . , aq) ∈ S
â πi(y) = ai (i ≤ q). Êîëüöî S ñîäåðæèòñÿ â êîëüöå π1(S)⊕ . . .⊕ πq(S). Ïðè ýòîì
êàæäûé ãîìîìîðôíûé îáðàç πi(S) ëèáî ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì êîëüöîì, ëèáî ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì òàêèì, ÷òî πi(S)/J(πi(S)) ∼= GF (q) è |J(πi(S))| <
|J(R)|, i ≤ q.

Äàëåå, J(S) � ìíîæåñòâî âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà S, ñëåäîâà-
òåëüíî, îíî ñîäåðæèòñÿ â êîëüöå

J(π1(S))⊕ . . .⊕ J(πq(S)).
Òàê êàê J(R) ∼= J(S)/I è J(S) ∈ var 〈J(π1(S)), . . . , J(πq(S))〉, òî J(R) íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì êîëüöîì. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 4. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, R/J(R) = Mn(GF (q)) è
J(R) � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî. Òîãäà R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå êîëüöî.



Î ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÑÈËÜÍÎ ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÜÖÀÕ 1729

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [6] (ñ. 55) R = Mn(S), ãäå S � ëîêàëüíîå êîëüöî
òàêîå, ÷òî S/J(S) ∼= GF (q). Ïðè ýòîì J(R) = Mn(J(S)) (ñì. [6], ñ. 11). Òàê
êàê êîëüöî J(R) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 4 êîëüöî
J(S) òîæå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êðèòè÷åñêèì. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5 S � ñèëü-
íî êðèòè÷åñêîå êîëüöî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3 R � ñèëüíî êðèòè÷åñêîå
êîëüöî. �

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è öåí-
íûå çàìå÷àíèÿ.
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