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Abstract. In paper there is a full table of essential non-split links in the
thickened Klein bottle, which diagrams have at most 3 crossings. Link
diagrams have two or three components. A generalized version of the
Kau�man polynomial ia used to prove that all these links are di�erent.
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1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ óçëîâ è çàöåïëåíèé â òð¼õìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1− 7]).

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíà ïîëíàÿ òàáëèöà ñóùåñòâåííûõ íåðàñùåïëÿåìûõ
çàöåïëåíèé â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà ñ äâóìÿ è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè,
ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå òð¼õ ïåðåêð¼ñòêîâ. Ñíà÷à-
ëà ïåðåáèðàþòñÿ âñå àáñòðàêòíûå ðåãóëÿðíûå ãðàôû ñòåïåíè 4, èìåþùèå íå
áîëåå òð¼õ âåðøèí. Çàòåì ïîëó÷àåì ïðîåêöèè êàê âëîæåíèÿ ýòèõ ãðàôîâ íà
áóòûëêå Êëåéíà. Áóòûëêó Êëåéíà ïðåäñòàâëÿåì â âèäå êâàäðàòà ñ îòîæäåñòâ-
ëåííûìè ñòîðîíàìè. Èç ïðîåêöèé íà êâàäðàòå ïóòåì ðàçðûâîâ â ïåðåêð¼ñòêàõ
ïîëó÷àåì äèàãðàììû çàöåïëåíèé. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðè¼ìîâ óáèðàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûå äèàãðàììû. Ðàçëè÷íîñòü çàöåïëåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
îáîáùåíèÿ ïîëèíîìà Êàóôôìàíà íà ñëó÷àé çàöåïëåíèé â óòîëù¼ííîé áóòûëêå
Êëåéíà. Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà ñîäåðæèò 25 ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëå-
íèé ñ äâóìÿ è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè, ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò
íå áîëåå òð¼õ ïåðåêð¼ñòêîâ. Çàöåïëåíèÿ ñ îäíîé êîìïîíåíòîé â äàííîé ðàáîòå

Nabeeva, L.R., Classification of links in the thickened Klein bottle.

© 2020 Íàáååâà Ë.Ð.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 17-01-00690).
Ïîñòóïèëà 4 íîÿáðÿ 2018 ã., îïóáëèêîâàíà 21 îêòÿáðÿ 2020 ã.

1680



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÖÅÏËÅÍÈÉ Â ÓÒÎËÙ�EÍÍÎÉ ÁÓÒÛËÊÅ ÊËÅÉÍÀ 1681

íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ïîñêîëüêó òàáóëèðîâàíèå óçëîâ áûëî ïðîâåäåíî â ðàáî-
òå [6].

Àâòîð áëàãîäàðèò Ñ.Â. Ìàòâååâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü â å¼ ðåøå-
íèè, à òàê æå Ô.Ã. Êîðàáë¼âà è Â.Â. Òàðêàåâà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Ïðåäñòàâëåíèÿ çàöåïëåíèé â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà

Óòîëù¼ííîé áóòûëêîé Êëåéíà íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîå êîñîå ïðîèçâåäå-
íèå K×̃I áóòûëêè Êëåéíà K íà îòðåçîê I. Ïîä çàöåïëåíèåì â K×̃I ïîíèìà-
åòñÿ êîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ,
ëåæàùèõ âíóòðè óòîëù¼ííîé áóòûëêè Êëåéíà. Äâà çàöåïëåíèÿ â K×̃I íàçû-
âàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ K×̃I
íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé îäíî çàöåïëåíèå â äðóãîå.

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå çàöåïëåíèÿ â S3 çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèé íà
ñôåðó S2. Â ñëó÷àå çàöåïëåíèé â óòîëù¼ííîì òîðå çàöåïëåíèÿ çàäàþòñÿ ïðî-
åêöèåé íà òîð [4, 5]. Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü çàöåïëåíèÿ â óòîë-
ù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèé íà áóòûëêó Êëåéíà, êàê è â
ðàáîòàõ [6, 7].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîåêöèåé çàöåïëåíèÿ â K×̃I íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûé ÷å-
òûðåõâàëåíòíûé ãðàô íà áóòûëêå Êëåéíà K. Âåðøèíû ãðàôà ìû áóäåì íàçû-
âàòü ïåðåêð¼ñòêàìè ïðîåêöèè. Êîìïîíåíòîé ïðîåêöèè íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òûé ïóòü íà ãðàôå, ïðîõîäÿùèé ïî ïðàâèëó ¾ïðÿìî � âïåð¼ä¿. Äâå ïðîåêöèè
ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì áóòûëêè Êëåéíà íà ñåáÿ, ïå-
ðåâîäÿùèé îäíó ïðîåêöèþ â äðóãóþ.

Ðèñ. 1. Áóòûëêà Êëåéíà ïðåäñòàâëåíà â âèäå êâàäðàòà ñ îòîæ-
äåñòâëåííûìè ñòîðîíàìè: áîêîâûå ñòîðîíû îòîæäåñòâëåíû ïî
ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó, à îñíîâàíèÿ � ïî ñóïåðïîçèöèè ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îñíî-
âàíèÿ

Îáùåïðèíÿòûé ñïîñîá çàäàíèÿ çàöåïëåíèé â âèäå ïðîåêöèé ñ ðàçðûâàìè
âáëèçè ïåðåêð¼ñòêîâ (ò.å. â âèäå äèàãðàìì) íà áóòûëêå Êëåéíà íå ñðàáîòà-
åò, òàê êàê áóòûëêà Êëåéíà ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðóìîé ïîâåðõíîñòüþ. ×òîáû
óñòðàíèòü ýòî ïðåïÿòñòâèå, áóäåì ïðåäñòàâëÿòü áóòûëêó Êëåéíà â âèäå êâàä-
ðàòà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå íà áóòûëêå Êëåé-
íà. Ïåðâàÿ êðèâàÿ � ýòî êðèâàÿ, ïðè ðàçðåçàíèè ïî êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ êîëüöî.
Òàêóþ êðèâóþ íàçîâ¼ì ìåðèäèàíîì. Âòîðàÿ êðèâàÿ � ýòî êðèâàÿ, ïðè ðàçðå-
çàíèè ïî êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ëèñò Ì¼áèóñà. Òàêóþ êðèâóþ íàçîâåì ñðåäíåé
ëèíèåé ëèñòà Ì¼áèóñà. Ðàçðåæåì áóòûëêó Êëåéíà ïî ýòèì äâóì êðèâûì. Ïî-
ëó÷èì êâàäðàò ñ îòîæäåñòâë¼ííûìè ñòîðîíàìè (ñì. ðèñ. 1): áîêîâûå ñòîðîíû
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îòîæäåñòâëåíû ïî ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó, à îñíîâàíèÿ � ïî ñóïåðïîçèöèè
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îñíîâàíèÿ.

Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ � ïðîåêöèÿ ñ óêàçàíèåì ðàçðûâîâ â ïåðåêð¼ñòêàõ
íà êâàäðàòå. Ïðèìåð äèàãðàììû äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2. Ïðèìåð äèàãðàììû äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ íà êâàäðàòå

Îïðåäåëåíèå 2. Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ L ⊂ K×̃I íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-
íîé, åñëè å¼ ÷èñëî ïåðåêð¼ñòêîâ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïåðåêð¼ñòêîâ ëþáîé
äèàãðàììû ëþáîãî çàöåïëåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî çàöåïëåíèþ L. Ïðîåêöèÿ çà-
öåïëåíèÿ â K×̃I íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè ìèíèìàëüíà õîòÿ áû îäíà
èç îòâå÷àþùèõ åé äèàãðàìì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ s (â äàëüíåéøåì ìû å¼ áó-
äåì íàçûâàòü îêðóæíîñòüþ) ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç 4 òèïîâ (òðèâèàëüíàÿ,
ìåðèäèàí, ïàðàëëåëü èëè ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà), åñëè ñóùåñòâóåò ãî-
ìåîìîðôèçì áóòûëêè Êëåéíà íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùèé îêðóæíîñòü s â îäíó èç
ýòèõ 4 îêðóæíîñòåé. Ïàðàëëåëü � êðèâàÿ, ïðè ðàçðåçàíèè ïî êîòîðîé ïîëó-
÷àþòñÿ äâà ëèñòà Ì¼áèóñà. Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíû òèïû íåòðèâèàëüíûõ
îêðóæíîñòåé íà áóòûëêå Êëåéíà: µ � ìåðèäèàí; λ � ïàðàëëåëü; m � ñðåäíÿÿ
ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà.

Ðèñ. 3. Òèïû íåòðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé íà áóòûëêå Êëåé-
íà: µ � ìåðèäèàí; λ � ïàðàëëåëü; m � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà
Ì¼áèóñà

3. Òèïû çàöåïëåíèé â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà

Ïðè òàáóëèðîâàíèè êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé ñòàðàþòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ïðè-
ìàðíûìè çàöåïëåíèÿìè. Ìû òîæå áóäåì ñòàðàòüñÿ ñîêðàòèòü ÷èñëî ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàöåïëåíèé â K×̃I çà ñ÷¼ò îòñåèâàíèÿ òåõ çàöåïëåíèé, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü èç óæå ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ îïåðàöèé.

Âî-ïåðâûõ, ìû íå áóäåì âêëþ÷àòü â òàáëèöó çàöåïëåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñâÿçíîé ñóììîé çàöåïëåíèÿ â S3 è çàöåïëåíèÿ â K×̃I. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
òàêèå çàöåïëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñóììèðóåìûìè çàöåïëåíèÿìè.



ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÖÅÏËÅÍÈÉ Â ÓÒÎËÙ�EÍÍÎÉ ÁÓÒÛËÊÅ ÊËÅÉÍÀ 1683

Îïðåäåëåíèå 3. Çàöåïëåíèå â K×̃I íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé çàöåïëåíèÿ
â S3 è çàöåïëåíèÿ â K×̃I, åñëè îíî ïîëó÷àåòñÿ èç íåòðèâèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ
â S3 è çàöåïëåíèÿ â K×̃I óäàëåíèåì èç êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî øàðó, ïå-
ðåñåêàþùåìóñÿ ñ çàöåïëåíèåì ïî íåçàóçëåííîé äóãå, è ñêëåèâàíèåì îñòàòêîâ
ïî êàêîìó-íèáóäü ãîìåîìîðôèçìó ñôåð, âîçíèêøèõ íà èõ êðàÿõ, òàê ÷òîáû
êîíöû çàóçëåíûõ äóã îòîæåñòâèëèñü ìåæäó ñîáîé.

Âî-âòîðûõ, ìû íå áóäåì âêëþ÷àòü â òàáëèöó çàöåïëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî
âëîæèòü â øàð, òàê êàê ýòèì çàöåïëåíèÿì îòâå÷àþò çàöåïëåíèÿ â S3. Òàêèå
çàöåïëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûìè.

Â-òðåòüèõ, ìû íå áóäåì âêëþ÷àòü â òàáëèöó çàöåïëåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
¾êîëüöåâûìè¿ çàöåïëåíèÿìè, ò.å. çàöåïëåíèÿìè, êîòîðûå èìåþò â äîïîëíåíèå
ñóùåñòâåííûå êîëüöà â óòîëù¼ííîé áóòûëêå Êëåéíà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
¾êîëüöåâûå¿ çàöåïëåíèÿ � çàöåïëåíèÿ â ïîëíîì òîðå, êîòîðûå óæå òàáóëèðî-
âàíû â ðàáîòå [3]. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íåñóùåñòâåííûõ êîëåö â óòîëù¼ííîé
áóòûëêå Êëåéíà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñîáñòâåííîå êîëüöî â K×̃I íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì,
åñëè ëèáî îíî ïàðàëëåëüíî îòíîñèòåëüíî êðàÿ êîëüöó â ∂(K×̃I), ëèáî åãî ñðåä-
íÿÿ îêðóæíîñòü ñòÿãèâàåìà â K×̃I.

Â-÷åòâåðòûõ, ìû íå áóäåì âêëþ÷àòü â òàáëèöó çàöåïëåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàñùåïëÿåìûìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Çàöåïëåíèå â K×̃I íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì, åñëè â äî-
ïîëíåíèè ê çàöåïëåíèþ ñóùåñòâóåò ðàçáèâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü (ëèáî ñôåðà,
ëèáî òîð, ïàðàëëåëüíûé ∂(K×̃I)), êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåò çàöåïëåíèå è îòäå-
ëÿåò îäíó èëè íåñêîëüêî êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ îò äðóãèõ êîìïîíåíò.

Ñôîðìóëèðóåì î÷åâèäíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî äèàãðàììà çàäà¼ò
çàöåïëåíèå îäíîãî èç íå ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîâ.

Ëåììà 1. 1. Åñëè ïðîåêöèÿ çàöåïëåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â äèñêå, òî ëþáàÿ îò-
âå÷àþùàÿ åé äèàãðàììà çàäà¼ò ëîêàëüíîå çàöåïëåíèå.

2. Åñëè íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóåò êîëüöî èëè ëèñò Ì¼áèóñà, ñîäåð-
æàùèå ïðîåêöèþ çàöåïëåíèÿ, òî ëþáàÿ îòâå÷àþùàÿ ýòîé ïðîåêöèè äèàãðàì-
ìà çàäà¼ò ¾êîëüöåâîå¿ çàöåïëåíèå.

3. Ïóñòü ïðîåêöèÿ òàêîâà, ÷òî íà áóòûëêå Êëåéíà èìååòñÿ äèñê, êðàé êî-
òîðîãî òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðîåêöèåé ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ è äåëèò
ïðîåêöèþ íà äâå ÷àñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû îäèí ïåðåêð¼ñòîê.
Òîãäà ëþáàÿ îòâå÷àþùàÿ ýòîé ïðîåêöèè äèàãðàììà ëèáî íåìèíèìàëüíàÿ, ëè-
áî çàäà¼ò çàöåïëåíèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñâÿçíîé ñóììû íåòðèâèàëüíîãî
çàöåïëåíèÿ â S3 è çàöåïëåíèÿ â K×̃I.

4. Åñëè ïðîåêöèÿ íåñâÿçíà èëè îäíà èç å¼ êîìïîíåíò òèïà ìåðèäèàí ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñ îáúåäèíåíèåì îñòàëüíûõ â åäèíñòâåííîé òî÷êå, òî ëþáàÿ äèà-
ãðàììà, îòâå÷àþùàÿ ýòîé ïðîåêöèè, çàäà¼ò ðàñùåïëÿåìîå çàöåïëåíèå.

5. Åñëè â äèàãðàììå êîìïîíåíòû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íàáîðà òàê, ÷òî
ïåðâûé íàáîð ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû òèïà ìåðèäèàí è îíà ïðîõîäèò
âñþäó íàä (èëè ïîä) êîìïîíåíòàìè èç âòîðîãî íàáîðà, òî äèàãðàììà çàäà¼ò
ðàñùåïëÿåìîå çàöåïëåíèå.

6. Åñëè â äèàãðàììå êîìïîíåíòû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íàáîðà òàê, ÷òî
ïåðâûé íàáîð ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû òèïà ïàðàëëåëü è îíà ïðîõîäèò
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ñíà÷àëà íàä çàòåì ïîä êîìïîíåíòàìè èç âòîðîãî íàáîðà, òî äèàãðàììà çà-
äà¼ò ðàñùåïëÿåìîå çàöåïëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðîåêöèÿ çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè ÷èñëî
å¼ êîìïîíåíò áîëüøå 1, è ê íåé íå ïðèìåíèì íè îäèí èç ïï.1�4 ëåììû 1.

4. Êëàññèôèêàöèÿ ïðîåêöèé çàöåïëåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ñîñòàâèì òàáëèöó ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèé çàöåïëåíèé ñ
äâóìÿ è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè íà áóòûëêå Êëåéíà, êîòîðûå èìåþò íå áîëåå ÷åì
òðè ïåðåêð¼ñòêà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 2. Ïóñòü G � ñóùåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ çàöåïëåíèÿ íà áóòûëêå Êëåéíà
K. Åñëè ïðîåêöèÿ G èìååò ïåòëè, òî èõ íå áîëåå äâóõ, è ïåòëè ñîîòâåò-
ñòâóþò îêðóæíîñòè òèïà ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà ïðîåêöèè G èìååòñÿ ïåòëÿ ν. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ν
� ïåòëÿ, òî îíà ñîîòâåòñòâóåò òèïó ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà. Èíöèäåíòíûé
ïåòëå ïåðåêð¼ñòîê îáîçíà÷èì ÷åðåç V . Âîçìîæíû òðè ñèòóàöèè: ν îãðàíè÷è-
âàåò äèñê; ν � íåòðèâèàëüíàÿ îêðóæíîñòü è ïîäõîäèò ê V ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí; ν � íåòðèâèàëüíàÿ îêðóæíîñòü è ïîäõîäèò ê V ñ íåïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí. Ðàçáåðåì ýòè ñèòóàöèè.

Ïóñòü ν îãðàíè÷èâàåò äèñê. Òîãäà íàéäåòñÿ äèñê, êðàé êîòîðîãî òðàíñâåð-
ñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðîåêöèåé ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ è äåëèò ïðîåêöèþ íà
äâå ÷àñòè â êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû îäèí ïåðåêð¼ñòîê. Â ýòîì ñëó÷àå
ê G ïðèìåíèì ï. 3 ëåììû 1, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê G ïî óñëîâèþ
ñóùåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.

Ïóñòü ν � íåòðèâèàëüíàÿ îêðóæíîñòü, ïîäõîäÿùàÿ ê V ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñòîðîí. Òîãäà ν ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ïðîåêöèè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ
îñòàëüíûìè â åäèíñòâåííîé òî÷êå V . Ñëåäîâàòåëüíî, ν � ëèáî ìåðèäèàí, ëèáî
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà. Åñëè ν � ìåðèäèàí, òî â ýòîì ñëó÷àå ê G ïðèìå-
íèì ï. 3 ëåììû 1, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê G ïî óñëîâèþ ñóùåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ. Åñëè ν � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà, òî ïðîåêöèÿ G èìååò ïåòëþ
òèïà ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà.

Ïóñòü ν � íåòðèâèàëüíàÿ îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ïîäõîäèò ê V ñ íåïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ñòîðîí. Åñëè îêðóæíîñòü, îáðàçóåìàÿ ïåòë¼é ν, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâè-
àëüíîé íå ìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòüþ, òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ
îêðóæíîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ïåòëå ν è íå èìåþùàÿ ñ G îáùèõ òî÷åê. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðèìåíèì ï. 2 ëåììû 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîåêöèÿ íåñóùåñòâåííàÿ. Åñëè
îêðóæíîñòü, îáðàçóåìàÿ ïåòëåé ν, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, ìåíÿþùåé îðèåí-
òàöèþ îêðóæíîñòüþ, òî ν � îêðóæíîñòü òèïà ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ìîæåò èìåòü ïåòëþ, êîòîðàÿ ñî-
îòâåòñòâóåò íåòðèâèàëüíîé îêðóæíîñòè òèïà ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåòåëü íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü äâóõ, òàê êàê
íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóåò âñåãî äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè òèïà
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà. �

Ïåðå÷èñëèì âñå àáñòðàêòíûå ãðàôû, âëîæåíèÿ êîòîðûõ íà áóòûëêó Êëåéíà
ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè ñ íå áîëåå ÷åì ñ òðåìÿ ïåðåêð¼ñòêàìè.
Ïî ëåììå 2 ïðîåêöèè íå ìîãóò èìåòü áîëåå äâóõ ïåòåëü. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò âñåãî 6 ãðàôîâ òàêîãî òèïà. Ýòè ãðàôû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 4.
Ðàññìîòðèì ñóùåñòâåííûå ïðîåêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ âëîæåíèåì ýòèõ 6 ãðàôîâ.
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a b c

d e f

Ðèñ. 4. Ðåãóëÿðíûå ãðàôû ñòåïåíè 4, èìåþùèå íå áîëåå òð¼õ
âåðøèí è äâóõ ïåòåëü

Ëåììà 3. Íà áóòûëêå Êëåéíà íå ñóùåñòâóåò ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèé çà-
öåïëåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ âëîæåíèåì ãðàôà a, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóåò ñóùåñòâåí-
íàÿ ïðîåêöèÿ G, ÿâëÿþùàÿñÿ âëîæåíèåì ãðàôà a. Ãðàô a ñîñòîèò èç äâóõ ïå-
òåëü. Ïî ëåììå 2, ïåòëè ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþò îêðóæíîñòÿì òèïà ñðåäíåé
ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà. Òîãäà ïðîåêöèÿ G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó a, ñîñòî-
èò èç äâóõ îêðóæíîñòåé òèïà ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà, ïåðåñåêàþùèõñÿ
òðàíñâåðñàëüíî ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Äîïîëíåíèå ê òàêîé ïðîåêöèè ñîñòîèò èç
äèñêà è ëèñòà Ì¼áèóñà. Ïðèìåíèì ï. 2 ëåììû 1, ïîëó÷èì, ÷òî ïðîåêöèÿ G íå
ñóùåñòâåííàÿ, ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó G. �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòàëüíûõ ïðîåêöèé íàì ïîíàäîáèòñÿ äâå îïåðàöèè. Ïåðâàÿ
îïåðàöèÿ � îïåðàöèÿ óñòðàíåíèÿ ïåðåêð¼ñòêà, ââåä¼ííàÿ â ðàáîòå [6], èçîáðà-
æ¼ííàÿ íà ðèñóíêå 5 ñëåâà. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: îðèåíòèðóåì ðåá-
ðà ïðîåêöèè, èñïîëüçóÿ ëþáîé èç äâóõ å¼ ïîëíûõ îáõîäîâ ïî ïðàâèëó ¾ïðÿìî
� âïåð¼ä¿. Òîãäà îïåðàöèÿ óñòðàíåíèÿ äàííîãî ïåðåêð¼ñòêà ñîñòîèò â çàìåíå
ýòîãî ïåðåêð¼ñòêà íà ïóíêòèðíóþ äóãó òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íîâàÿ ïðîåêöèÿ, ó êîòîðîé íà îäèí ïåðåêð¼ñòîê ìåíüøå
è êîòîðàÿ ñíàáæ¼íà ïóíêòèðíîé äóãîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M îïåðàöèþ óñòðà-
íåíèÿ ïåðåêð¼ñòêà, à îáðàòíóþ îïåðàöèþ ê M ÷åðåç M−1.

Ðèñ. 5. Îïåðàöèÿ óñòðàíåíèÿ (äîáàâëåíèÿ) ïåðåêð¼ñòêà è îïå-
ðàöèÿ óñòðàíåíèÿ (äîáàâëåíèÿ) äâóóãîëüíèêà

Âòîðàÿ îïåðàöèÿ � îïåðàöèÿ óñòðàíåíèÿ äâóóãîëüíèêà, èçîáðàæ¼ííàÿ íà
ðèñóíêå 5 ñïðàâà. Îïåðàöèÿ ñîñòîèò â çàìåíå äâóóãîëüíèêà íà ïóíêòèðíóþ
äóãó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íîâàÿ ïðîåêöèÿ, ó êîòîðîé íà äâà ïåðåêð¼ñòêà
ìåíüøå è êîòîðàÿ ñíàáæ¼íà ïóíêòèðíîé äóãîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N îïåðàöèþ
óñòðàíåíèÿ äâóóãîëüíèêà, à îáðàòíóþ îïåðàöèþ ê N ÷åðåç N−1.

Ëåììà 4. Íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèè
çàöåïëåíèé, ÿâëÿþùèåñÿ âëîæåíèåì ãðàôà b, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 4.
Ýòî ïðîåêöèè l21 è l22, ñì. ðèñ. 6.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàô b ñîñòîèò èç äâóõ ïåòåëü, ñîåäèíåííûõ äâîéíûì ðåá-
ðîì. Òîãäà â ýòîì ãðàôå âîçìîæíî âûäåëèòü ìàêñèìàëüíî òðè çàìêíóòûõ ïóòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó b, ìîæåò èìåòü 3 êîìïî-
íåíòû èëè 2 êîìïîíåíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò. Ïðèìåíèì îïåðà-
öèþ óñòðàíåíèÿ ïåðåêð¼ñòêà ê ïåðåêð¼ñòêó, ãäå îäíà êîìïîíåíòà ïåðåñåêàåòñÿ
ñàìà ñ ñîáîé. Ïîëó÷èì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ïîëó÷àåòñÿ èç òð¼õ îêðóæíîñòåé, äâå
èç êîòîðûõ ïåòëè, òàê êàê òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ðîâíî â îäíîé òî÷êå
ñ îäíîé ïåòë¼é èç äâóõ âîçìîæíî òîëüêî ñî ñðåäíåé ëèíèåé ëèñòà M¼áèóñà.
Ñëåäîâàòåëüíî, G ïîëó÷àåòñÿ èç òð¼õ îêðóæíîñòåé òèïà ñðåäíåé ëèíèè ëè-
ñòà M¼áèóñà, äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, à òðåòüÿ ñîåäèíåíà
ïóíêòèðíîé äóãîé ñ îäíîé èç äâóõ. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà ïðîåê-
öèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ äóãà. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ M−1, ïîëó÷èì
ïðîåêöèþ l21, ñì. ðèñ. 6.

Ðèñ. 6. Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé òèïà b

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ñîñòîèò èç òð¼õ êîìïîíåíò. Ïî ëåììå 2 ïåòëè
ïðîåêöèè � äâå ñðåäíèå ëèíèè ëèñòà M¼áèóñà. Òðåòüÿ êîìïîíåíòà ïåðåñåêàåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî ðîâíî â îäíîé òî÷êå ñ êàæäîé ïåòë¼é. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà, G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ñðåäíèõ ëèíèé ëèñòà
M¼áèóñà è ìåðèäèàíà. Ýòî ïðîåêöèÿ l22, ñì. ðèñ. 6. �

Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç #(s1 ∩ s1) � ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ îêðóæíîñòåé s1 è s2.

Ëåììà 5. Íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóþò 3 ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèè çà-
öåïëåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ âëîæåíèåì ãðàôà d, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå 4. Ýòî
ïðîåêöèè l31, l32, l33, ñì. ðèñ. 7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàô d ñîñòîèò èç òð¼õ âåðøèí è äâóõ ïåòåëü, ñîåäèíåííûõ
äâóìÿ äâîéíûìè ð¼áðàìè. Òîãäà â ýòîì ãðàôå âîçìîæíî âûäåëèòü ìàêñèìàëü-
íî ÷åòûðå çàìêíóòûõ ïóòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó
d, ìîæåò èìåòü 4, 3, èëè 2 êîìïîíåíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ñîñòîèò èç 2 êîìïîíåíò. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ óñòðà-
íåíèÿ ïåðåêð¼ñòêà ê äâóì ïåðåêð¼ñòêàì, â êîòîðûõ êîìïîíåíòû ïåðåñåêàþòñÿ
ñàìè ñ ñîáîé. Òîãäà ïðîåêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ÷åòûð¼õ îêðóæíîñòåé: s1, s2, s3, s4.
Ïóñòü s1 è s4 � îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåòëÿì. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.
Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ: #(s2 ∩ s3) = 1, è îêðóæíîñòè s1 è s4 ñîåäèíåíû ïóíêòèðíîé
äóãîé ñ îêðóæíîñòÿìè s2 è s3, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåì, ÷òî s1, s2, s3, s4 �
îêðóæíîñòè òèïà ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà, ÷òî íåâîçìîæíî íà K, òàê
êàê áóòûëêà Êëåéíà ñîñòîèò èç äâóõ ëèñòîâ Ì¼áèóñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâàÿ
ñèòóàöèÿ íå ïîäõîäèò. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ: #(s4∩s3) = 1, è ïàðû (s1, s2) è (s2, s3)
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ñîåäèíåíû ïóíêòèðíûìè äóãàìè. Òàê êàê #(s4∩s3) = 1, òî s1, s3, s4 � îêðóæíî-
ñòè òèïà ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà. Îïðåäåëèì îêðóæíîñòü s2. Äîïîëíåíèå
ê s1, s3, s4 ñîñòîèò èç äèñêà è êîëüöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïðîåêöèÿ G áûëà
ñóùåñòâåííîé, íóæíî âûáðàòü îêðóæíîñòü s2 íà êîëüöå. Ïîëó÷àåì, ÷òî îêðóæ-
íîñòü s2 ëèáî òðèâèàëüíàÿ, ëèáî ïàðàëëåëü. Ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìîâ
ïðîåêöèé âûáîð ïóíêòèðíûõ äóã îäíîçíà÷åí äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ. Ïðèìåíèì
îïåðàöèþ M−1 âäîëü ïóíêòèðíûõ äóã, ïîëó÷èì ïðîåêöèè l31 è l32, ñì. ðèñ. 7.

Ðèñ. 7. Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé òèïà d

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ñîñòîèò èç 3 êîìïîíåíò. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ
óñòðàíåíèÿ ïåðåêð¼ñòêà ê ïåðåêð¼ñòêó, êîòîðûé îáðàçîâàí îäíîé êîìïîíåíòîé.
Òîãäà ïðîåêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ÷åòûð¼õ îêðóæíîñòåé: s1, s2, s3, s4. Ïóñòü s1 è
s4 � îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåòëÿì. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè. Ïåðâàÿ
ñèòóàöèÿ: #(s4 ∩ s3) = 1, #(s3 ∩ s2) = 1, à îêðóæíîñòè s1 è s2 ñîåäèíåíû
ïóíêòèðíîé äóãîé. Ñëåäîâàòåëüíî, s1, s3, s4 � îêðóæíîñòè òèïà ñðåäíåé ëèíèè
ëèñòà Ì¼áèóñà. Íî âûáðàòü s2 íåâîçìîæíî, òàê êàê äîïîëíåíèå ê s1, s3, s4 íà
áóòûëêå Êëåéíà ñîñòîèò èç äèñêà è êîëüöà, òîãäà ëþáàÿ îêðóæíîñòü êàê ìè-
íèìóì òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ s1 â äâóõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâàÿ
ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà íà K. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ: #(s1 ∩ s2) = 1, #(s4 ∩ s3) = 1 è
îêðóæíîñòè s2 è s3 ñîåäèíåíû ïóíêòèðíîé äóãîé. Òîãäà s1, s2, s3, s4 � îêðóæ-
íîñòè òèïà ñðåäíåé ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà, è ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà
ïðîåêöèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ s2 è s3, ñì. ðèñ. 7. Ïðè-
ìåíèì îïåðàöèþ M−1, ïîëó÷èì ïðîåêöèþ l33.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ñîñòîèò èç 4 êîìïîíåíò: s1, s2, s3, s4. Ïóñòü
s1 è s4 � äâå ïåòëè, òîãäà #(s1 ∩ s2) = 1, #(s2 ∩ s4) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
s2 � îêðóæíîñòü òèïà ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà M¼áèóñà. Òåïåðü íóæíî âûáðàòü
s3 òàê, ÷òîáû #(s3 ∩ s2) = 1. Íî âûáðàòü òàêóþ îêðóæíîñòü íåâîçìîæíî,
òàê êàê äîïîëíåíèå ê s1, s2, s4 íà áóòûëêå Êëåéíà ñîñòîèò èç äèñêà è êîëüöà,
òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü êàê ìèíèìóì òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ s2 â äâóõ
òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó d, íå ñîñòîèò èç
4 êîìïîíåíò. �

Ëåììà 6. Íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóþò 2 ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèè çà-
öåïëåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ âëîæåíèåì ãðàôà c, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå 4. Ýòî
ïðîåêöèè l23, l24, ñì. ðèñ. 8.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ãðàôà ñ. Ãðàô ñ ñî-
ñòîèò èç äâóõ âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ 4 ð¼áðàìè. Òîãäà â ýòîì ãðàôå âîçìîæíî
âûäåëèòü ìàêñèìàëüíî äâà çàìêíóòûõ ïóòè. Òîãäà ïðîåêöèÿ G, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ãðàôó c, ñîñòîèò èç 2 êîìïîíåíò: s1, s2. Åñëè ïðîåêöèÿ ñîäåðæèò äâóóãîëü-
íèê, ïðèìåíèì îïåðàöèþ N . Ïîëó÷èì, ÷òî s1, s2 � äâå îáðàùàþùèå îðèåíòàöèè
îêðóæíîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ê ïðîåêöèè ïðèìåíèì ï. 2 ëåììû 1. Òîãäà
s1, s2 � äâå ñðåäíèå ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà, ñîåäèíåííûå ïóíêòèðíîé äóãîé. Ñ
òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìîâ ïðîåêöèé âûáîð ïóíêòèðíûõ äóã îäíîçíà÷åí.
Ïðèìåíèì îïåðàöèþ N−1 âäîëü ïóíêòèðíîé äóãè, ïîëó÷èì ïðîåêöèþ l23, ñì.
ðèñ. 8. Åñëè ïðîåêöèÿ G íå ñîäåðæèò äâóóãîëüíèê, òî #(s1∩s2) = 2. Ïîëó÷àåì,
s1, s2 � ìåðèäèàí è ïàðàëëåëü. Ïîëó÷èì ïðîåêöèþ l24, ñì. ðèñ. 8.

Ðèñ. 8. Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé òèïà c

�

Ëåììà 7. Íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóþò 6 ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèé çà-
öåïëåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ âëîæåíèåì ãðàôà e, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå 4. Ýòî
ïðîåêöèè l34, l35, l36, l37, l38, l39, ñì. ðèñ. 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàô e ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà ñ ïðèñîåäèíåíèåì ïåòëè. Òîãäà
â ýòîì ãðàôå âîçìîæíî âûäåëèòü ìàêñèìàëüíî òðè çàìêíóòûõ ïóòè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðîåêöèÿ G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó e, ìîæåò èìåòü 3 èëè 2 êîìïî-
íåíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ñîñòîèò èç 2 êîìïîíåíò: s1, s2. Âîçìîæíû
äâå ñèòóàöèè. Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ: ïóñòü s1 � ïåòëÿ è #(s1 ∩ s2) = 1. Êîìïîíåíòà
s2 � ïðîåêöèè óçëà G′ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó c, ñì. ðèñ. 4. Ïðîåêöèÿ G′ ïî-
ëó÷àåòñÿ èç äâóõ îêðóæíîñòåé, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ðîâíî â îäíîé
òî÷êå è ñîåäèí¼ííûõ ïóíêòèðíîé äóãîé. Äâå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îêðóæíîñòè � ëèáî äâå ñðåäíèå ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà, ëèáî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ
ëèñòà Ì¼áèóñà è ìåðèäèàí, ñîåäèí¼ííûå ïóíêòèðíûìè äóãàìè. Ïðèìåíèì îïå-
ðàöèþM−1, ïîëó÷èì ïðîåêöèè óçëîâ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òîëüêî âòîðàÿ ïàðà
íàì ïîäõîäèò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðîåêöèþ l35, ñì. ðèñ. 9. Âòîðàÿ ñèòóà-
öèÿ: #(s1 ∩ s2) = 2 è s2 ñîåäèíåíà ïóíêòèðíîé äóãîé ñ ïåòë¼é. Îêðóæíîñòè
s1, s2 íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî íå ìåíÿþùèìè îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòÿìè,
òàê êàê ïðè ñîåäèíåíèè ïåòëè ïîëó÷èì ïðîåêöèþ, ê êîòîðîé ïðèìåíèì ïóíêò
2 ëåììû 1. Åñëè ïåðåñå÷åíèÿ s1, s2 îáðàçóþò äâóóãîëüíèê, òî ïðèìåíèì îïå-
ðàöèþ óñòðàíåíèÿ äâóóãîëüíèêà N , ïîëó÷èì òðè îêðóæíîñòè. Ñ ó÷åòîì âñåõ
óñëîâèé, èìååì äâå òðîéêè: äâå ñðåäíèå ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà è òðèâèàëüíàÿ
îêðóæíîñòü; äâå ñðåäíèå ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà è ïàðàëëåëü. Ïðèìåíèì îïåðà-
öèþ N−1 è M−1, ïîëó÷èì ïðîåêöèè l34, l36, l37, ñì. ðèñ. 9. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî åñëè ïåðåñå÷åíèå s1, s2 íå îáðàçóåò äâóóãîëüíèê, òî òàêîé ïðîåêöèè íà
áóòûëêå Êëåéíà íå ñóùåñòâóåò.
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Ðèñ. 9. Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé òèïà e

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ñîñòîèò èç 3 êîìïîíåíò: s1; s2; s3. Ïóñòü s1 �
ïåòëÿ, #(s1 ∩ s2) = 1, òîãäà #(s2 ∩ s3) = 2. Ïåòëÿ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ
ðîâíî â îäíîé òî÷êå ëèáî ñ ìåðèäèàíîì, ëèáî ñî ñðåäíåé ëèíèåé ëèñòà Ì¼áè-
óñà. Òîãäà çà s3 íóæíî âçÿòü ïàðàëëåëü, ëèáî ñðåäíþþ ëèíèþ ëèñòà Ì¼áèóñà,
ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì ïðîåêöèè l39 è l38, ñì. ðèñ. 9. �

Ëåììà 8. Íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóþò 5 ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèé çà-
öåïëåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ âëîæåíèåì ãðàôà f, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 4. Ýòî
ïðîåêöèè l310, l311, l312, l313, l314, ñì. ðèñ. 10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàô f ñîñòîèò èç òð¼õ âåðøèí, êàæäûå äâå ñîåäèíåíû äâîé-
íûì ðåáðîì. Òîãäà â ýòîì ãðàôå âîçìîæíî âûäåëèòü ìàêñèìàëüíî òðè çàìêíó-
òûõ ïóòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó f, ìîæåò èìåòü
3 èëè 2 êîìïîíåíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ñîñòîèò èç 2 êîìïîíåíò. Ïóñòü ïðîåêöèÿ G ñîäåðæèò
äâóóãîëüíóþ ãðàíü. Òîãäà ïðèìåíèì îïåðàöèþ óñòðàíåíèÿ äâóóãîëüíèêà. Ïî-
ëó÷èì íàáîð èç äâóõ îêðóæíîñòåé: s1, s2 è #(s1 ∩ s2) = 1. Îêðóæíîñòè s1, s2,
ëèáî ìåðèäèàí è ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà Ì¼áèóñà, ëèáî äâå ñðåäíèå ëèíèè ëèñòà
Ì¼áèóñà. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ N−1, ïîëó÷èì ïðîåêöèè l310 è l311, ñì. ðèñ. 10.
Ïóñòü ïðîåêöèÿ G íå ñîäåðæèò äâóóãîëüíîé ãðàíè. Òîãäà ïðèìåíèì îïåðà-
öèþ óñòðàíåíèÿ ïåðåêð¼ñòêà ê ïåðåêð¼ñòêó, â êîòîðîì îäíà êîìïîíåíòà ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé. Ïîëó÷èì íàáîð èç òð¼õ îêðóæíîñòåé: s1, s2, s3. Ïóñòü
#(s1 ∩ s2) = 1 è #(s1 ∩ s3) = 1, s2 è s3 ñîåäèíåíû ïóíêòèðíîé äóãîé. Îêðóæ-
íîñòè s2 è s3 ÿâëÿþòñÿ íåðàçáèâàþùèìè, ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî äâà ìåðèäèàíà,
ëèáî äâå ñðåäíèå ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà. Òîãäà, s1 � ëèáî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëèñòà
Ì¼áèóñà, ëèáî ìåðèäèàí. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ M−1 âäîëü ïóíêòèðíûõ äóã,
ïîëó÷èì ïðîåêöèè l312 è l313, ñì. ðèñ. 10.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ G ñîñòîèò èç 3 êîìïîíåíò. Òîãäà ïðîåêöèÿ ïî-
ëó÷àåòñÿ èç òð¼õ îêðóæíîñòåé, êàæäûå äâå èç êîòîðûõ òðàíñâåðñàëüíî ïå-
ðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Íà áóòûëêå Êëåéíà ñóùåñòâóåò äâå ïàðû
îêðóæíîñòåé, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå: äâå ñðåä-
íèå ëèíèè ëèñòà Ì¼áèóñà, ëèáî ìåðèäèàí ñî ñðåäíåé ëèíèåé ëèñòà Ì¼áèóñà.
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Ðèñ. 10. Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèé òèïà f

Òîãäà â êà÷åñòâå òðåòüåé îêðóæíîñòè ìîæíî âûáðàòü ê ïåðâîé ïàðå ìåðèäèàí,
à êî âòîðîé ïàðå � ñðåäíþþ ëèíèþ ëèñòà Ì¼áèóñà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâå
ýêâèâàëåíòíûå ïðîåêöèè íà áóòûëêå Êëåéíà: l314, ñì. ðèñ 10. �

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 18 ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñóùåñòâåííûõ
ïðîåêöèé çàöåïëåíèé ñ äâóìÿ è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè íà áóòûëêå Êëåéíà,
êîòîðûå èìåþò íå áîëåå ÷åì òðè ïåðåêð¼ñòêà. Âñå îíè èçîáðàæåíû íà ðè-
ñóíêå 11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììû ñ 3 ïî 8, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âñå-
ãî 18 ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèé çàöåïëåíèé íà áóòûëêå Êëåéíà, êîòîðûå èìåþò
íå áîëåå ÷åì òðè ïåðåêð¼ñòêà. Äîêàæåì, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ïðîåêöèè íà ðè-
ñóíêå 11 ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíû. Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïðîåêöèè òàê íàçûâàå-
ìûé face-âåêòîð: (j(r)i1, i2, ...in), ãäå r � ÷èñëî êîìïîíåíò ïðîåêöèè, i1, i2, ...in
� óïîðÿäî÷åííîå ïî íåóáûâàíèþ ÷èñëî óãëîâ å¼ ãðàíåé, j � ãðàôè÷åñêèé òèï
ïðîåêöèè, j ∈ {a,b,c,d,e,f,g}. Ñòðîêè, îòâå÷àþùèå ïîñòðîåííûì ïðîåêöèÿì,
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 11. Òàêèõ ñòðîê äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçëè÷èòü ëþáûå äâå
ïðîåêöèè, çà èñêëþ÷åíèåì ïàðû (312, 313). Íî ïðîåêöèè íåýêâèâàëåíòíû, ïî-
òîìó ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíûå ãðàíè èìåþò îáùåå ðåáðî, à âî âòîðîì
íå èìåþò. �

5. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îïðåäåëåíèå 7. Çàöåïëåíèå â K×̃I íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè îíî íå
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé çàöåïëåíèÿ â S3 è çàöåïëåíèÿ â K×̃I, è äîïîëíåíèå
ê íåìó íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûå êîëüöà.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 25 ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñóùåñòâåííûõ
íåðàñùåïëÿåìûõ çàöåïëåíèé ñ äâóìÿ è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè â óòîëù¼ííîé
áóòûëêå Êëåéíà, ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå òð¼õ
ïåðåêð¼ñòêîâ. Çàäàþùèå èõ äèàãðàììû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 12.
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Ðèñ. 11. Ïðîåêöèè çàöåïëåíèé ñ äâóìÿ è òðåìÿ êîìïîíåíòàìè
íà áóòûëêå Êëåéíà ñ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ïåðåêð¼ñòêàìè. Íàä
êàæäîé ïðîåêöèè óêàçàí åå íîìåð, à ïîä íåé ïðèâåäåíû å¼ ãðà-
ôè÷åñêèé òèï (ñì. ðèñ. 4) è face-âåêòîð, êîòîðûé ñîñòàâëåííûé
èç ÷èñåë óãëîâ å¼ ãðàíåé è â ñêîáêàõ óêàçàíî êîëè÷åñòâî êîì-
ïîíåíò

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò 18 ñóùåñòâåííûõ ïðîåêöèé. ×òîáû
ïî äàííîé ïðîåêöèè ïîñòðîèòü äèàãðàììû, íóæíî ïóòåì ðàçðûâîâ ðàçìåòèòü
âñå å¼ ïåðåêð¼ñòêè. Ïðè ñìåíå âñåõ çíàêîâ ïåðåêð¼ñòêîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè çàöåïëåíèé îñòà¼òñÿ ïðåæíèì. Òîãäà â ðàññìîòðåíèè
êàæäîé ïðîåêöèè òèï îäíîãî ïåðåêð¼ñòêà ìîæíî çàôèêñèðîâàòü, â ñèëó ÷å-
ãî äëÿ ïðîåêöèè ñ n ïåðåêð¼ñòêàìè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 2n−1 âàðèàíòîâ.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîåêöèé ñ äâóìÿ ïåðåêð¼ñòêàìè èõ 4, à ïðîåêöèé ñ òðåìÿ ïåðå-
êð¼ñòêàìè èõ 14. Â èòîãå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 64 äèàãðàììû (4 ·21+14 ·22).
Ýòè äèàãðàììû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 13. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äèàãðàììû
ñ íîìåðàìè 6, 11, 12, 22, 23, 24, 27, 28, 31, 32, 39, 40, 46, 47, 48, 51, 52 íå ìè-
íèìàëüíû. Äèàãðàììû 3, 7, 8, 34, 35, 42, 43, 44, 54, 55, 58, 60, 62, 63 çàäàþò
ðàñùåïëÿåìûå çàöåïëåíèÿ ïî ïóíêòàì 5 è 6 ëåììû 1 è äèàãðàììû 2, 16, 19,
36, 59 çàäàþò ðàñùåïëÿåìûå çàöåïëåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Äèàãðàììû 20, 56,
64 ýêâèâàëåíòíû äèàãðàììàì 17, 53, 61, ñîîòâåòñòâåííî, òàê îäíó äèàãðàììó
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Ðèñ. 12. Òàáëèöà ñóùåñòâåííûõ íåðàñùåïëÿåìûõ çàöåïëåíèé
â K×̃I, ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå òð¼õ
ïåðåêð¼ñòêîâ

ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé äèàãðàìì çàöåïëåíèé
R1−R12, ââåäåííûå â ðàáîòå [7]. Â ðåçóëüòàòå îñòàëîñü 25 äèàãðàìì, ñì. ðèñ. 12.

Ðàçëè÷íîñòü âñåõ ïîëó÷åííûõ çàöåïëåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñ-
ëåíèÿ èõ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ Êàóôôìàíà [6]. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé íîð-
ìàëèçîâàííîé ñêîáêè Êàóôôìàíà îò îäíîé ïåðåìåííîé, ìû èñïîëüçóåì 4 ïå-
ðåìåííûå: A, x, y è z, � êîòîðûå íóæíû äëÿ ó÷¼òà ÷èñëà è òèïîâ îêðóæíîñòåé
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Ðèñ. 13. Òàáëèöà 64 äèàãðàìì, ïîëó÷åííûõ èç 18 ïðîåêöèé ñ
çàôèêñèðîâàíûì îäíèì ïåðåêð¼ñòêîì

â K, ïîëó÷àþùèõñÿ ïîñëå ðàçðåøåíèÿ âñåõ ïåðåêð¼ñòêîâ äèàãðàììû ñîãëàñíî
âûáðàííîìó ñîñòîÿíèþ s. Òî÷íàÿ ôîðìóëà òàêîâà:



1694 Ë.Ð. ÍÀÁÅÅÂÀ

X(L) = (−A)−3w
′(L)

∑
s

Aα(s)−β(s)(−A2 −A−2)γ(s)xδ1(s)yδ2(s)zδ3(s),

ãäå α(s) è β(s) � ÷èñëî ìàðêåðîâ A è B â ñîñòîÿíèè s, γ(s) � ÷èñëî òðèâèàëü-
íûõ îêðóæíîñòåé íà áóòûëêå Êëåéíà è δ1(s), δ2(s) è δ3(s) � ÷èñëà îêðóæíîñòåé
òèïà µ, λ, è m, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàçðåøåíèÿ âñåõ ïå-
ðåêð¼ñòêîâ. Ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì, à w′(L) � ñóììà
çíàêîâ ïåðåêð¼ñòêîâ, îáðàçîâàííûõ îäíîé êîìïîíåíòîé. Íèæå ïðèâåäåíà òàá-
ëèöà ïîëèíîìîâ Êàóôôìàíà äëÿ âñåõ çàöåïëåíèé, çàäàííûõ äèàãðàììàìè íà
ðèñ. 12.

L221 : (−A−5 +A)z −A−3yz;
L322 : −A−4 − 2−A4 + 2y;

L223 : (1−A4)x+A−2z2;

L231 : (A−7 +A−1)z + (A−5 −A−1)yz;
L232 : (A−1 +A9)z + (−A3 +A7)yz;

L233 : (−A−5 −A5)z + (−A−3 +A−1)yz +Ay2z;

L234 : (−A−5 −A−3)z + (A−7 −A−1)yz +A−5y2z;

L235 : (−A−3 −A3)z + (A−3 −A−1)yz +A−1y2z;

L336 : A−6 −A2 + (A−2 +A2)y −A−2y2;
L337 : −A−4 − 1 +A4 +A8 + 2y −A4y2;

L238 : (−A4 +A8)x+ (A−2 −A2 +A6)z2;

L239 : −2A3 −A7 +A11 + (A3 +A7 −A11)z;

L2310 : A−13 − 2A−5 −A−1 + (−A−9 + 2A−5)z;

L2311 : (1−A−4)x+ (−A−6 −A−2 +A2)z2 −A−4yz2;
L2312 : (A−8 −A−4)x+ (A−6 − 2A−2)z2 − yz2;
L2313 : −2A4x+ (A−2 − 2A2 −A6)z2 −A4yz2;

L3314 : (−A−5 +A−A3 −A5)z +A−1yz;

L3315 : (−A−5 −A−3 +A−A3)z +A3z2;

L3316 : (−A−5 +A−1 +A−A5)z + (A−1 +A)yz;

L2317 : (A−3 +A−1 −A3 +A7)z;

L2318 : −2A−3 −A+A5 +A−3y + (A−A5)x2;

L2319 : A−7 − 2A−A5 +Ay + (−A−3 +A)x2;

L2320 : (A−8 −A−4 − 2A−2)z;

L2321 : A−2 + 3A2 +A6 −A10 −A2x2 − 2A2y;

L3322 : (−A−5 +A−1)x+ 2Az2.

Ïîñòðîåííûå çàöåïëåíèÿ íà ðèñóíêå 12 ñóùåñòâåííûå è íåðàñùåïëÿåìûå,
òàê êàê èõ äîïîëíèòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ìíîãî-
îáðàçèÿìè. Ýòî áûëî ïðîâåðåíî ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì ¾SnapPy¿
ñì. [9] è ¾3-Manifold Recognizer¿ ñì. [8]. Ðåçóëüòàòû ïðîãðàìì ïðèâåäåíû â
òàáëèöå 1. Ãäå èçîìåòðè÷åñêèå ñèãíàòóðû � îäèí èç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ òðèàí-
ãóëÿöèè ìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè [8] è âåëè÷èíû ãèïåðáîëè÷åñêèõ
îáú¼ìîâ áûëè âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè [9].
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Òàáëèöà 1

Èìÿ Èçîìåòðè÷åñêàÿ ñèãíàòóðà Ãèïåðáîëè÷åñêèé îáú¼ì
L221 iLLAMPcbcde�hhhebbddbfcb 6.3545865572
L322 iLMLAPcbbde�hhhpuabbbbvo 7.32772475342
L223 ivLAPQcdefeghhghbvaoauvob 5.3334895669
L231 mLLALMMwQccdeghihjjlllpvbabaaavoobv 6.3545865572
L232 mLLALMMzQccdeghihjjlllpvbabapabvobv 8.7786588032
L233 kLLPLMAkceefeghiijjiiatdvfpevs 9.5357002543
L234 mLLMLPPwQcdedfghijjllltgafvft��vg 7.035521457
L235 mLLAzMMzQbcedfhhijjllldfabbaadcccbf 6.3545865572
L336 mLLwAPMzQceeefhhijjllladeed�edbcbf 7.3277247534
L337 mLLvAMMAQcefgigikkkllliiamoocimagco 10.1494160641
L238 mLLAvPPMQbcdeigikjllklebbdacacfadca 7.706911803
L239 mLLvQLLQQce�fjljilkklaaaimaaiaccco 6.35458655720
L2310 mLMvzLMQQbbdfjhijiklllpuababbbbbapu 9.5034039310
L2311 mLLALLwQQccdehjiljlkklpvbappabooovo 7.8679012756
L2312 mLLLzAzQQcddhfghlljkkltgfvfg��gvf 6.5517432879
L2313 mLLALLMAQbcedhjikjkllldfabddaacfdae 6.354586557
L3314 mLMLvMwQQbbdehghlkjkllpuabuaoapvaao 8.929317823
L3315 mLMLvMPMQbbdegiijklkllpuaoauvopaapv 7.327724753
L3316 mLLzwQPwQceefhgihjjllliiaaoocommmai 3.328
L2317 mLvvwAQQQcgfhhkikjljlliacoococoioaa 7.3277247534
L2318 mLvvwAQQQcgfhhkikjjlllaacgocccccima 6.3545865572
L2319 mLvvwAQQQcgfhhjjiklklliacooccccicam 9.5034039310
L2320 mLvLAzAQQcegfgiikjllklaaaacccaaefcb 7.32772475342
L2321 mLvLAzQMQcfgeigijkllklddaebcbadefbb 10.1494160641
L3322 mLLzwPLQQceefhijilklkliaiaccicamcco 7.327724753

�
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