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Abstract. The Fejer sums for measures on the circle and the norms
of the deviations from the limit in von Neumann's ergodic theorem are
calculated, in fact, using the same formulas (by integrating the Fejer
kernels) � and so, this ergodic theorem is a statement about the asympto-
tics of the Fejer sums at zero for the spectral measure of the corresponding
dynamical system. It made it possible, having considered the integral
Holder condition for signed measures, to prove a theorem that uni�es
both following well-known results: classical S.N. Bernstein's theorem on
polynomial deviations of the Fejer sums for Holder functions � and
theorem about polynomial rates of convergence in von Neumann's ergodic
theorem.

Keywords: deviations of Fejer sums, rates of convergence in von Neu-
mann's ergodic theorem, integral Holder condition.

1. Ñòåïåííûå óêëîíåíèÿ ñóìì Ôåéåðà ãåëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé

Ïóñòü L2π � ìíîæåñòâî âñåõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó
íà (−π, π] ôóíêöèé ρ : R → R. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ρ ∈ L2π ðàññìîòðèì åå

÷àñòè÷íûå ñóììû Ôóðüå Sk(x) è ñóììû Ôåéåðà σn(x) = 1
n

∑n−1
k=0 Sk(x). Êàê õî-

ðîøî èçâåñòíî (Ë. Ôåéåð, 1904 ã.), â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè ρ åå ñóììû Ôåéåðà
σn(x) ïîòî÷å÷íî âñþäó ñõîäÿòñÿ ê ρ(x) ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ïî x; âåëè÷èíû
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|σn(x)− ρ(x)| íàçûâàþò óêëîíåíèÿìè ñóìì Ôåéåðà. Ðàññìîòðèì ÿäðà Ôåéåðà

Φn(t) =
1

n

sin2 nt
2

sin2 t
2

, 0 < |t| ≤ π; Φn(0) = n.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà I, �47]) èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ñóìì Ôåéåðà ôóíêöèè ρ ∈ L2π äëÿ âñåõ x ∈ (−π, π] :

(1) σn(x) =
1

2π

π∫
−π

Φn(t)ρ(x+ t)dt.

Åñëè äëÿ h ∈ L2π äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò α ∈ (0, 1) è M ≥ 0 ïðè âñåõ
x, y âåðíî íåðàâåíñòâî |h(x)− h(y)| ≤ M|x− y|α, òî ãîâîðèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæèò êëàññó Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α è êîýôôèöèåíòîìM, è ïèøåì
h ∈ Hα

M. Åñëè êîýôôèöèåíòM íåñóùåñòâåíåí, òî ïèøåì ïðîñòî h ∈ Hα.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2, ãëàâà

VIII, �2].
Òåîðåìà 1 (Ñ.Í. Áåðíøòåéí, 1912 ã.). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ρ ∈ Hα

M, ãäå
α ∈ (0, 1), ïðè âñåõ x äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n

|σn(x)− ρ(x)| < CαMn−α,

ãäå Cα � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α; ìîæíî ïîëîæèòü Cα = π2α

1−α2 .

Òî÷íîå çíà÷åíèå íàèìåíüøåé êîíñòàíòû Cα (òàêæå ðàâíîìåðíîå ïî Hα
M)

áûëî íàéäåíî Ñ.Ì. Íèêîëüñêèì â [3].
Êàê õîðîøî èçâåñòíî ([4, ãëàâà III, �13] � è [5], íàïðèìåð), â êëàññå íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé âåðíî è îáðàòíîå ê òåîðåìå 1 óòâåðæäåíèå: åñëè äëÿ íåïðå-
ðûâíîé ρ ∈ L2π ïðè âñåõ x áóäåò |σn(x)−ρ(x)| = O(n−α) ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî
ïî x, òî ρ ∈ Hα.

2. Ñòåïåííûå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

â ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå ôîí Íåéìàíà

Ïóñòü (Ω,F, λ) � ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, T � åãî ýíäîìîð-
ôèçì, ò. å. òàêîå îòîáðàæåíèå T : Ω→ Ω, ÷òî äëÿ âñåõ A ∈ F ìíîæåñòâî T−1A
ïðèíàäëåæèò F, è λ(A) = λ(T−1A). ×åðåç UT îáîçíà÷èì èçîìåòðè÷åñêèé îïåðà-
òîð, äåéñòâóþùèé â (êîìïëåêñíîì) ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) ïî ôîð-

ìóëå UT f = f ◦ T ; ïîëîæèì Anf = 1
n

∑n−1
k=0 U

k
T f . Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýðãî-

äè÷åñêàÿ òåîðåìà ôîí Íåéìàíà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå â L2(Ω) ïðåäåëà
lim
n→∞

Anf = f∗, ïðè÷åì f∗ îêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé f íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà UT , è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
Ω
f∗dλ =

∫
Ω
fdλ.

Ðàññìîòðèì êîððåëÿöèîííûå êîýôôèöèåíòû bkf âåêòîðà f : bkf = (UkT f, f)

ïðè k ≥ 0, è bkf = b−kf ïðè k < 0, è åãî ñïåêòðàëüíóþ ìåðó µf , ò.å. òà-
êóþ (åäèíñòâåííóþ) σ-àääèòèâíóþ êîíå÷íóþ áîðåëåâñêóþ ìåðó íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðîé bkf ÿâëÿþòñÿ åå êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå (ñì., íà-
ïðèìåð, [6, ãëàâà 1, �7]).

Ïóñòü L0
2(Ω) � ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì â L2(Ω). Òàê

êàê f − f∗ ∈ L0
2(Ω), òî è An(f − f∗) ∈ L0

2(Ω) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Êàê
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õîðîøî èçâåñòíî (òåîðåìà 18.2.1 â [7]), äëÿ êàæäîé g ∈ L0
2(Ω)

‖Ang‖22 =
1

n

∫
(−π,π]

Φn(t) dµg(t);

ïîýòîìó äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

(2) ‖Anf − f∗‖22 = ‖An(f − f∗)‖22 =
1

n

∫
(−π,π]

Φn(t)dµf−f∗(t).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò µf ê µf−f∗ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòûì îòáðàñûâàíèåì
ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå 0 ìåðû µf{0} = ‖f∗‖22 (ïîñêîëüêó f∗ è åñòü îðòîãî-
íàëüíàÿ ïðîåêöèÿ f íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà UT ,
îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1).

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå ôîí Íåéìàíà èçìåðÿþò ñêî-
ðîñòüþ ñõîäèìîñòè âåëè÷èí ‖Anf − f∗‖22 ê íóëþ ïðè n → ∞. Â [8, òåîðåìà
3] áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñòåïåííîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ýòîé
òåîðåìå (ïî ïîâîäó êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé âîçíèêàþùèõ çäåñü êîíñòàíò ñì. [9],
íàïðèìåð).
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ (f, T ) è β ∈ [0, 2) ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå ñîîòíî-

øåíèÿ:
1) ‖Anf − f∗‖22 = O(n−β) ïðè n→∞;
2) µf−f∗(−δ, δ] = O(δβ) ïðè δ → 0.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî òàêæå ïðè çàìåíå îáîèõ ”O” íà ”o”.

3. Óíèôèöèðóþùèé ðåçóëüòàò

Cîïîñòàâëåíèå ðàâåíñòâ (1) è (2) íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê îáíàðóæåííîé â [5]
ëþáîïûòíîé ôîðìóëå, ñâÿçûâàþùåé íîðìû îòêëîíåíèé ýðãîäè÷åñêèõ ñðåäíèõ
Anf îò èõ ïðåäåëà f

∗ â ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå ôîí Íåéìàíà � è çíà÷åíèÿ σn(0)
ñóìì Ôåéåðà â òî÷êå 0 äëÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðû µf−f∗ :

‖Anf − f∗‖22 =
2π

n
σn(0).

Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî óòâåðæäåíèå ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû ôîí Íåéìà-
íà ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì îá àñèìïòîòèêå ñóìì Ôåéåðà â òî÷êå 0 äëÿ ñïåê-
òðàëüíîé ìåðû ñîîòâåòñòâóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû: σn(0) = o(n) ïðè
n → ∞. È ÷òî çàäà÷à îöåíêè ñêîðîñòåé ñõîäèìîñòè â ýòîé ýðãîäè÷åñêîé òåî-
ðåìå ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà îöåíêè ñóìì
Ôåéåðà â òî÷êå äëÿ êîíå÷íûõ ìåð íà îêðóæíîñòè (ïîäðîáíåå ñì. â [5]).

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à óíèôèêàöèè òåîðåì 1 è 2 (â ÷àñòè β ∈ (1, 2)
� ïîñêîëüêó íåëüçÿ ãîâîðèòü îá óêëîíåíèÿõ ñóìì Ôåéåðà ñïåêòðàëüíîé ìåðû
â ñëó÷àå êîãäà îíè íè ê ÷åìó íå ñõîäÿòñÿ: ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ ðàñòóò,
íàïðèìåð; ñì. òåîðåìó 5 íèæå). Òàê êàê â òåîðåìå 1 èññëåäóåìûå ôóíêöèè
áûëè, âîîáùå ãîâîðÿ, çíàêîïåðåìåííûìè, òî è óíèôèöèðóþùàÿ òåîðåìà 3 íèæå
ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ìåð, ò.å. äëÿ çàðÿäîâ.

4. Ñòåïåííûå óêëîíåíèÿ ñóìì Ôåéåðà çàðÿäîâ íà îêðóæíîñòè

Ïóñòü M2π � ìíîæåñòâî âñåõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ σ-àääèòèâíûõ êîíå÷íûõ íà
(−π, π] çàðÿäîâ (ò.å. çíàêîïåðåìåííûõ ìåð) íà σ-àëãåáðå èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó
ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R. Äëÿ êàæäîãî çàðÿäà µ èç M2π ÷åðåç |µ|
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îáîçíà÷èì åãî ïîëíóþ âàðèàöèþ (ÿâëÿþùóþñÿ íåîòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì èç
M2π, ò.å. îáû÷íîé ìåðîé) � ñì., íàïðèìåð, [11, ãëàâà VI, �5].

Äëÿ êàæäîãî çàðÿäà µ ∈M2π ðàññìîòðèì åãî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

ck(µ) =
1

2π

∫
(−π,π]

e−iktdµ(t), k ∈ Z,

÷àñòè÷íûå ñóììû Ôóðüå Sn(µ, x) =
n∑

k=−n
cke

ikx, è ñóììû Ôåéåðà σn(µ, x) =

1
n

n−1∑
k=0

Sk(µ, x).

Äëÿ µ ∈ M2π îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî x0 ∈ (−π, π] çàðÿäû íà σ-àëãåáðå
èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ A:

µx0
(A) = µ(x0 +A), µ∗x0

(A) = µ(x0 −A).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ îáû÷íóþ ìåðó Ëåáåãà íà ïðÿìîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
äëÿ çàðÿäà µ ∈M2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] âûïîëíÿåòñÿ:

à) ñèëüíîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1), åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

|µx0
− sλ|(−δ, δ] ≤Mδα+1 äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];

á) èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1), åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî s ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

|µx0 + µ∗x0
− 2sλ|(0, δ] ≤Mδα+1 äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];

â) ñëàáîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1), åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

|(µx0 − sλ)(−δ, δ]| ≤Mδα+1 äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π].

Òàê êàê ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ñóììû çàðÿäîâ íå áîëüøå ñóììû èõ ïîëíûõ âà-
ðèàöèé, òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π], î÷åâèäíî,

|µx0 − sλ|(−δ, δ] = |µx0 − sλ|(−δ, 0] + |µx0 − sλ|(0, δ] =

= |µ∗x0
− sλ|(0, δ] + |µx0

− sλ|(0, δ] ≥ |µx0
+ µ∗x0

− 2sλ|(0, δ] ≥

≥ |(µx0 + µ∗x0
− 2sλ)(0, δ]| = |(µx0 − sλ)(−δ, δ]|,

è èç ñèëüíîé èíòåãðàëüíîé ãåëüäåðîâîñòè ñëåäóåò óñëîâèå èíòåãðàëüíîé ãåëü-
äåðîâîñòè, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò ñëàáóþ èíòåãðàëüíóþ ãåëüäåðî-
âîñòü (ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì α è ïàðàìåòðàìè s è M). Î÷åâèäíî, â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 2 ïðè β ∈ (1, 2) ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà µf−f∗ ∈M2π � ñèëüíî èíòåãðàëüíî
ãåëüäåðîâñêàÿ â òî÷êå x0 = 0 ñ ïîêàçàòåëåì α = β − 1 è ïàðàìåòðîì s = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 èäåò ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 1 â [9] (ìîæíî áûëî ñäåëàòü ýòî è íåñêîëüêî èíà÷å: ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1 â [10]), è îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ÷èñëîâóþ ëåììó. Îòìåòèì, ÷òî
â [9] áûëà äîïóùåíà íåòî÷íîñòü â ôîðìóëèðîâêå ýòîé ëåììû: áûëî óêàçàíî
èçëèøíåå óñëîâèå íåâîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σk}∞k=1; äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû ýòî óñëîâèå íå èñïîëüçîâàëî.
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Ëåììà [9]. Åñëè {σk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë, β ∈ [0, 2) è C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî
èç òîãî, ÷òî

∞∑
k=n

σk ≤ Cn−β äëÿ âñåõ n ∈ N,

ñëåäóåò, ÷òî
n−1∑
k=1

k2σk < C
2

2− β
n2−β äëÿ âñåõ n ∈ N.

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ µ ∈ M2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] âûïîëíÿåòñÿ èíòå-
ãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà (èëè, áîëåå òîãî, ñèëüíîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå
Ãåëüäåðà) ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1) è ïàðàìåòðàìè s ∈ R, M > 0, òî äëÿ
âñåõ n ∈ N áóäåò

|σn(µ, x0)− s| < DαMn−α,

ãäå ìîæíî ïîëîæèòü Dα = πα
(

1
2 + 4

1−α

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
(1) äëÿ ìåð è çàðÿäîâ (ñì., íàïðèìåð, [5])

σn(µ, x0) =
1

2π

∫
(−π,π]

Φn(t)dµx0
(t),

è õîðîøî èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè ÿäåð Ôåéåðà (ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà I, �47]):

ðàâåíñòâàìè
π∫
−π

Φn(t)dt = 2π, è ñòàíäàðòíûìè íåðàâåíñòâàìè

(3) Φn(t) ≤ n ( äëÿ |t| ≤ π);

(4) Φn(t) ≤ π2

nt2
( äëÿ

π

n
≤ |t| ≤ π).

Ïîëó÷àåì:

|σn(µ, x0)− s| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

∫
(−π,π]

Φn(t)dµx0(t)− s

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

∫
(−π,π]

Φn(t)dµx0(t)− s

2π

π∫
−π

Φn(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

∫
(−π,0]

Φn(t)dµx0
(t) +

1

2π

∫
(0,π]

Φn(t)dµx0
(t)− 1

2π

∫
(0,π]

Φn(t)2sdt

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

∫
(0,π]

Φn(t)dµ∗x0
(t) +

1

2π

∫
(0,π]

Φn(t)dµx0
(t)− 1

2π

∫
(0,π]

Φn(t)2sdλ(t)

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

∫
(0,π]

Φn(t)d(µx0
+ µ∗x0

− 2sλ)(t)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫
(0,π]

Φn(t)d|µx0
+µ∗x0

−2sλ|(t) = I1+I2,
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ãäå

I1 =
1

2π

∫
(0,πn ]

Φn(t)d|µx0 + µ∗x0
− 2sλ|(t), I2 =

1

2π

∫
(πn ,π]

Φn(t)d|µx0 + µ∗x0
− 2sλ|(t).

Ïî íåðàâåíñòâó (3):

I1 ≤
n

2π
|µx0 + µ∗x0

− 2sλ|(0, π
n

] ≤ n

2π
M
(π
n

)α+1

=
πα

2
Mn−α.

Îöåíèì òåïåðü èíòåãðàë I2, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (4):

I2 ≤
1

2π

∫
(πn ,π]

π2

nt2
d|µx0

+ µ∗x0
− 2sλ| = π

2n

∫
(πn ,π]

1

t2
d|µx0

+ µ∗x0
− 2sλ|.

Çàìåòèì ñëåäóþùåå:

|µx0
+ µ∗x0

− 2sλ|
(

0,
π

n

]
=

∞∑
k=n

σk, ãäå σk = |µx0
+ µ∗x0

− 2sλ|
(

π

k + 1
,
π

k

]
.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n áóäåò

∞∑
k=n

σk ≤M
(π
n

)1+α

;

îòñþäà ïî ÷èñëîâîé ëåììå äëÿ β = 1 + α ∈ (1, 2) ïîëó÷àåì:

n−1∑
k=1

k2σk < Mπα+1 2

1− α
n1−α.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì íåðàâåíñòâîì, ïðîäîëæèì îöåíêó èíòåãðàëà I2:

π

2n

∫
(πn ,π]

1

t2
d|µx0 + µ∗x0

− 2sλ| = π

2n

n−1∑
k=1

∫
( π
k+1 ,

π
k ]

1

t2
d|µx0 + µ∗x0

− 2sλ| ≤

≤ π

2n

n−1∑
k=1

(k + 1)
2

π2
σk =

1

2nπ

n−1∑
k=1

(k + 1)
2
σk ≤

2

nπ

n−1∑
k=1

k2σk < M
4πα

1− α
n−α.

Â èòîãå ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó:

|σn(µ, x0)− s| < M
πα

2
n−α +M

4πα

1− α
n−α.

5. Ñòåïåííûå óêëîíåíèÿ ñóìì Ôåéåðà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) ∈ L2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] âûïîëíÿ-
åòñÿ:

à) ñèëüíîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1), åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

δ∫
−δ

|f(x0 + t)− s|dt ≤Mδα+1 äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];
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á) èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1), åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî s ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

δ∫
0

|f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s|dt ≤Mδα+1 äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];

â) ñëàáîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1), åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ R ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî∣∣∣∣∣∣

δ∫
−δ

(f(x0 + t)− s)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤Mδα+1 äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π].

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π], î÷åâèäíî,

δ∫
−δ

|f(x0 + t)− s|dt =

δ∫
0

(|f(x0 + t)− s|+ |f(x0 − t)− s|)dt ≥

≥
δ∫

0

|f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s|dt ≥

≥

∣∣∣∣∣∣
δ∫

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s)dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
δ∫
−δ

(f(x0 + t)− s)dt

∣∣∣∣∣∣ ,
òî èç ñèëüíîé èíòåãðàëüíîé ãåëüäåðîâîñòè ñëåäóåò óñëîâèå èíòåãðàëüíîé ãåëü-
äåðîâîñòè, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò ñëàáóþ èíòåãðàëüíóþ ãåëüäåðî-
âîñòü (ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì α è ïàðàìåòðàìè s è M). Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ãåëü-
äåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hα

M � ñèëüíî èíòåãðàëüíî ãåëüäåðîâñêàÿ â êàæäîé
òî÷êå x0 ∈ R, ñ ïîêàçàòåëåì α è ïàðàìåòðàìè s = f(x0) è M = 2

α+1M.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà çàðÿäîâ) òåîðåìû 3.
Òåîðåìà 4. Åñëè äëÿ f ∈ L2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëü-

íîå óñëîâèå Ãåëüäåðà (èëè, áîëåå òîãî, ñèëüíîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå Ãåëüäåðà)
ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1) è ïàðàìåòðàìè s ∈ R è M > 0, òî äëÿ âñåõ n ∈ N
áóäåò

|σn(f, x0)− s| < DαMn−α,

ãäå ìîæíî ïîëîæèòü Dα = πα
(

1
2 + 4

1−α

)
.

Âåðíû ëè àíàëîãè óòâåðæäåíèé òåîðåì 3 è 4 äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîé èíòåãðàëü-
íîé ãåëüäåðîâîñòè � àâòîðàì íåèçâåñòíî.

6. Ñòåïåííîé ðîñò ñóìì Ôåéåðà çàðÿäîâ íà îêðóæíîñòè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàðÿä µ ∈M2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] èìååò:
à) ñèëüíóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ [0, 1], åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

|µx0
|(−δ, δ] ≤Mδα äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];
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á) ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ [0, 1], åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

|µx0
+ µ∗x0

|(0, δ] ≤Mδα äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];

â) ñëàáóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ [0, 1], åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

|µx0
(−δ, δ]| ≤Mδα äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π].

Òå æå âûêëàäêè, ÷òî è â ï. 4, ïîêàçûâàþò, ÷òî èç ñèëüíîé ñòåïåííîé îñîáåí-
íîñòè ñëåäóåò ñòåïåííàÿ îñîáåííîñòü, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò ñëàáóþ
ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü (ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì α è ïàðàìåòðîì M). Î÷åâèäíî,
â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïðè β ∈ [0, 1] ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà µf−f∗ ∈ M2π � èìååò
ñèëüíóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå x0 = 0 ñ ïîêàçàòåëåì α = β.
Òåîðåìà 5. Åñëè µ ∈ M2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] èìååò ñòåïåííóþ îñî-

áåííîñòü (èëè, áîëåå òîãî, ñèëüíóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü) ñ ïîêàçàòåëåì
α ∈ [0, 1] è ïàðàìåòðîì M > 0, òî äëÿ âñåõ n ∈ N áóäåò

|σn(µ, x0)| < DαMn1−α,

ãäå ìîæíî ïîëîæèòü Dα = πα−1
(

1
2 + 4

2−α

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû 3 (ñëó÷àé s = 0). Ëþáîïûòíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïðè-
ìåíåíèè ÷èñëîâîé ëåììû ìû èñïîëüçóåì çäåñü çíà÷åíèÿ β = α ∈ [0, 1] � â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 íàì íóæíû áûëè β ∈ (1, 2).

7. Ñòåïåííîé ðîñò ñóìì Ôåéåðà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ∈ L2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] èìååò:
à) ñèëüíóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ [0, 1], åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

δ∫
−δ

|f(x0 + t)|dt ≤Mδα äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];

á) ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ [0, 1], åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà M > 0, ÷òî

δ∫
0

|f(x0 + t) + f(x0 − t)|dt ≤Mδα äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π];

â) ñëàáóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ [0, 1], åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî∣∣∣∣∣∣

δ∫
−δ

f(x0 + t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤Mδα äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, π].

Òå æå âûêëàäêè, ÷òî è â ï. 5, ïîêàçûâàþò, ÷òî èç ñèëüíîé ñòåïåííîé îñîáåí-
íîñòè ñëåäóåò ñòåïåííàÿ îñîáåííîñòü, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò ñëàáóþ
ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü (ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì α è ïàðàìåòðîì M).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà çàðÿäîâ) òåîðåìû 5.
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Òåîðåìà 6. Åñëè f(x) ∈ L2π â òî÷êå x0 ∈ (−π, π] èìååò ñòåïåííóþ îñî-
áåííîñòü (èëè, áîëåå òîãî, ñèëüíóþ ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü) ñ ïîêàçàòåëåì
α ∈ [0, 1] è ïàðàìåòðîì M > 0, òî äëÿ âñåõ n ∈ N áóäåò

|σn(f, x0)| < DαMn1−α,

ãäå ìîæíî ïîëîæèòü Dα = πα−1
(

1
2 + 4

2−α

)
.

Âåðíû ëè àíàëîãè óòâåðæäåíèé òåîðåì 5 è 6 äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîé ñòåïåííîé
îñîáåííîñòè � àâòîðàì íåèçâåñòíî.
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