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ÒÅÎÐÈÉ ÀÁÅËÅÂÛÕ ÃÐÓÏÏ

Ñ.Â. ÑÓÄÎÏËÀÒÎÂ

Abstract. We systematize known results about minimal and prime
models of theories of abelian groups. Based on these results we describe
properties and provide structural ones on hypergraphs of models for
theories of abelian groups. In particular, we characterize non-emptiness
and in�niteness of hypergraphs of minimal and prime models. We give
necessary and su�cient conditions for almost disjointness of the respective
hypergraphs. We also characterize conditions of preservation for non-
emptiness and disjointness of hypergraphs of minimal and prime models
at transformations to direct sums of groups.

Keywords: hypergraph of models, minimal model, prime model, abelian
group, elementary theory.

Ïðè èçó÷åíèè ìîäåëåé ýëåìåíòàðíûõ ïîëíûõ òåîðèé T êàê â îáùåì âèäå,
òàê è ïðèìåíèòåëüíî ê åñòåñòâåííûì êëàññàì, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ðàçëîæåíèå
ìîäåëåé íà ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî óñòðîåííûå ïîäìîäåëè, à òàêæå îïèñàíèå
ïîäìîäåëåé è èõ âçàèìîñâÿçåé. Â êà÷åñòâå òàêèõ ïîäìîäåëåé åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðîñòûå è ìèíèìàëüíûå ìîäåëè. Íàïîìíèì, ÷òî ìîäåëüM òåîðèè
T íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè M ýëåìåíòàðíî âêëàäûâàåòñÿ â ëþáóþ ìîäåëü
òåîðèè T . ÌîäåëüM òåîðèè T íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëèM íå ñîäåðæèò
ñîáñòâåííûõ ïîäñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ ìîäåëÿìè òåîðèè T .

Ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå ìîäåëåé òåîðèè ïðåäïîëàãàåò îïèñàíèå âçàèìîñâÿ-
çåé ïîäìîäåëåé è, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíèå òàêèõ âàæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, êàê

Sudoplatov, S.V., On hypergraphs of minimal and prime models of theories of

abelian groups.
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ãèïåðãðàôû ìèíèìàëüíûõ è ïðîñòûõ ìîäåëåé, âêëþ÷àþùèõ ãèïåðãðàôû ìè-
íèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé, ò.å. ìîäåëåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî
ïðîñòûìè è ìèíèìàëüíûìè.

Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà ìíîæåñòâ (X,Y ), ãäå
Y � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî áóëåàíà P(X) ìíîæåñòâà X.

Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ìîäåëü ïîëíîé òåîðèè T . Ñëåäóÿ [1, 2], îáîçíà÷èì
÷åðåç H(M) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ M0 íîñèòåëÿ M ñèñòåìûM, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ íîñèòåëÿìè ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ïîäìîäåëåé M0 ìîäåëè
M: H(M) = {M0 | M0 � ìèíèìàëüíàÿ ïðîñòàÿ ïîäìîäåëü ìîäåëèM}. Ïàðà
(M,H(M)) íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðàôîì ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ïîäìîäåëåé ìîäå-
ëèM. Çàìåíÿÿ â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè ìèíèìàëüíûå ïðîñòûå ìîäåëè íà
ìèíèìàëüíûå èëè ïðîñòûå, ïîëó÷àåì ïîíÿòèÿ ãèïåðãðàôà ìèíèìàëüíûõ ìî-
äåëåé è ãèïåðãðàôà ïðîñòûõ ìîäåëåé. Ïðè ðàññìîòðåíèè âñåõ ýëåìåíòàðíûõ
ïîäìîäåëåé äàííîé ìîäåëè òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðãðàô, íàçûâàåìûé ãèïåð-
ãðàôîì ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåé.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òðè âèäà àöèêëè÷åñêèõ ãèïåðãðà-
ôîâ ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé: äèçúþíêòíûå (ò.å. ñ ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè), ïî÷òè äèçúþíêòíûå (ñ êîíå÷íûìè ïîïàðíûìè ïåðå-
ñå÷åíèÿìè) äèàìåòðà 2, ïî÷òè äèçúþíêòíûå áåñêîíå÷íîãî äèàìåòðà. Íåêîòî-
ðûå èíûå âèäû ãèïåðãðàôîâ ìîäåëåé ðàññìîòðåíû â ðÿäå äðóãèõ ðàáîò: ãèïåð-
ãðàôû ìîäåëåé ñ áèíàðíûìè íàäñòðîéêàìè, ó÷èòûâàþùèìè ñèììåòðè÷íûå è
íåñèììåòðè÷íûå ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè ìîäåëåé [3, 4, 6], ãèïåðãðàôû ìîäå-
ëåé íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ êëàññîâ òåîðèé [5]. Â ðàáîòàõ [7, 8] èçó÷åíà òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ îòäåëèìîñòü ýëåìåíòîâ è ìíîæåñòâ â ãèïåðãðàôàõ ýëåìåíòàðíûõ
ïîäìîäåëåé.

Ãèïåðãðàôû ìèíèìàëüíûõ è ïðîñòûõ ìîäåëåé äëÿ òåîðèé àáåëåâûõ ãðóïï
íåÿâíî èçó÷àëèñü ðàíåå. Â ðàáîòå [9] îïèñàíû òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, èìå-
þùèå ìèíèìàëüíûå ìîäåëè, ò.å. èìåþùèå íåïóñòîé ãèïåðãðàô ìèíèìàëüíûõ
ìîäåëåé. Â ýòîé æå ðàáîòå îïèñàíû òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, èìå-
þùèå ïðîñòûå ìîäåëè, ò.å. èìåþùèå íåïóñòîé ãèïåðãðàô ïðîñòûõ ìîäåëåé. Â
êíèãå Þ.Ë. Åðøîâà [10] äîêàçàíî, ÷òî òåîðèè àáåëåâûõ p-ãðóïï èìåþò ïðî-
ñòûå ìîäåëè, ò.å. òàêæå èìåþò íåïóñòîé ãèïåðãðàô ïðîñòûõ ìîäåëåé. Â ðàáîòå
[11] îõàðàêòåðèçîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé ìîäåëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé òåîðèè
àáåëåâîé ãðóïïû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ íåïóñòîòû ãèïåðãðàôîâ ìè-
íèìàëüíûõ è ïðîñòûõ ìîäåëåé, à òàêæå äàåòñÿ ÿâíîå îïèñàíèå ðÿäà ãèïåð-
ãðàôîâ ìîäåëåé òåîðèé àáåëåâûõ ãðóïï: ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîýëåìåíòíûå è
ïî÷òè äèçúþíêòíûå ãèïåðãðàôû ìèíèìàëüíûõ è ïðîñòûõ ìîäåëåé òåîðèé àáå-
ëåâûõ ãðóïï è äàþòñÿ õàðàêòåðèçàöèè íàëè÷èÿ òàêèõ ãèïåðãðàôîâ â òåðìèíàõ
øìåëåâñêèõ èíâàðèàíòîâ. Ýòè ãèïåðãðàôû âî ìíîãîì ðàñêðûâàþò ñòðóêòóðó
ìîäåëåé òåîðèé àáåëåâûõ ãðóïï.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ñèñòåìàòèçèðóþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèå è òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå ñâîéñòâà àáåëåâûõ ãðóïï, ïðèâîäÿò-
ñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòûõ è ìèíèìàëü-
íûõ ìîäåëåé. Âî âòîðîì ðàçäåëå îïðåäåëÿþòñÿ ãèïåðãðàôû ìîäåëåé òåîðèè,
à òàêæå äèàìåòðû ýòèõ ãèïåðãðàôîâ, ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà î òðèõîòîìèè äëÿ
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ãèïåðãðàôîâ ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé. Â òðåòüåì ðàçäåëå îõàðàêòåðè-
çîâàíû óñëîâèÿ íåïóñòîòû è áåñêîíå÷íîñòè ãèïåðãðàôîâ ìèíèìàëüíûõ è ïðî-
ñòûõ ìîäåëåé, à òàêæå óñëîâèÿ ïî÷òè äèçúþíêòíîñòè ýòèõ ãèïåðãðàôîâ. Â
÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà îïåðàöèÿ ïðÿìîãî ñëîæåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï
è îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè îõàðàêòåðèçîâàíû óñëîâèÿ íåïóñòîòû è ïî÷òè
äèçúþíêòíîñòè ãèïåðãðàôîâ ìèíèìàëüíûõ è ïðîñòûõ ìîäåëåé.

1. Òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, èõ ìèíèìàëüíûå è ïðîñòûå ìîäåëè

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè ïîíÿòèÿìè è îáîçíà÷åíèÿìè èç òåî-
ðèè ãðóïï [12, 13, 14]. Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê øìåëåâñêèì
èíâàðèàíòàì.

Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà, òîãäà ÷åðåç kA îáîçíà÷àåòñÿ åå ïîäãðóïïà {ka |
a ∈ A}, ÷åðåç A[k] � ïîäãðóïïà {a ∈ A | ka = 0}. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è
pA = {0}, òî ÷åðåç dimA îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåðíîñòü ãðóïïûA, ðàññìàòðèâàåìîé
êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì èç p ýëåìåíòîâ. Ñëåäóþùèå ÷èñëà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ p è n (p � ïðîñòîå, n � íàòóðàëüíîå) íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè
Øìåëåâîé [15] äëÿ ãðóïïû A [16]:

αp,n(A) = min{dim((pnA)[p]/(pn+1A)[p]), ω},

βp(A) = min{inf{dim((pnA)[p] | n ∈ ω}, ω},

γp(A) = min{inf{dim((A/A[pn])/p(A/A[pn])) | n ∈ ω}, ω},

ε(A) ∈ {0, 1}, è ε(A) = 0⇔ (nA = {0} äëÿ íåêîòîðîãîn ∈ ω, n 6= 0).

Èçâåñòíî [16, òåîðåìà 8.4.10], ÷òî äâå àáåëåâû ãðóïïû ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-
ëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñîîòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòûØìåëåâîé
ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1. [16, ïðåäëîæåíèå 8.4.12] Ïóñòü äëÿ êàæäîãî p è n äàíû
êàðäèíàëû αp,n, βp, γp ≤ ω è ε ∈ {0, 1}. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà àáå-
ëåâà ãðóïïà A, äëÿ êîòîðîé èíâàðèàíòû Øìåëåâîé αp,n(A), βp(A),γp(A) è
ε(A) ñîâïàäàëè ñîîòâåòñòâåííî ñ αp,n, βp, γp è ε, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) åñëè äëÿ ïðîñòîãî p ìíîæåñòâî {n | αp,n 6= 0} áåñêîíå÷íî, òî βp = γp =
ω;

2) åñëè ε = 0, òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p âûïîëíåíû ðàâåíñòâà βp = γp = 0
è ìíîæåñòâî {〈p, n〉 | αp,n 6= 0} êîíå÷íî.

×åðåç Q áóäåì îáîçíà÷àòü àääèòèâíóþ ãðóïïó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, Zpn �
öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà pn, Zp∞ � êâàçèöèêëè÷åñêóþ ãðóïïó âñåõ êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé èç 1 ñòåïåíè pn äëÿ âñåõ n ≥ 1, Rp � ãðóïïó íåñîêðàòèìûõ
äðîáåé ñî âçàèìíî ïðîñòûì ñ p çíàìåíàòåëåì. Ãðóïïû Q, Zpn , Rp, Zp∞ íà-
çûâàþòñÿ áàçèñíûìè. Â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ãðóïï áóäóò
òàêæå îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ èõ íîñèòåëÿìè.

Èç ñîâïàäåíèÿ òåîðèé àáåëåâûõ ãðóïï, èìåþùèõ îäèíàêîâûå èíâàðèàíòû
Øìåëåâîé, âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíà
ãðóïïå

(1) ⊕p,nZ
(αp,n)
pn ⊕⊕pZ

(βp)
p∞ ⊕⊕pR(γp)

p ⊕Q(ε),
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ãäå B(k) îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó k ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóïïå B. Òàêèì
îáðàçîì, òåîðèÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû èìååò â êà÷åñòâå ñâîåé ìîäåëè íåêî-
òîðóþ ïðÿìóþ ñóììó áàçèñíûõ ãðóïï. Â äàëüíåéøåì ãðóïïû âèäà (1) áóäåì
íàçûâàòü ñòàíäàðòíûìè.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Øìåëåâîé ñëåäóåò, ÷òî, íàðÿäó ñ
âûïîëíåíèåì ïóíêòà 1) ïðåäëîæåíèÿ 1, àáåëåâà ãðóïïà A ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-
ëåíòíà íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé ãðóïïå âèäà (1), ãäå çíà÷åíèÿ βp è γp çàìåíåíû
íà 0 ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, à íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì ïóíêòà 2) ïðåäëîæåíèÿ
1, àáåëåâà ãðóïïà A ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé ãðóïïå
âèäà (1), ãäå çíà÷åíèå ε çàìåíåíî íà 0 ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîãî βp 6= 0, èëè
γp 6= 0, èëè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {〈p, n〉 | αp,n 6= 0}.

Òåîðåìà 1. [10] Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà è A = ⊕i∈ωAi, òî αp,n(A) =∑
i∈ω

αp,n(Ai), βp(A) =
∑
i∈ω

βp(Ai), γp(A) =
∑
i∈ω

γp(Ai).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ïîëíîé èëè äåëèìîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 0 è ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A óðàâíåíèå nx = a èìååò â
ãðóïïå A õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2. [12, 13] Ïîëíàÿ ïîäãðóïïà A àáåëåâîé ãðóïïû B âûäåëÿåòñÿ â B
ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Òåîðåìà 3. [12] Íåíóëåâàÿ ïîëíàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó ãðóïï, èçîìîðôíûõ áàçèñíûì ãðóïïàì Q èëè Zp∞ , äëÿ íåêîòîðûõ p.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííîé, åñëè â íåé íåò íåíó-
ëåâûõ äåëèìûõ ïîäãðóïï.

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 2 è 3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. [13] Ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé
ñóììû A1 ⊕ A2, ãäå ãðóïïà A1 ðåäóöèðîâàíà, à ãðóïïà A2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé
ñóììîé ãðóïï, èçîìîðôíûõ áàçèñíûì ãðóïïàì Q èëè Zp∞ , äëÿ íåêîòîðûõ p.

Çàìå÷àíèå 2. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, äëÿ òåîðèè àáåëåâîé ãðóïïû A âñå èíâà-
ðèàíòû αp,n è γp ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíâàðèàíòàìè òåîðèè Th(A1).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû B íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíîé, åñëè äëÿ
âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 0 è ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A åñëè óðàâíåíèå
nx = a èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå B, òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå è â ãðóïïå
A.

Òåîðåìà 4. [17, 10] Äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû A àáåëåâîé ãðóïïû B èìååò ìåñòî
A � B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà B è A ≡ B.

Îïðåäåëåíèå 1. [13] Ïîäãðóïïà A ãðóïïû B íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé (íå ïóòàòü
ñ áàçèñíûìè ãðóïïàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî!),
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) A åñòü ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ò. å. ãðóïï, èçîìîðôíûõ ãðóï-
ïàì Zpn è Z;

2) A � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû B;
3) B/A � äåëèìàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 5. [13] Âñÿêàÿ àáåëåâà ãðóïïà îáëàäàåò áàçèñíîé ïîäãðóïïîé.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðèìàðíîé ãðóïïîé, èëè p-ãðóïïîé, íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ïî-
ðÿäêè ýëåìåíòîâ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ôèêñèðîâàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
p.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîé p-ãðóïïû A âñå çíà÷åíèÿ αq,n, βq, γq ðàâíû
íóëþ ïðè q 6= p.

Òåîðåìà 6. [10] Åñëè A � áàçèñíàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé p-ãðóïïû B è ε(A) = 1,
òî A � B.

Íàïîìíèì [13], ÷òî ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî n, ÷òî nA = {0}. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðóïïà A
íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Òåîðåìà 7. [18] Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) A íåîãðàíè÷åííà;
2) A ≡ A⊕Q;

3) A ≡ A⊕Q(ω).

Òåîðåìà 8. [13] Îãðàíè÷åííàÿ ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà A àáåëåâîé ãðóïïû B
âûäåëÿåòñÿ â B ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

Òåîðåìà 9. [10] Åñëè A � ñåðâàíòíàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû B, òî A⊕
B/A ≡ B.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäåëü M òåîðèè T íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà ýëåìåí-
òàðíî âêëàäûâàåòñÿ â ëþáóþ ìîäåëü òåîðèè T . ÌîäåëüM òåîðèè T íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîé, åñëè M íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ïîäñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ ìî-
äåëÿìè òåîðèè T .

Òåîðåìà 10. [10] Åñëè A � àáåëåâà p-ãðóïïà, òî Th(A) èìååò ïðîñòóþ ìî-
äåëü, ïðåäñòàâèìóþ â âèäå ñòàíäàðòíîé ãðóïïû (1) ñ αq,n = βq = γq = γp = 0
ïðè q 6= p.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè êàæäûé ýëåìåíò
èç A èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì òåîðåìû 10.

Òåîðåìà 11. [11] Åñëè A � ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî Th(A) èìå-
åò ïðîñòóþ ìîäåëü, ïðåäñòàâèìóþ ïåðèîäè÷åñêîé ñòàíäàðòíîé ãðóïïîé âèäà
(1).

Çàìå÷àíèå 3. Ïðîñòàÿ ìîäåëü â òåîðåìå 11 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû äëÿ ãðóïïû A, ó÷àñò-
âóþùèå â ïîñòðîåíèè ýòîé ìîäåëè ñîãëàñíî (1).

Äëÿ ëþáîé ãðóïïû A ÷åðåç T (A) îáîçíà÷àåòñÿ åå ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü, ò. å.
ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç A, èìåþùèõ êîíå÷íûé ïîðÿäîê. Î÷åâèäíî, ÷òî
åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî T (A) îáðàçóåò ïîäãðóïïó. Ýòó ïîäãðóïïó áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç T (A).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïàA íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, åñëè âñå åå íååäè-
íè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Òåîðåìà 12. [9] Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî Th(A) èìååò ïðî-
ñòóþ ìîäåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
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P0 ïðîñòûõ ÷èñåë è λ ∈ ω+1 òàêèå, ÷òî γp(A) = λ ïðè p ∈ P0 è γp(A) = 0 ïðè
p /∈ P0. Ýòà ïðîñòàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà çíà÷åíèå λ êîíå÷íî.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðîñòàÿ ìîäåëü â òåîðåìå 12 ïðåäñòàâëÿåòñÿ âèäå ïðÿìîé ñóì-
ìû R

(λ)
P0
, ñîñòîÿùåé èç λ êîïèé ãðóïïû RP0

, çàäàâàåìîé ìíîæåñòâîì ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ íå äåëÿòñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà èç P0 [9, 14],
åñëè P0 6= ∅. Åñëè æå P0 = ∅, òî ïðîñòàÿ ìîäåëü òåîðèè íåíóëåâîé ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ èçîìîðôíà ãðóïïå Q.

Òåîðåìà 13. [11] Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî Th(A) èìååò ïðîñòóþ ìî-
äåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

à) A ≡ T (A);
á) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü T (A) îãðàíè÷åíà è òåîðèÿ Th(A/T (A)) èìååò

ïðîñòóþ ìîäåëü.

Çàìå÷àíèå 5. Ïðè íàëè÷èè ïðîñòîé ìîäåëè, ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïðÿìîé ñóììû íåêîòîðûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï Zpn ñ íåêîòîðîé ãðóïïîé R

(λ)
P0
, à

òàêæå âîçìîæíî ñ íåêîòîðûìè äåëèìûìè ãðóïïàìè, âêëþ÷àÿ íå áîëåå îäíîé
ãðóïïû, èçîìîðôíîé Q. Íàëè÷èå ïîñëåäíåé ãðóïïû ðàâíîñèëüíî çíà÷åíèþ ε =

1 ïðè îòñóòñòâèè ãðóïï R
(λ)
P0
, Zp∞ , à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè |{〈p, n〉 | αp,n 6=

0}| < ω.

Íàïîìíèì [13], ÷òî ðàíãîì r(A) àáåëåâîé ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòü åå
ìàêñèìàëüíîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé òîëüêî ýëåìåíòû áåñêîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà èëè ïîðÿäêà, ðàâíîãî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà. Ïðè ðàññìîòðåíèè
ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç A, èìåþùèõ áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê, ìîùíîñòü ìàêñè-
ìàëüíîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ðàíãîì áåç êðó÷åíèÿ r0(A) ãðóïïû
A. Àíàëîãè÷íî, ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èçA, ïîðÿäêè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ôèêñèðîâàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, ìîùíîñòü ìàêñèìàëü-
íîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ p-ðàíãîì rp(A) ãðóïïû A.

Â ñèëó [13, òåîðåìà 16.3] ðàíãè r(A), r0(A), rp(A) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè
ãðóïïû A è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà:

r(A) = r0(A) +
∑
p

rp(A).

Äëÿ íåíóëåâîé àáåëåâîé ãðóïïû A áåç êðó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ min{rp(A), ω} ñîâ-
ïàäàþò ñ γp(A). Òåì ñàìûì, â ñèëó îòñóòñòâèÿ ïîëîæèòåëüíûõ αp,n(A) è βp(A),
ôóíêöèÿ γ: P → ω + 1, ãäå P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë γ(p) = γp(A),
ïîëíîñòüþ çàäàåò íàáîð øìåëåâñêèõ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû A, à, çíà÷èò, è òåî-
ðèþ Th(A). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ýòó òåîðèþ îáîçíà÷àòü ÷åðåç Tγ .

Òåîðåìà 14. [9] Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, Tγ = Th(A). Òîãäà
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

i) Íå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîé ìîäåëè òåîðèè Tγ , èìåþùåé áåñêîíå÷íûé
ðàíã.

ii) Ëþáàÿ ìîäåëü, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ðàíã, ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ ìè-
íèìàëüíóþ ïîäìîäåëü.

iii) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) òåîðèÿ Tγ èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü;
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2) òåîðèÿ Tγ èìååò ìîäåëü êîíå÷íîãî ðàíãà;
3) sup γ 
 sup{γ(p) | p ∈ P} < ω.
iv) Åñëè sup γ < ω è ργ êîíå÷íî, òî ëþáàÿ ìîäåëü A′ òåîðèè Tγ ñîäåðæèò

ìèíèìàëüíóþ ýëåìåíòàðíóþ ïîäìîäåëü A′′ ðàíãà sup γ è ïðè ýòîì ìèíèìàëü-
íîñòü ýëåìåíòàðíîé ïîäìîäåëè A′′ ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó r(A′′) = sup γ.

v) Åñëè òåîðèÿ Tγ íå èìååò ïðîñòóþ ìîäåëü, òî ëèáî Tγ íå èìååò ìèíè-
ìàëüíûõ ìîäåëåé, ëèáî ñóùåñòâóåò 2ω ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìèíèìàëüíûõ
ìîäåëåé òåîðèè Tγ , èìåþùèõ ðàíã, íå ïðåâîñõîäÿùèé sup γ.

Èç çàìå÷àíèé 1, 3, 4, 5 è òåîðåì 13, 14 âûòåêàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 15. Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî T = Th(A) èìååò ìèíèìàëüíóþ
ìîäåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû äëÿ
ãðóïïû A, êðîìå çíà÷åíèé βp è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, è âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) A ≡ T (A);
á) äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè A′ |= T âèäà (1) ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè βp è

γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω òåîðèÿ Th(A′/T (A′)) èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü
(êîíå÷íîãî ðàíãà sup γ).

Òåîðåìà 16. Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî Th(A) èìååò ìèíèìàëüíóþ ïðî-
ñòóþ ìîäåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðè-
àíòû äëÿ ãðóïïû A, êðîìå çíà÷åíèé βp è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, è
âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) A ≡ T (A);
á) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü T (A) îãðàíè÷åíà è òåîðèÿ Th(A/T (A)) èìååò

ìèíèìàëüíóþ ïðîñòóþ ìîäåëü.

Çàìå÷àíèå 6. Ïðè íàëè÷èè ìèíèìàëüíîé ìîäåëè òåîðèè Th(A), íåêîòîðàÿ
ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû íåêîòîðûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
Zpn ñ íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþM òåîðèè ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ, à òàê-
æå âîçìîæíî ñ íåêîòîðûìè äåëèìûìè ãðóïïàìè, âêëþ÷àÿ íå áîëåå îäíîé ãðóï-
ïû, èçîìîðôíîé Q. Íàëè÷èå ïîñëåäíåé ãðóïïû ðàâíîñèëüíî çíà÷åíèþ ε = 1
ïðè îòñóòñòâèè ãðóïïM, Zp∞ , à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè |{〈p, n〉 | αp,n 6= 0}| <
ω.

Çàìå÷àíèå 7. Ïðè íàëè÷èè ìèíèìàëüíîé ïðîñòîé ìîäåëè òåîðèè Th(A), ýòà
ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû íåêîòîðûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Zpn ñ íåêîòîðîé ãðóïïîé R
(λ)
P0
, λ < ω, à òàêæå âîçìîæíî ñ íåêîòîðûìè äå-

ëèìûìè ãðóïïàìè, âêëþ÷àÿ íå áîëåå îäíîé ãðóïïû, èçîìîðôíîé Q. Íàëè÷èå

ïîñëåäíåé ãðóïïû ðàâíîñèëüíî çíà÷åíèþ ε = 1 ïðè îòñóòñòâèè ãðóïï R
(λ)
P0
,

Zp∞ , à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè |{〈p, n〉 | αp,n 6= 0}| < ω, ò. å. ïðè âûïîëíåíèè
çàêëþ÷åíèÿ óñëîâèÿ 2) ïðåäëîæåíèÿ 1.

Íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèé 5, 6, 7 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 17. Åñëè A � ïðîñòàÿ èëè ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè àáåëåâûõ
ãðóïï, òî A ñîäåðæèò (åäèíñòâåííóþ) ïîäãðóïïó Q (â êà÷åñòâå ïðÿìîãî ñëà-
ãàåìîãî) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ε = 1, äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà βp = γp = 0 è ìíîæåñòâî {〈p, n〉 | αp,n 6= 0} êîíå÷íî.

Çàìå÷àíèå 8. Ãðóïïà Q, áóäó÷è äåëèìîé ãðóïïîé ðàíãà 1, íå ñîäåðæèò ñîá-
ñòâåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïîäãðóïï, à óæå ãðóïïà Q(2) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
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ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ Q. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò q⊕ q′ ∈ Q(2)

çàäàåò òàêóþ ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ
m

n
·(q⊕q′), è òàêèõ ïîäãðóïï

áåñêîíå÷íî ìíîãî, ïîñêîëüêó èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî íåçàâèñèìûõ ýëåìåí-

òîâ q⊕ q′, çàäàþùèõ ðàçíûå òàíãåíñû tg(ϕ) =
q′

q
óãëîâ íàêëîíà íà äåêàðòîâîé

ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè äâóõ ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ Q, èìå-
åòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïîäãðóïï. Â ñèëó ðàíãà 1, ÷èñëî òàêèõ ïîäãðóïï â
äàííîé àáåëåâîé ãðóïïå A ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ íàèáîëüøåé äåëèìîé ãðóï-
ïû áåç êðó÷åíèÿ, âûäåëÿåìîé â ãðóïïå A â êà÷åñòâå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî. Ïðè
ýòîì óêàçàííûå ïîäãðóïïû ïåðåñåêàþòñÿ ëèøü ïî íóëåâîìó ýëåìåíòó.

Èç çàìå÷àíèÿ 8 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 18. Ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ëèáî íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï, èçîìîðô-
íûõ Q, ëèáî ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ òàêóþ ïîäãðóïïó, ëèáî ñîäåðæèò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïîäãðóïï, ïðè÷åì ïåðåñåêàþùèõñÿ ëèøü ïî íóëåâîìó
ýëåìåíòó. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÷èñëî òàêèõ ïîäãðóïï ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ
íàèáîëüøåé äåëèìîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ, âûäåëÿåìîé â ãðóïïå A â êà÷åñòâå
ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî.

Çàìå÷àíèå 9. Êàê ïîêàçàíî â [14, Ãëàâà XIII], íàðÿäó ñ ýôôåêòîì, ïðåä-
ñòàâëåííîì â çàìå÷àíèè 8, ðàçðàáîòêà ñòðóêòóðíîé òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ âñòðå÷àåò îáúåêòèâíûå òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó ñõåìû ðàçëîæåíèÿ
ãðóïï â ïðÿìûå ñóììû ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï è
äëÿ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ: â òî âðåìÿ êàê íåðàçëîæèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà
èìååò ðàíã 1, êîëè÷åñòâî íåðàçëîæèìûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà λ ñîâïàäàåò
ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ýòîãî ðàíãà. Äàæå äëÿ ãðóïï êîíå÷-
íîãî ðàíãà èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàçíîîáðàçíûõ ðàçëîæåíèé â ïðÿìóþ
ñóììó íåðàçëîæèìûõ ãðóïï.

2. Ãèïåðãðàôû ìèíèìàëüíûõ è ïðîñòûõ ìîäåëåé, èõ äèàìåòðû

Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ìîäåëü ïîëíîé òåîðèè T , 〈M,H(M)〉 � ãèïåðãðàô
ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé, ñîñòîÿùèé èç íîñèòåëÿM ìîäåëèM, à òàêæå
èç ìíîæåñòâà H(M) = {M0 | M0 � ìèíèìàëüíàÿ ïðîñòàÿ ïîäìîäåëü ìîäåëè
M}.

Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈M ìèíèìàëüíûå ïðîñòûå ïîäìîäåëè ìîäåëèM, ñîäåð-
æàùèå ýòè ýëåìåíòû, îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåçM(a, b), à íîñèòåëè ýòèõ ìîäåëåé �
÷åðåç M(a, b).

Íàïîìíèì [1, 2], ÷òî ìàðøðóòîì â ãèïåðãðàôå 〈M,H(M)〉 íàçûâàåòñÿ ëþ-
áàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ a0, a1, . . . , an ∈ M òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâó-
þò ìîäåëè M(ai, ai+1), i = 0, . . . , n − 1, è M(ai, ai+1) 6= M(ai+1, ai+2), i =
0, . . . , n−2. Ïðè ýòîì ÷èñëî n−1 íàçûâàåòñÿ äëèíîé ìàðøðóòà (a0, a1, . . . , an).
Ðàññòîÿíèåì ρM(a, b) ìåæäó ýëåìåíòàìè a è b èç M íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò-
÷àéøåãî ìàðøðóòà (a0, a1, . . . , an) (ãäå a0 = a, an = b), åñëè òàêîé ìàðøðóò
ñóùåñòâóåò, è ρM(a, b) 
∞, åñëè ýëåìåíòû a è b íå ñâÿçàíû ìàðøðóòàìè.

Ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ãèïåðãðàôà 〈M,H(M)〉 íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìàêñèìàëü-
íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàM , â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñâÿçàíû íåêî-
òîðûì ìàðøðóòîì. Ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ìîäåëè M íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîä-
ñèñòåìà N ìîäåëèM, íîñèòåëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ãèïåð-
ãðàôà 〈M,H(M)〉.
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Äèàìåòðîì dH(M) ãèïåðãðàôà 〈M,H(M)〉 íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå èç ðàñ-
ñòîÿíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè, ëåæàùèìè â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå, åñëè òàêîå
ðàññòîÿíèå îïðåäåëåíî, è dH(M) 
 ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äèàìåòðîì d(T )
òåîðèè T íàçûâàåòñÿ sup{dH(M) | M |= T}.

Ýëåìåíò a ìîäåëèM íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, åñëè îí ïðèíàäëåæèò
ïî êðàéíåé ìåðå äâóì ìèíèìàëüíûì ïðîñòûì ïîäìîäåëÿì è äëÿ ëþáûõ ìè-
íèìàëüíûõ ïðîñòûõ ïîäìîäåëåéM1

0 èM2
0 òàêèõ, ÷òî M

1
0 ∩M2

0 = {a}, ëþáîé
ìàðøðóò, ñîåäèíÿþùèé ýëåìåíòû èç M1

0 è M2
0 , ñîäåðæèò ýëåìåíò a.

Ðàññòîÿíèåì ρM(M1
0,M2

0) ìåæäó ìèíèìàëüíûìè ïðîñòûìè ìîäåëÿìèM1
0

è M2
0 ñ íîñèòåëÿìè èç H(M) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ρM(a, b), ãäå

a ∈M1
0 è b ∈M2

0 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç TH êëàññ ýëåìåíòàðíûõ ïîëíûõ òåîðèé T ñ áåñêîíå÷íûìè

ìîäåëÿìè òàêèõ, ÷òî ëþáàÿ ìîäåëüM |= T óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì:

(à) êàæäàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïðîñòàÿ ïîäìîäåëü ìîäåëèM ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàð-
íîé ïîäìîäåëüþ;

(á) ñèñòåìà H(M) ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî M ;
(â) ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâà M0 è M ′0 èç H(M) èìåþò íå áîëåå

îäíîãî îáùåãî ýëåìåíòà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T aH ïîäêëàññ êëàññà TH , ñîñòîÿùèé èç òåîðèé T , ó êîòîðûõ

ëþáàÿ ìîäåëüM |= T óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(ã) ãèïåðãðàô 〈M,H(M)〉 àöèêëè÷åí, ò.å. íå ñóùåñòâóåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

ìíîæåñòâM0, . . . ,Mn ∈ H(M), n ≥ 1, òàêèõ, ÷òîM i∩M i+1 6= ∅, i = 0, . . . , n−1,
Mn ∩M0 6= ∅;

(ä) äëÿ ëþáûõ äâóõ ñåìåéñòâ {Mi | i ∈ I} è {M′i | i ∈ I} ìèíèìàëüíûõ
ïðîñòûõ ïîäìîäåëåé ìîäåëè M èç óñëîâèé ρM(Mi,Mj) = ρM(M′i,M′j) äëÿ
ëþáûõ i, j ∈ I è ñóùåñòâîâàíèÿ èçîìîðôèçìîâ fi :Mi→̃M′i òàêèõ, ÷òî òî÷êè
ñî÷ëåíåíèÿ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò âñå ìàðøðóòû, ñâÿçûâàþùèå Mi ñ Mj ,
ïåðåõîäÿò â òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò âñå ìàðøðóòû, ñâÿ-
çûâàþùèå M′i ñ M′j , ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà f :

⋃
{Mi | i ∈

I}→̃
⋃
{M′i | i ∈ I}, ðàñøèðÿþùåãî èçîìîðôèçìû fi è ðàñøèðÿþùåãîñÿ äî

àâòîìîðôèçìà íåêîòîðîé ýëåìåíòàðíîé íàäìîäåëè N ìîäåëèM.
Äàëåå ÷åðåç I(T, λ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ìîäåëåé

òåîðèè T , èìåþùèõ ìîùíîñòü λ.

Òåîðåìà 19. [1, 2] Ëþáàÿ òåîðèÿ T èç êëàññà T aH óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) 1 ≤ d(T ) ≤ 2, I(T, |T |) = |α+ ω|, ãäå |T | = ωα, è I(T, λ) = 1, åñëè λ > |T |;
2) d(T ) = ∞, T � òîòàëüíî òðàíñöåíäåíòíàÿ òåîðèÿ áåñêîíå÷íîãî ðàí-

ãà Ìîðëè è I(T, ωα) = (max(λ0, |α|))ω, ãäå λ0 � ÷èñëî òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ìè-
íèìàëüíîé ïðîñòîé ìîäåëè, ëåæàùåé â |T |+-íàñûùåííîé ìîäåëè òåîðèè T ,
ωα ≥ |T |.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 19 äëÿ òåîðèé èç êëàññà T aH ñóùåñòâóåò òðè
âèäà àöèêëè÷åñêèõ ãèïåðãðàôîâ ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé: äèçúþíêò-
íûå (ò.å. ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè), ïî÷òè äèçúþíêòíûå (ñ
êîíå÷íûìè ïîïàðíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè) äèàìåòðà 2, ïî÷òè äèçúþíêòíûå áåñ-
êîíå÷íîãî äèàìåòðà.
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Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ýêâàöèîíàëüíîé òåîðèè [19] áóäåì íàçûâàòü ãèïåðãðàô
(M,H(M)) ýêâàöèîíàëüíûì, åñëè ëþáîå ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ èç H(M) ñîâ-
ïàäàåò ñ èõ íåêîòîðûì êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàê äèçúþíêòíûå, òàê è ïî÷òè äèçúþíêòíûå ãèïåðãðàôû
ÿâëÿþòñÿ ýêâàöèîíàëüíûìè.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïîìèìî ãèïåðãðàôîâ (M,H(M)) ìèíèìàëüíûõ ïðî-
ñòûõ ìîäåëåé ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèïåðãðàôû ïðîñòûõ ìîäåëåé è ãèïåð-
ãðàôû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé. ×òîáû ðàçëè÷àòü ýòè ãèïåðãðàôû, ïîñëåäíèå
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (M,Hp(M)) è (M,Hm(M)) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì
äèàìåòð ãèïåðãðàôà (M,Hp(M)) ((M,Hm(M))), îïðåäåëÿåìûé çàìåíîé ïàðû
(M,H(M)) íà (M,Hp(M)) ((M,Hm(M))), áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç dHp(M)
(dHm(M)).

Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ èìååò ìåñòî H(M) = Hp(M) ∩Hm(M).

3. Ãèïåðãðàôû ìèíèìàëüíûõ è ïðîñòûõ ìîäåëåé òåîðèé àáåëåâûõ

ãðóïï

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿþòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 13 ñ ïðèìåíå-
íèåì òåîðåìû 12.

Òåîðåìà 20. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) Hp(A) 6= ∅;
2) âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) A ≡ T (A);
á) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü T (A) îãðàíè÷åíà è ïðè ýòîì Hp(A/T (A)) 6= ∅,

ò. å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî P0 ïðîñòûõ ÷èñåë è λ ∈ ω+ 1 òàêèå,
÷òî γp (A/T (A)) = λ ïðè p ∈ P0 è γp (A/T (A)) = 0 ïðè p /∈ P0.

Çàìåòèì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðè ïåðåõîäå ê
ïîäãðóïïàì â êëàññå ñòàíäàðòíûõ ãðóïï âèäà (1), ïî ìîäóëþ ñîîòíîøåíèé èç
ïðåäëîæåíèÿ 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîõðàíÿåòñÿ èíäåêñ k êàæäîãî
ñëàãàåìîãî B(k). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîõðàíÿþòñÿ, è òåì ñàìûì îïðåäåëÿþòñÿ
îäíîçíà÷íî, ãðóïïû B(k) äëÿ êîíå÷íûõ k è èìååòñÿ 2ω âàðèàíòîâ òàêèõ ïîä-
ãðóïï äëÿ k = ω. Áîëåå îáùî, ïðè k = λ ≥ ω, èìååòñÿ 2λ òàêèõ ïîäãðóïï. Ñ
ó÷åòîì òåîðåì 12, 18, 20 è çàìå÷àíèÿ 9 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 21. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíî èç ñëå-
äóþùèõ óñëîâèé:

1) Hp(A) = ∅ (ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ 2) òåîðåìû 20);
2) |Hp(A)| = 1 (ïðè óñëîâèè êîíå÷íîñòè âñåõ αp,n, âñåõ βp è γp êðîìå

òåõ, äëÿ êîòîðûõ |{n | αp,n 6= 0}| = ω, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
|Hp(A/T (A))| = 1 (ò. å. ïðè íàëè÷èè êîíå÷íûõ P0 è λ äëÿ A/T (A)) è åäèí-
ñòâåííîñòè èëè îòñóòñòâèè ãðóïïû Q, âûäåëÿåìîé èç A ïðÿìûì ñëàãàåìûì
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòîé ìîäåëè A′ � A);

3) |Hp(A)| ≥ ω (ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé, îïèñàííûõ â ïóíêòàõ 1) è 2));
ïðè ýòîì íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî èíâàðèàíòà αp,n, áåñêîíå÷íîãî βp èëè γp êðî-

ìå òåõ, äëÿ êîòîðûõ |{n | αp,n 6= 0}| = ω, èëè ãðóïïû Q(ω), âûäåëÿåìîé â
A ïðÿìûì ñëàãàåìûì, ñ íàëè÷èåì ãðóïïû Q â ïðîñòîé ìîäåëè A′ � A, âëå-
÷åò |Hp(A)| ≥ 2ω; åñëè â A èìååòñÿ λ ≥ ω êîïèé ãðóïïû Q, ñîñòàâëÿþùèõ
ïðÿìóþ ñóììó, òî |Hp(A)| = 2λ.
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Íà îñíîâàíèè òåîðåì 14 è 15 ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 22. Äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A âèäà (1) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) Hm(A) 6= ∅;
2) êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû äëÿ ãðóïïû A, êðîìå çíà÷åíèé βp

è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

à) A ≡ T (A);
á) äëÿ ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A′ � A âèäà (1), ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè βp

è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, èìååò ìåñòî Hm(A′/T (A′)) 6= ∅, ò. å. äëÿ
A′/T (A′) âûïîëíÿåòñÿ sup γ 
 sup{γ(p) | p ∈ P} < ω.

Â ñèëó òåîðåìû 22 ðàññóæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 21,
îáîñíîâûâàåò ñëåäóþùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 23. Äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A âèäà (1) âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Hm(A) = ∅ (ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ 2) òåîðåìû 22);
2) |Hm(A)| = 1 (ïðè óñëîâèè êîíå÷íîñòè âñåõ αp,n, âñåõ βp è γp êðîìå

òåõ, äëÿ êîòîðûõ |{n | αp,n 6= 0}| = ω, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
|Hm(A/T (A))| = 1).

Åñëè â ñòàíäàðòíîé ãðóïïå A âèäà (1) ïîçâîëèòü âàðüèðîâàòü ε ñ ñîõðà-
íåíèåì ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, òî âûïîëíÿåòñÿ |Hm(A)| ≥ ω ïðè
ε ≥ 2, βp = γp = 0 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p è |{〈p, n〉 | αp,n 6= 0}| < ω êîíå÷íî.
Åñëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ε ≥ ω, òî |Hm(A)| ≥ 2ω.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 16 ñ ïðèìåíåíè-
åì òåîðåì 12 è 14.

Òåîðåìà 24. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) H(A) 6= ∅;
2) êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû äëÿ ãðóïïû A è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ

áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) A ≡ T (A);
á) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü T (A) îãðàíè÷åíà è ïðè ýòîì H(A/T (A)) 6= ∅,

ò. å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî P0 ïðîñòûõ ÷èñåë è λ ∈ ω òàêèå,
÷òî γp (A/T (A)) = λ ïðè p ∈ P0 è γp (A/T (A)) = 0 ïðè p /∈ P0.

Êàê ïîêàçàíî â çàìå÷àíèè 5, äëÿ ñòàíäàðòíûõ ãðóïï A âèäà (1) ìîãóò ñóùå-

ñòâîâàòü ìèíèìàëüíûå è ïðîñòûå ýëåìåíòàðíûå ïîäãðóïïû, ñîäåðæàùèå R
(λ)
P0

â êà÷åñòâå ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïîñîáíûå èìåòü ñòàíäàðò-
íûé âèä (1) ëèøü ïðè |P0| ≤ 1. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî, íàðÿäó ñ ãèïåðãðàôàìè
(A,Hp(A)), (A,Hm(A)) è (A,H(A)), ðàññìàòðèâàòü ãèïåðãðàôû (A,Hp′(A)),
(A,Hm′(A)) è (A,H ′(A)), â êîòîðûõ Hp′(A) ⊆ Hp(A), Hm′(A) ⊆ Hm(A) è
H ′(A) ⊆ H(A) ñîñòîÿò èç íîñèòåëåé ñòàíäàðòíûõ ïîäãðóïï, ò.å. èìåþùèõ òîëü-
êî âèä (1).

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 11 è çàìå÷àíèÿ 5 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 25. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:
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1) Hp(A) = Hp′(A);
2) Hp(A) = ∅ èëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) A ≡ T (A);
á) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü T (A) îãðàíè÷åíà, Hp(A/T (A)) 6= ∅ è èìååòñÿ íå

áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ γp(A).

Â ñèëó òåîðåìû 24 è çàìå÷àíèÿ 5 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 26. Äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A âèäà (1) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) Hm(A) = Hm′(A);
2) Hm(A) = ∅ èëè êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû äëÿ ãðóïïû A,

êðîìå çíà÷åíèé βp è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) A ≡ T (A);
á) äëÿ ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A′ � A âèäà (1), ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè βp è

γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, èìååò ìåñòî Hm′(A′/T (A′)) 6= ∅, ò. å. äëÿ ãðóïïû
A′/T (A′) èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ γp.

Ïðè ýòîì, åñëè Hm′(A) 6= ∅, òî Hm′(A) îäíîýëåìåíòíî, ñîâïàäàåò ñ Hm(A)
è ñîñòîèò èç íîñèòåëÿ ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A′, èìåþùåé âèä:

(2) ⊕p,nZ
(αp,n)
pn ⊕⊕pZ

(β′
p)

p∞ ⊕⊕pR
(γ′

p)
p ⊕Q(ε′),

ãäå
i) β′p = γ′p = 0 ïðè βp = ω èëè γp = ω, β′p = βp è γ

′
p = γp ïðè βp < ω è γp < ω;

ii) ε′ = 0, åñëè ïðÿìàÿ ñóììà ⊕p,nZ
(αp,n)
pn ⊕ ⊕pZ

(β′
p)

p∞ ⊕ ⊕pR
(γ′

p)
p ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íîé ãðóïïîé, è ε′ = ε, åñëè ýòà ãðóïïà êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 25, îñíîâàííîå íà ïîñòðîåíèè ñòàíäàðòíîé ãðóïïû
(2), ÿâëÿþùåéñÿ íàèìåíüøåé ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A, ïîçâîëÿåò
îõàðàêòåðèçîâàòü óñëîâèå Hm′(A) = {A} è âûâåñòè

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A âèäà (2) è åå òåîðèè T = Th(A)
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Hm′(A) = {A};
2) äëÿ òåîðèè T âñå èíâàðèàíòû αp,n êîíå÷íû è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ i) è

ii).

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìû 23, 25 è 26, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 27. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) H(A) = H ′(A);
2) H(A) = ∅ èëè êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû äëÿ ãðóïïû A, êðîìå

çíà÷åíèé βp è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) A ≡ T (A);
á) ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü T (A) îãðàíè÷åíà, H(A/T (A)) 6= ∅ è èìååòñÿ íå

áîëåå îäíîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ γp(A).
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Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûå ïðîñòûå ìîäåëè äëÿ H(A) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñòàí-
äàðòíîì âèäå (2) è èõ ÷èñëî (0, 1, ω èëè ≥ 2ω) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïîä-
ãðóïï, èçîìîðôíûõ Q è âûäåëÿåìûõ èç A â êà÷åñòâå ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ. Åñ-
ëè â A èìååòñÿ λ ≥ ω êîïèé ãðóïïû Q, ñîñòàâëÿþùèõ ïðÿìóþ ñóììó, òî
|H(A)| = 2λ.

Çàìå÷àíèå 10. Ïîñêîëüêó äëÿ ãðóïï A ≡ T (A) èìååò ìåñòî Hp′(A) = Hp(A),
Hm′(A) = Hm(A) è H ′(A) = H(A), ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ êàê äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï, òàê è äëÿ ãðóïï, ïîëó÷àåìûõ èç ïåðèîäè÷åñêèõ äîáàâ-
ëåíèåì êîïèé ãðóïïû Q â êà÷åñòâå ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ.

Çàìå÷àíèå 11. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìûM èìååò ìåñòîH(M) = Hm(M) =
Hp(M) = {M}.

Çàìå÷àíèå 12. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ãðóïïû A âèäà (1) åå áåñ-
êîíå÷íîñòü ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) íåêîòîðûé èíâàðèàíò αp,n áåñêîíå÷åí;
2) ñðåäè èíâàðèàíòîâ αp,n èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ;
3) õîòÿ áû îäèí èç èíâàðèàíòîâ βp, γp, ε ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
Íàëè÷èå óêàçàííîé õàðàêòåðèçàöèè áåñêîíå÷íîñòè àáåëåâîé ãðóïïû, à òàê-

æå õàðàêòåðèçàöèè óñëîâèÿ Hm′(A) = {A} ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 âëå÷åò õàðàê-
òåðèçàöèþ óñëîâèÿ Hm′(A) = {A} äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñòàíäàðòíûõ ãðóïï âèäà
(1) â òåðìèíàõ çíà÷åíèé øìåëåâñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Çàìå÷àíèå 13. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï A è èõ ãèïåðãðàôîâ
(A,Hm(A)) óñëîâèåHm(A) = {A} íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé ôîðìóëîé (2),
à òàêæå ðåçóëüòàòîì çàìåíû â ýòîé ôîðìóëå ïðÿìîé ñóììû ãðóïïRp íà ãðóïïû

R
(λ)
P0
. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî [12, òåîðåìà 8.1.2] ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ

àáåëåâà ãðóïïà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû ãðóïï, èçîìîðôíûõ
ãðóïïàì Zpn è Z. Äëÿ òåîðèè òàêîé ãðóïïû A âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû
êîíå÷íû è èìååò ìåñòî Hm(A) = {A}, ïîñêîëüêó âçÿòèå ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû
óìåíüøàåò õîòÿ áû îäèí øìåëåâñêèé èíâàðèàíò. Ïðè ýòîì íàëè÷èå õîòÿ áû

îäíîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî Z íàðóøàåò êàê ñòàíäàðòíóþ çàïèñü (2), òàê è R
(λ)
P0
.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó òåîðèÿ Th(Z) íå èìååò ïðîñòûõ ìîäåëåé [20], íàëè÷èå
â êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïåM ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî Z âëå÷åò H(A) = ∅.

Íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèé 11 è 13 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 28. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû A âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) åñëè A íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, èçîìîðôíûõ Z, òî (áóäó÷è êî-
íå÷íîé ãðóïïîé) A èìååò H(A) = Hp(A) = Hm(A) = {A};

2) åñëè A ñîäåðæèò ïðÿìûå ñëàãàåìûå, èçîìîðôíûå Z, òî H(A) = Hp(A) =
∅ è Hm(A) = {A}.

Íà îñíîâàíèè çàìå÷àíèÿ 11 è òåîðåìû 28 îáùåå èçó÷åíèå ãèïåðãðàôîâ (A,H(A)),
(A,Hp(A)) è (A,Hm(A)) óìåñòíî ïðîâîäèòü äëÿ áåñêîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï
A è èõ òåîðèé.

Çàìå÷àíèå 14. Â ñèëó íàëè÷èÿ êîíñòàíòû â ñèãíàòóðå àáåëåâûõ ãðóïï, äëÿ
òåîðèè T àáåëåâûõ ãðóïï, ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû äâóõ ïðîñòûõ (ñîîòâåòñòâåí-
íî ìèíèìàëüíûõ, ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ) ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåé ìîäåëè
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A |= T , ãèïåðãðàôû (A,Hp(A)) ((A,Hm(A)), (A,H(A))) íå ÿâëÿþòñÿ äèçú-
þíêòíûìè. Áîëåå òîãî, äèàìåòðû dHp(A) dHm(A), dH(A) ìîãóò ïðèíèìàòü
ëèøü çíà÷åíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùèå 2.

Íàðÿäó ñ îïèñàíèåì äèçúþíêòíûõ (ò. å. îäíîýëåìåíòíûõ) ãèïåðãðàôîâ ìè-
íèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé òåîðèé àáåëåâûõ ãðóïï, âûòåêàþùèì èç òåîðåìû
27, â ñëåäóþùåé òåîðåìå îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ïî÷òè äèçúþíêò-
íûõ ãèïåðãðàôîâ.

Òåîðåìà 29. [21] Òåîðèÿ Th(A) áåñêîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A èìååò ïî÷òè
äèçúþíêòíûé ãèïåðãðàô ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé, äëÿ ω-íàñûùåííîé
ìîäåëè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
èíâàðèàíòîâ αp,n, à âñå èíâàðèàíòû βp, γp ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðèÿ Th(A) àáåëåâîé ãðóïïû A èìååò
ïî÷òè äèçúþíêòíûé ãèïåðãðàô ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé. Òîãäà A íå
ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ èíâàðèàíòîâ αp,n, ïîñêîëüêó èõ íà-
ëè÷èå âëå÷åò áåñêîíå÷íîñòü ÷èñëà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ âèäà Zpn , ïîïàäàþùèõ
â ïåðåñå÷åíèå ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé, íàðóøàÿ ïî÷òè äèçúþíêòíîñòü
ãèïåðãðàôà. Åñëè ïðè ýòîì íåêîòîðûå èíâàðèàíòû βp, γp ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâû-
ìè, òî òåîðèÿ Th(A) èìååò ïðîñòûå ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûìè ïðÿìûìè ñëàãàå-

ìûìè Z
(βp)
p∞ èëè R

(λ)
P0
, ÷òî òàêæå íàðóøàåò ïî÷òè äèçúþíêòíîñòü ãèïåðãðàôà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ èíâà-
ðèàíòîâ αp,n, à âñå èíâàðèàíòû βp, γp ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. Òîãäà â ñèëó áåñ-
êîíå÷íîñòè ãðóïïû A èìååì ε = 1 è â ω-íàñûùåííîé ìîäåëè M òåîðèè T
ïðèñóòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, èçîìîðôíûõ ãðóïïå Q. Â
ñèëó òåîðåìû 27 ãèïåðãðàô (M,H(M)) ñîñòîèò èç íîñèòåëåé ìîäåëåé âèäà

⊕p,nZ
(αp,n)
pn ⊕Q, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ⊕p,nZ

(αp,n)
pn . Òàêèì

îáðàçîì, ãèïåðãðàô (M,H(M)) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè äèçúþíêòíûì.

Çàìå÷àíèå 15. Ïî÷òè äèçúþíêòíûé ãèïåðãðàô (M,H(M)) èç òåîðåìû 29
ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò èõ ïåðåñå÷åíèÿ, ïî êîíå÷íîé ïðÿ-

ìîé ñóììå ⊕p,nZ
(αp,n)
pn . Òåì ñàìûì, ìîùíîñòü m ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ

îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé äëÿ (M,H(M)).
Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ïðÿìàÿ ñóììà B äëÿ n ∈ ω\{0, 1} ãðóïï

Zp ðàâíîìîùíà ãðóïïå Zpn , íî ïðè ýòîì B 6' Zpn , äëÿ ïî÷òè äèçúþíêòíîãî
ãèïåðãðàôà èç òåîðåìû 29 ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ ýòîãî ãèïåðãðàôà ïîçâîëÿåò
ðàñïîçíàòü øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû αp,n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîùíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ m ñâîáîäíà îò êâàäðàòîâ ïðîñòûõ ÷èñåë, ò. å. m ìîæåò äåëèòüñÿ
ëèøü íà ïåðâûå ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë p.

Òàê êàê äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï ãèïåðãðàôû ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé,
íå ÿâëÿþùèåñÿ ïî÷òè äèçúþíêòíûìè, íå áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíû, à ïî÷òè
äèçúþíêòíûå ãèïåðãðàôû ýêâàöèîíàëüíû, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 30. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ãèïåðãðàô (A,H(A)) ýêâàöèîíà-
ëåí.

Çàìå÷àíèå 16. Òàê êàê ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîãî áåñêîíå÷íîãî øìåëåâ-
ñêîãî èíâàðèàíòà ñòàíäàðòíàÿ ãðóïïà âèäà (1) èìååò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó,
ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíóþ äàííîé è ïîëó÷åííóþ óäàëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ñ âûáðàííûì áåñêîíå÷íûì èíâàðèàíòîì, òî ïî òåîðå-
ìå 13 ñóùåñòâóþò íåýêâàöèîíàëüíûå ãèïåðãðàôû (A,Hp(A)). Íàëè÷èå òàêèõ
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áåñêîíå÷íûõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðè÷èíîé íåýêâàöèîíàëüíî-
ñòè, ïîñêîëüêó êîíå÷íûå èíâàðèàíòû íå äîïóñêàþò ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòàðíûõ
ðàñøèðåíèé â êëàññàõ ïðîñòûõ è ìèíèìàëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Ïðè ýòîì, ïî
êàæäîìó áåñêîíå÷íîìó èíâàðèàíòó αp,n, βp, à òàêæå ïî áåñêîíå÷íîìó λ ãðóïïû

R
(λ)
P0

äëÿ ýëåìåíòîâ ãèïåðãðàôà (A,Hp(A)) äîïóñêàåòñÿ âçÿòèå ëþáîãî áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ. Òåì ñàìûì, ýòîò ãèïåð-
ãðàô âêëþ÷àåò ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûå ñèñòåìàìè âñåõ áåñêîíå÷íûõ
ïîäìíîæåñòâ äàííûõ áåñêîíå÷íûõ (òî÷íåå, ñ÷åòíûõ) ìíîæåñòâ.

Îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìà îïèñàíèÿ âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé ãèïåðãðà-
ôîâ (A,Hp(A)) è (A,Hm(A)) â îáùåì ñëó÷àå.

4. Ìèíèìàëüíûå è ïðîñòûå ìîäåëè äëÿ ïðÿìûõ ñóìì àáåëåâûõ

ãðóïï: ñóùåñòâîâàíèå è èõ ãèïåðãðàôû

Â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ è ïðî-
ñòûõ ìîäåëåé äëÿ ïðÿìûõ ñóìì A0 ⊕ A1 àáåëåâûõ ãðóïï A0 è A1, à òàêæå
îïèñûâàåòñÿ ñâÿçü ãèïåðãðàôîâ äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï ñ ãèïåðãðàôàìè äëÿ èõ
ïðÿìûõ ñóìì.

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 1, 12 è 13 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 31. Äëÿ ëþáûõ àáåëåâûõ ãðóïï A0 è A1 òåîðèÿ T = Th(A0 ⊕ A1)
èìååò ïðîñòóþ ìîäåëü (ò. å. Hp(A0 ⊕A1) 6= ∅) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ãðóïï A0 è A1 âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) A0 ≡ T (A0) è A1 ≡ T (A1);
á) Ai ≡ T (Ai), A1−i 6≡ T (A1−i), ðåäóöèðîâàííûå ÷àñòè ãðóïï T (A0) è T (A1)

îãðàíè÷åíû è òåîðèÿ Th(A1−i/T (A1−i)) èìååò ïðîñòóþ ìîäåëü, i ∈ {0, 1};
â) A0 6≡ T (A0) è A1 6≡ T (A1), ðåäóöèðîâàííûå ÷àñòè ãðóïï T (A0) è T (A1)

îãðàíè÷åíû è òåîðèè Th(A0/T (A0)), Th(A1/T (A1)) èìåþò ïðîñòûå ìîäåëè ñ
îäíîé è òîé æå õàðàêòåðèñòèêîé λ.

Â ñëó÷àÿõ à) è á) ïðîñòàÿ ìîäåëü òåîðèè T ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé
ñóììû ïðîñòûõ ìîäåëåé òåîðèé Th(Ai), i ∈ {0, 1}. Â ñëó÷àå â) òàêàÿ ïðåä-
ñòàâèìîñòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû ðàâíîñèëüíà ñîâïàäåíèþ ìíîæåñòâ P0 äëÿ
òåîðèé Th(Ai), åñëè ýòè ìíîæåñòâà íåïóñòû, è ïðè ýòîì òåîðèÿ T èìå-

åò õàðàêòåðèñòèêó 2λ ñ ïðÿìûì ñëàãàåìûì R
(2λ)
P0

. Åñëè æå õîòÿ áû îäíî èç

ìíîæåñòâ P0 äëÿ òåîðèé Th(Ai) ïóñòî, òî ïðîñòàÿ ìîäåëü èìååò ïðÿìîå

ñëàãàåìîå R
(λ)
P0
, ïðè íåïóñòîòå îäíîãî èç ìíîæåñòâ P0, è èìååò èëè íå èìå-

åò ïðÿìîå ñëàãàåìîå Q ïðè ïóñòîòå îáîèõ ìíîæåñòâ P0 è â çàâèñèìîñòè
îò (íå)îãðàíè÷åííîñòè ãðóïï T (A0) è T (A1).

Â ñèëó òåîðåì 1, 14 è 15 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 32. Äëÿ ëþáûõ àáåëåâûõ ãðóïï A0 è A1 òåîðèÿ T = Th(A0 ⊕ A1)
èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü (ò. å. Hm(A0 ⊕A1) 6= ∅) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ãðóïï A0 è A1 êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû, êðîìå çíà÷åíèé
βp è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

à) A0 ≡ T (A0) è A1 ≡ T (A1);
á) A0 6≡ T (A0) èëè A1 6≡ T (A1), è äëÿ ñòàíäàðòíûõ ãðóïï A′i |= Ti, Ti =

Th(A′i), âèäà (1) ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè βp è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω
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òåîðèè Th(A′i/T (A′i)) èìåþò ìèíèìàëüíûå ìîäåëè (êîíå÷íîãî ðàíãà sup γi),
i ∈ {0, 1}.

Ïðè âûïîëíåíèè ïóíêòà á) èìååòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè T , ïðåä-
ñòàâèìàÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé òåîðèé Ti, i ∈ {0, 1},
íåïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) èìååò ðàíã sup γ0 + sup γ1, åñëè îáå òåîðèè T0 è T1 èìåþò íåíóëåâûå
çíà÷åíèÿ γp;

ii) èìååò ðàíã sup γi, åñëè Ti èìååò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ γp, à ó T1−i âñå
çíà÷åíèÿ γp íóëåâûå, i ∈ {0, 1};

iii) èìååò ðàíã 1 è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðóïïîé Q, åñëè ó T0 è T1 âñå çíà÷åíèÿ
γp íóëåâûå.

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 1, 16, 31 è 32 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 33. Äëÿ ëþáûõ àáåëåâûõ ãðóïï A0 è A1 òåîðèÿ T = Th(A0 ⊕ A1)
èìååò ìèíèìàëüíóþ ïðîñòóþ ìîäåëü (ò. å. H(A0⊕A1) 6= ∅) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ãðóïï A0 è A1 êîíå÷íû âñå øìåëåâñêèå èíâàðèàíòû, êðîìå
çíà÷åíèé βp è γp ïðè |{n | αp,n 6= 0}| = ω, è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) A0 ≡ T (A0) è A1 ≡ T (A1);
á) Ai ≡ T (Ai), A1−i 6≡ T (A1−i), ðåäóöèðîâàííûå ÷àñòè ãðóïï T (A0) è T (A1)

îãðàíè÷åíû è òåîðèÿ Th(A1−i/T (A1−i)) èìååò ìèíèìàëüíóþ ïðîñòóþ ìî-
äåëü, i ∈ {0, 1};

â) A0 6≡ T (A0) è A1 6≡ T (A1), ðåäóöèðîâàííûå ÷àñòè ãðóïï T (A0) è T (A1)
îãðàíè÷åíû è òåîðèè Th(A0/T (A0)), Th(A1/T (A1)) èìåþò ìèíèìàëüíûå ïðî-
ñòûå ìîäåëè ñ îäíîé è òîé æå êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé λ.

Â ñëó÷àÿõ à) è á) ïðîñòàÿ ìîäåëü òåîðèè T ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé
ñóììû ïðîñòûõ ìîäåëåé òåîðèé Th(Ai), i ∈ {0, 1}. Â ñëó÷àå â) òàêàÿ ïðåä-
ñòàâèìîñòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû ðàâíîñèëüíà ñîâïàäåíèþ ìíîæåñòâ P0 äëÿ
òåîðèé Th(Ai), åñëè ýòè ìíîæåñòâà íåïóñòû, è ïðè ýòîì òåîðèÿ T èìå-

åò õàðàêòåðèñòèêó 2λ ñ ïðÿìûì ñëàãàåìûì R
(2λ)
P0

. Åñëè æå õîòÿ áû îäíî èç

ìíîæåñòâ P0 äëÿ òåîðèé Th(Ai) ïóñòî, òî ïðîñòàÿ ìîäåëü èìååò ïðÿìîå

ñëàãàåìîå R
(λ)
P0
, ïðè íåïóñòîòå îäíîãî èç ìíîæåñòâ P0, è èìååò èëè íå èìå-

åò ïðÿìîå ñëàãàåìîå Q ïðè ïóñòîòå îáîèõ ìíîæåñòâ P0 è â çàâèñèìîñòè
îò (íå)îãðàíè÷åííîñòè ãðóïï T (A0) è T (A1).

Â ñèëó òåîðåì 1, 29 è 33 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 34. Òåîðèÿ T = Th(A0 ⊕A1) áåñêîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A0 ⊕A1

èìååò ïî÷òè äèçúþíêòíûé ãèïåðãðàô ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé, äëÿ
ω-íàñûùåííîé ìîäåëè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êàêîå-ëèáî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) îäíà èç ãðóïï � Ai, êîíå÷íà, à äðóãàÿ � A1−i, èìååò òåîðèþ ñ ïî÷òè
äèçúþíêòíûì ãèïåðãðàôîì ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé, i ∈ {0, 1};

á) òåîðèè îáåèõ ãðóïï A0 è A1 èìåþò ïî÷òè äèçúþíêòíûå ãèïåðãðàôû
ìèíèìàëüíûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé.

Çàìå÷àíèå 17. Ïðè ïîñòðîåíèè ãèïåðãðàôîâ Hp(A0 ⊕ A1), Hm(A0 ⊕ A1) è
H(A0⊕A1) âîçíèêàåò îáúåäèíåíèå íîñèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ
ïîäãðóïï ãðóïï A0 è A1, åñëè õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ãðóïï êîíå÷íà. Ïîìèìî
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îáúåäèíåíèÿ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèïåðãðàôà ïðîñòûõ ìîäåëåé, ïîìèìî óêàçàííî-
ãî îáúåäèíåíèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî îäíà èç ýòèõ ãðóïï, åñëè, íàïðè-
ìåð, êàæäîìó íåíóëåâîìó èíâàðèàíòó αp,n êîíå÷íîé ãðóïïû A0 ñîîòâåòñòâóåò
áåñêîíå÷íûé èíâàðèàíò ãðóïïû A1. Ýòî æå îòíîñèòñÿ ê èíâàðèàíòàì βp è γp.
Ïðè ýòîì, áåñêîíå÷íîñòü õîòÿ áû îäíîãî èç ãèïåðãðàôîâ äëÿ A0 è A1 âëå-
÷åò áåñêîíå÷íîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèïåðãðàôà äëÿ A0⊕A1, åñëè ïîñëåäíèé
íåïóñò. Ïðè íàëè÷èè ãðóïï Q â ìèíèìàëüíûõ èëè ïðîñòûõ ìîäåëÿõ äëÿ ãè-
ïåðãðàôîâ ãðóïï A0 è A1, äëÿ ãèïåðãðàôà ãðóïïû A0⊕A1 â êà÷åñòâå ïðÿìîãî
ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåòñÿ ëèøü îäíà èç òàêèõ ãðóïï.
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