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Abstract. In this paper, a criterion of universal equivalence for
partially commutative Lie algebras de�ned by graphs without triangles
and squares and with no isolated vertices is found.

Keywords: partially commutative Lie algebra, universal theory.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ïîä ãðàôîì áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô áåç ïåòåëü.

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî è G = 〈A,E〉 � ãðàô, ìíîæåñòâîì âåðøèí êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî A, à ìíîæåñòâîì ðåáåð � íåêîòîðîå ñèììåòðè÷íîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A, òî åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A × A. Òàêèì
îáðàçîì, ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà E ÿâëÿþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûå ïàðû, êîòîðûå
áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ {a, b}, ãäå a, b ∈ A.

×àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé Ëè íàä îáëàñòüþ R íàçûâàåòñÿ R-
àëãåáðà ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A è ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèé

(1) [ai, aj ] = 0, ãäå {ai, aj} ∈ E.
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(Çäåñü è äàëåå [g, h] îáîçíà÷àåò ëèåâî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ g è h). Áóäåì îáî-
çíà÷àòü ýòó àëãåáðó LR(A;G), à åñëè íå âîçíèêàåò íåîäíîçíà÷íîñòè � L(A;G).
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ãðàôîì ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû.

Èçó÷åíèå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ñòðóêòóð íà÷àëîñü â êîíöå 60-õ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà ñ ðàáîòû [1], â êîòîðîé áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíîãî ìîíîèäà. Â äàëüíåéøåì èç âñåõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ñòðóê-
òóð àêòèâíåå âñåãî èññëåäîâàëèñü ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû (ñì., íà-
ïðèìåð, [2]�[8]). Íåñêîëüêî ðàáîò (íàïðèìåð, [6]�[8]) ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ
ñâîéñòâ òåîðèé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ìåòàáåëåâûõ ãðóïï.

×àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå àëãåáðû (êàê àññîöèàòèâíûå, òàê è àëãåáðû Ëè)
èçó÷àëèñü â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè, îäíàêî äëÿ íèõ òàêæå ïîëó÷åí ðÿä
ðåçóëüòàòîâ (ñì. íàïðèìåð [9]�[17]. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðîì íàñòîÿùåé ñòàòüè â
ðàáîòàõ [14]�[17] (ðàáîòà [14] â ñîàâòîðñòâå ñ Å.È.Òèìîøåíêî) áûëè íàéäåíû
êðèòåðèè óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ è ÷àñòè÷-
íî êîììóòàòèâíûõ ìåòàáåëåâûõ àëãåáð Ëè íà êëàññå àëãåáð, îïðåäåëåííûõ
öèêëàìè è íà êëàññå àëãåáð, îïðåäåëåííûõ äåðåâüÿìè, â òîì ÷èñëå äåðåâüÿìè
ñî ñ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí (âïðî÷åì äàííûé ðåçóëüòàò î÷åâèäíûì îáðà-
çîì îáîáùàåòñÿ äî ñëó÷àÿ àëãåáð Ëè, îïðåäåëåííûõ äåðåâüÿìè ñ ïðîèçâîëüíûì
êîëè÷åñòâîì âåðøèí).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíûõ àëãåáð Ëè íà áîëåå øèðîêîì êëàññå: êëàññå àëãåáð, ãðàôû
êîòîðûõ íå ñîäåðæàò öèêëîâ èç òðåõ è ÷åòûðåõ âåðøèí, à òàêæå íå ñîäåðæàò
èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü G = 〈A;E〉 è H = 〈B;F 〉 � êîíå÷íûå ãðàôû áåç òðå-
óãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ è áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. ×àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíûå àëãåáðû Ëè L(A;G) è L(B;H) óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôû G∗ è H∗ èçîìîðôíû, à êîëè÷åñòâî äâóõâåðøèííûõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôàõ G è H îäèíàêîâî.

Ïîä ãðàôîì G∗ (ñîîòâåòñòâåííî H∗) ïîíèìàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G (ñî-
îòâåòñâåííî H) óäàëåíèåì âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈A;E〉
áåç ïåòåëü, äëÿ êîòîðîãî A ñ ìíîæåñòâî âåðøèí è E � ìíîæåñòâî ðåáåð. Åñëè

{a, b} ∈ E, òî áóäåì ïèñàòü a
G↔ b. Àíàëîãè÷íî, åñëè A1 ⊆ A è a � âåðøèíà

ãðàôà G, ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè ìíîæåñòâà A1 â íåì, òî áóäåì èñïîëü-

çîâàòü îáîçíà÷åíèå a
G↔ A1. Íàêîíåö, äëÿ A1, A2 ⊆ A áóäåì ïèñàòü A1

G↔ A2,

åñëè a1
G↔ a2 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1 ∈ A1 è a2 ∈ A2. Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ãðàôû áåç ïåòåëü, èç a
G↔ A1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà

G ñëåäóåò, ÷òî a 6∈ A1, à èç A1
G↔ A2 � ÷òî A1 ∩A2 = ∅.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. ×åðåç A(G) è E(G) áó-
äåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âåðøèí è ìíîæåñòâî ðåáåð ýòîãî
ãðàôà. Äàëåå, ïóñòü B ⊆ A(G). ×åðåç G(B) îáîçíà÷èì ïîäãðàô ãðàôà G, ïî-
ñòðîåííûé íà ìíîæåñòâå âåðøèí B. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç G îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô
〈A(G), (A(G))2\(E(G)∪ idA(G))〉, ãäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà S ÷åðåç idS
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îáîçíà÷àåòñÿ òîæäåñòâåííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå: idS = {(a, a) | a ∈ S}; ýòîò
ãðàô íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ãðàôà G.

Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíüþ âåðøèíû a ãðàôà G íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî
âåðøèí, ñìåæíûõ ñ a â G.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îáúåäèíåíèåì ãðàôîâ G1 = 〈A1;E1〉 è G2 = 〈A2;E2〉 íàçû-
âàåòñÿ ãðàô, îáîçíà÷àåìûéG1∪G2, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A1∪A2 è ìíîæåñòâîì
ðåáåð E1 ∪ E2.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàçîâåì çâåçäîé ãðàô, â êîòîðîì îäíà âåðøèíà, ñîåäèíåíà
ðåáðàìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè è äðóãèõ ðåáåð íåò. Ýòó âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü
öåíòðîì çâåçäû. Â ñëó÷àå, åñëè â çâåçäå âñåãî äâå âåðøèíû, öåíòðîì ìîæíî
ñ÷èòàòü ëþáóþ èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � ïðîèçâîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô áåç ïåòåëü. Ïóòåì â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí
b1, b2, . . . , bs ∈ A, òàêàÿ ÷òî {bi, bi+1} ∈ E äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , s− 1.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô áåç ïåòåëü. Ãàìèëüòîíîâûì ïó-
òåì â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà ðîâíî
ïî îäíîìó ðàçó.

Îòìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíîâ ïóòü ñóùåñòâóåò íå âî âñÿêîì ñâÿçíîì ãðàôå.
Íàïðèìåð, ãàìèëüòîíîâà ïóòè íåò â çâåçäå, èìåþùåé ÷åòûðå è áîëåå âåðøèí.

Ïóñòü A? � ìíîæåñòâî âñåõ àññîöèàòèâíûõ ñëîâ àëôàâèòà A (âêëþ÷àÿ ïó-
ñòîå ñëîâî, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü 1). Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì óïîðÿäî-
÷èì ìíîæåñòâî A è ðàñïðîñòðàíèì ëèíåéíûé ïîðÿäîê äî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî
ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå A?.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ìîíîì u ∈ A? íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì ñëîâîì Ëèí-
äîíà � Øèðøîâà, åñëè äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ v, w ∈ A?, òàêèõ ÷òî u = vw,
âûïîëíåíî wv < u.

Òàêæå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ íåàññîöèàòèâíûõ ñëîâ àëôàâèòà A (çäåñü
ìû èñêëþ÷àåì ïóñòîå ñëîâî èç ðàññìîòðåíèÿ), òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ ñî
âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ðàññòàâëåíèÿ íà íèõ ñêîáîê (îáîçíà÷èì åãî A+).
Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè åñëè [u] � ïðîèçâîëüíîå íåàññîöèàòèâíîå ñëîâî, òî
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç u àññîöèàòèâíîå ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç [u] ñòèðàíèåì
ñêîáîê.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Îïðåäåëèì íåàññîöèàòèâíûå ñëîâà Ëèíäîíà � Øèðøîâà
ïî èíäóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ íåàññîöèàòèâíûìè ñëîâàìè Ëèí-
äîíà � Øèðøîâà.

(2) Ïóñòü óæå îïðåäåëåíû íåàññîöèàòèâíûå ñëîâà Ëèíäîíà � Øèðøîâà
äëèíû ìåíüøåé n, òîãäà ëèåâ ìîíîì [u] ∈ A+ äëèíû n, íàçûâàåòñÿ
íåàññîöèàòèâíûì ñëîâîì Ëèíäîíà � Øèðøîâà, åñëè
(i) Àññîöèàòèâíîå ñëîâî u ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì ñëîâîì Ëèíäî-

íà � Øèðøîâà;
(ii) Åñëè [u] = [[u1], [u2]], òî [u1] è [u2] � íåàññîöèàòèâíûå ñëîâà Ëèí-

äîíà � Øèðøîâà è u1 > u2.
(iii) Åñëè [u1] = [[u11], [u12]], òî u2 > u12.
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Ñëîâà äàííîãî âèäà ðàññìàòðèâàëèñü â [18]�[20]. Ìíîæåñòâî âñåõ íåàññîöè-
àòèâíûõ ñëîâ Ëèíäîíà � Øèðøîâà â àëôàâèòå A áóäåì îáîçíà÷àòü LS(A).

Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî [20], ìíîæåñòâî LS(A) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì áàçèñîì
ñâîáîäíîé R-àëãåáðû Ëè ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü L(A;G) � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Ëè ñ
ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ A è îïðåäåëÿþùèì ãðàôîì G. ×àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíûå ñëîâà Ëèíäîíà � Øèðøîâà (PCLS-ñëîâà) îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóê-
öèè:

(1) Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ PCLS-ñëîâàìè.
(2) LS-ñëîâî [u] äëèíû áîëüøåé 1 ÿâëÿåòñÿ PCLS-ñëîâîì, åñëè [u] =

[[v], [w]], ãäå [v] è [w] � PCLS-ñëîâà, ïðè÷åì â ãðàôå G ïåðâàÿ áóêâà
ñëîâà [w] íå ñîåäèíåíà ðåáðîì õîòÿ áû ñ îäíîé áóêâîé ñëîâà [v].

Â [12] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè ìíîæåñòâà
A ìíîæåñòâî âñåõ PCLS-ñëîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì áàçèñîì ÷àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíîé àëãåáðû L(A;G). Â ýòîé ñòàòüå ìîíîìû, ÿâëÿþùèåñÿ PCLS-ñëîâàìè,
áóäåì íàçûâàòü áàçèñíûìè. Ïðè ýòîì ïðè êàêîì óïîðÿäî÷åíèè ìíîæåñòâà A
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ áàçèñíûå ýëåìåíòû, áóäåò ÿñíî èç êîíòåêñòà, ëèáî ýòî
óïîðÿäî÷åíèå áóäåò ÿâíî çàäàíî.

Â äàííîé ðàáîòå áàçèñíûå ëèåâû ìîíîìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðè ïîìî-
ùè ñòðî÷íûõ áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, âçÿòûõ â êâàäðàòíûå ñêîáêè, íà-
ïðèìåð, [u]. Åñëè â ëèåâîì ìîíîìå èñïîëüçîâàíà ëåâîíîðìèðîâàííàÿ ðàññòà-
íîâêà ñêîáîê, òî áóäåì îïóñêàòü âñå ñêîáêè êðîìå âíåøíèõ, òî åñòü âìåñòî
[. . . [ai1 , ai2 ], . . . , air ] áóäåì ïèñàòü [ai1 , ai2 , . . . , air ].

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü [u] � áàçèñíûé ëèåâ ìîíîì íà ìíîæåñòâå ïîðîæ-
äàþùèõ A = {a1, a2, . . . , an}. Ìóëüòèñòåïåíüþ ìîíîìà [u] íàçîâåì âåêòîð
δ = (δ1, δ2, . . . , δn), ãäå δi � ýòî ÷èñëî âõîæäåíèé ïîðîæäàþùåãî ai â ìîíîì
[u].

Ìóëüòèñòåïåíü áàçèñíîãî ìîíîìà [u] áóäåì îáîçíà÷àòü mdeg([u]), à ÷èñëî
âõîæäåíèé ïîðîæäàþùåãî xi â ëèåâ ìîíîì [u] � ÷åðåç mdegi([u]).

Ïóñòü [u] � ëèåâ ìîíîì è mdeg[u] = (δ1, δ2, . . . , δn). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
supp([u]) = {ai | δi 6= 0} è ðàñïðîñòðàíèì ýòî îáîçíà÷åíèå íà ìíîæåñòâî ëèåâ-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ: ïóñòü g =

∑
j αj [uj ], òîãäà supp(g) =

⋃
j supp([uj ]).

Îïðåäåëåíèå 2.9. Íåíóëåâîé ýëåìåíò g àëãåáðû L(A;G) íàçûâàåòñÿ ìóëü-
òèîäíîðîäíûì, åñëè g ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ëè-
åâñêèõ ìîíîìîâ îäíîé è òîé æå ìóëüòèñòåïåíè δ = (δ1, δ2, . . . , δn).

Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå ìóëüòèñòåïåíè íà ìíîæåñòâî ìóëüòèîäíîðîäíûõ
ýëåìåíòîâ àëãåáðû L(A;G), ïîëàãàÿ mdeg(g) = mdeg([u]), ãäå [u] � ïðîèçâîëü-
íûé áàçèñíûé ëèåâ ìîíîì, âõîäÿùèé ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì â ðàçëî-
æåíèå g â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ (ïðè íåêîòîðîì óïîðÿäî÷åíèè
ïîðîæäàþùèõ) ëèåâûõ ìîíîìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ìóëüòèîäíîðîäíîñòè òîæäåñòâ àëãåáðû Ëè è îïðåäåëÿ-
þùèõ ñîîòíîøåíèé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå. Åñëè 0 =

∑
i gi â àëãåáðå L(A;G), ãäå êàæäîå ñëàãàåìîå gi ÿâëÿ-

åòñÿ ìóëüòèîäíîðîäíûì ëèåâûì ìíîãî÷ëåíîì, ïðè÷åì âñå gi èìåþò ðàçëè÷íûå
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ìóëüòèñòåïåíè, òî â ýòîé àëãåáðå gi = 0 äëÿ âñåõ i. Òàêæå èç ìóëüòèîäíîðîä-
íîñòè òîæäåñòâ àëãåáðû Ëè è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ÷àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíîé àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýëåìåíò g ìóëüòèîäíîðîäíûé (ïðè íåêîòî-
ðîì óïîðÿäî÷åíèè), òî îí îñòàåòñÿ òàêîâûì è ïðè ëþáîì äðóãîì óïîðÿäî÷åíèè
ìíîæåñòâà A. Áîëåå òîãî, ìóëüòèñòåïåíü ìóëüòèîäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà íå çà-
âèñèò îò óïîðÿäî÷åíèÿ ìíîæåñòâà A.

Ïóñòü f, g ∈ L(A;G). Áóäåì ïèñàòü f v g, åñëè αf = βg äëÿ íåêîòîðûõ
α, β ∈ R\{0}. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f v g, òî [f, g] = 0 â L(A;G) (ýòî âåðíî äàæå
â ñâîáîäíîé àëãåáðå Ëè ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ L). Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî
îòíîøåíèå �v� ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ îïèñàíèå öåíòðàëèçàòîðîâ ýëåìåíòîâ àëãåáðû L(A;G), ïî-
ëó÷åííîå â [13].

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü g ∈ L(A;G), H = G(supp(g)) è H1, . . . ,Hp � êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè ãðàôà H. Òîãäà

(1) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå g =
∑p

i=1 gi, ãäå supp(gi) ñîñòîèò èç âåð-
øèí ãðàôà Hi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , p;

(2) C(g) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà h =
∑p

i=1 hi +h′, ãäå åñëè gi v hi äëÿ
âñåõ hi 6= 0, ãäå i = 1, 2, . . . , p, è åñëè h′ 6= 0, òî supp(g)↔ supp(h′).

Ìû òàêæå ïðèâåäåì îäèí òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò èç [17], êîòîðûé ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü â äàííîé ðàáîòå.

Èòàê, ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an}. ×åðåç (∗) îáîçíà÷èì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå A?, èíäóöèðîâàííûé ñëåäóþùèì óïîðÿäî÷åíèåì ìíî-
æåñòâà A: a1 < a2 < · · · < an.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v ∈ A? è r ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç v(r) àññîöèàòèâíûé
ìîíîì, ïîëó÷àþùèéñÿ èç v çàìåíîé â íåì êàæäîãî âõîæäåíèÿ ap−1 íà apa

r
1.

Ëåììà 2.11. Ïóñòü v è w � äâà àññîöèàòèâíûõ ìîíîìà. Åñëè v > w îòíî-
ñèòåëüíî ïîðÿäêà (∗), òî ñóùåñòâóåò òàêîå r0, ÷òî v(r) > w(r) äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî r > r0.

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ óíèâåðñàëüíûìè
òåîðèÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü Φ � ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ, â çàïèñè êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ ýëåìåíòû íåêîòîðîé àëãåáðû A. Åñëè ýòà
ôîðìóëà èñòèííà, áóäåì ïèñàòü A |= Φ.

Îïðåäåëåíèå 2.12. ∃-ïðåäëîæåíèåì íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ, èìåþùàÿ âèä

∃w1, . . . , wmΦ(w1, . . . , wm),

ãäå Φ(w1, . . . , wm) � ýòî ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùàÿ êâàíòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ìíîæåñòâî âñåõ ∃-ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ â àëãåáðå Ëè
L, íàçûâàåòñÿ åå ýêçèñòåíöèàëüíîé òåîðèåé èëè ∃-òåîðèåé àëãåáðû Ëè.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Äâå àëãåáðû Ëè íàçûâàþòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè èõ ýêçèñòåíöèàëüíûå òåîðèè ñîâïàäàþò.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ∀-ïðåäëîæåíèå, óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ (èëè ∀-
òåîðèÿ) àëãåáðû Ëè è óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíûå àëãåáðû Ëè.



938 Å.Í. ÏÎÐÎØÅÍÊÎ

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àëãåáðû Ëè L1 è L2 ýêçèñòåíöèàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè àëãåáðû óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

Â òåîðèè ìîäåëåé õîðîøî èçâåñòíà ïðîöåäóðà çàìåíû ôóíêöèîíàëüíûõ ñèì-
âîëîâ íà ïðåäèêàòíûå. Ëþáîå ìíîæåñòâî âìåñòå ñî âñåìè ïðåäèêàòàìè, èíäó-
öèðîâàííûìè íà íåì, ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäåëüþ.

Ïðèâåäåì õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò èç òåîðèè ìîäåëåé.

Òåîðåìà 2.15. Ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (â òîì ÷èñëå è àëãåá-
ðû Ëè) L1 è L2 óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
êàæäîé êîíå÷íîé ïîäìîäåëè îäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò èçî-
ìîðôíàÿ åé ïîäìîäåëü â äðóãîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâîéñòâà ãðàôîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâîéñòâà ãðàôîâ è
èõ äîïîëíåíèé. Â [16] áûëè ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ â
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì èëè ëåñîì. Â íàøåì (áîëåå îáùåì)
ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû, îäíàêî, ìû ïðèâåäåì èõ çäåñü äëÿ ïîëíîòû
èçëîæåíèÿ.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïå-
òåëü. Åñëè â G åñòü õîòÿ áû äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî ãðàô G ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû ãðàôà G ëåæàò â îäíîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G. Ïóñòü b, c � äâå ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû ãðàôà
G.

Åñëè b
G= c, òî âåðøèíû b è c ñìåæíû â ãðàôå G è äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Ïóñòü b
G↔ c, òîãäà, â ÷àñòíîñòè, âåðøèíû b è c ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè ãðàôà G, îáîçíà÷èì ýòó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ÷åðåç G1. Ïî óñëîâèþ
ëåììû ñóùåñòâóþò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G, îòëè÷íûå îò G1. Ïóñòü
G2 � îäíà èç òàêèõ êîìïîíåíò. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó d ∈ A(G2).

Ïî óñëîâèþ ëåììû b
G= d è c

G= d, à çíà÷èò âåðøèíû b è c ñìåæíû ñ âåðøèíîé
d â ãðàôå G, òî åñòü ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðàôà. �

Ëåììà 3.2. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïå-
òåëü, áåç òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ. Òîãäà ãðàô G èìååò íå áîëåå äâóõ êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè, ïðè÷åì åñëè ãðàô G íå ñâÿçåí, òî G ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô G òàêîâ, ÷òî ãðàô G èìååò õîòÿ áû òðè êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè. Âûáåðåì ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ãðàôà G, îáîçíà÷èì âûáðàííûå âåðøèíû b, c, d. Òàê êàê ýòè âåðøèíû ïðèíàä-
ëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè, íèêàêèå äâå èç íèõ íå ñîåäèíåíû
ðåáðàìè â ãðàôå G. Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G ýòè âåðøèíû ïîïàðíî ñìåæíû,
òî åñòü îáðàçóþò öèêë äëèíû òðè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè â ãðàôå G äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî õîòÿ áû
îäíà èç íèõ ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì â ãðàôå
G äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ÷èñëî âåðøèí â êàæäîé èç êîòîðûõ íå ìåíåå
äâóõ. Ïóñòü b1, b2 � ðàçëè÷íûå âåðøèíû èç îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà G, à è c1, c2 � ðàçëè÷íûå âåðøèíû äðóãîé åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Òîãäà,

î÷åâèäíî, bi
G↔ cj , äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, 2}. Ñëåäîâàòåëüíî, (b1, c1, b2, c2) � öèêë

äëèíû 4 â ãðàôå G, ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû.
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Èòàê, åñëè â ãðàôå G äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî îäíà èç íèõ ñîñòîèò

èç îäíîé âåðøèíû. Îáîçíà÷èì ýòó âåðøèíó ÷åðåç a. Èç a
G= A\{a} ñëåäóåò

a
G↔ A\{a}. Åñëè b G↔ c äëÿ íåêîòîðûõ âåðøèí b, c ∈ A\{a}, òî (a, b, c) � öèêë

äëèíû 3 â ãðàôåG. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íåò äðóãèõ ðåáåð
êðîìå ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó a ñ îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, à çíà÷èò G ÿâëÿåòñÿ
çâåçäîé. �

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãðàôà G∗. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � ïðîèçâîëüíûé ãðàô.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∗ ìíîæåñòâî âåðøèí, ñòåïåíü êîòîðûõ â ãðàôå G íå ìå-
íåå 2. Ãðàô G(A∗) íàçîâåì âíóòðåííîñòüþ ãðàôà G è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
G∗. Ìíîæåñòâî ðåáåð ýòîãî ãðàôà îáîçíà÷èì ÷åðåç E∗.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
G′ ìèíèìàëüíûé ïîäãðàô G, òàêîé ÷òî ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû èç ìíîæåñòâà
A∗ â ãðàôåG′ íå ìåíüøå äâóõ. Èíûìè ñëîâàìè, ãðàôG′ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü C � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A∗, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåðøèí,
ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà A\A∗. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ìíîæåñòâà
C, åñëè ñòåïåíü ýòîé âåðøèíû â ãðàôå G∗ ðàâíà 1, òî äîáàâèì ê ãðàôó G∗

îäíó èç âåðøèí ìíîæåñòâà A\A∗, ñìåæíûõ ñ âìåñòå ñ ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèì
ýòè âåðøèíû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ãðàô G′ îïðåäåëÿåòñÿ
íåîäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà G
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Îäíàêî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ãðàôà G âñå âîçìîæíûå ãðàôû G′, ïîýòîìó
âûáåðåì îäèí èç íèõ è ÷åðåç G′ áóäåì îáîçíà÷àòü èìåííî åãî, à ìíîæåñòâà
A(G′) è E(G′) îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ è E′ ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç A0 îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, íå âõîäÿùèõ â îäíî- è äâóõâåðøèííûå êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, à ÷åðåç G0 � ãðàô G(A0).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïå-
òåëü è ïóñòü H1, H2, . . . ,Hk � âñå åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òàêèå ÷òî â
êàæäîé èç íèõ íå ìåíåå òðåõ âåðøèí. Òîãäà ãðàôû H∗1 , H

∗
2 , . . . ,H

∗
k ñâÿçíû, íå

ïóñòû è G∗ =
⋃k

i=1H
∗
i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = 〈B;D〉 � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ãðàôà G.

Åñëè |B| 6 2, òî âñå âåðøèíû èç B èìåþò ñòåïåíü íå âûøå îäíîãî, à çíà÷èò
ãðàô H∗ ïóñòîé.

Ïóñòü |B| = m > 3. Â ýòîì ñëó÷àå |D| > m−1 â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàôà H. Ïî
ëåììå î ðóêîïîæàòèÿõ ïðè m > 3 èìååì 2|D| > 2m− 2 > m = |B|. Ýòî çíà÷èò,
÷òî â H åñòü âåðøèíû ñòåïåíè íå ìåíüøå äâóõ, çíà÷èò ãðàô H∗ íå ïóñò.
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Òàê êàê âíóòðåííîñòü ëþáîãî ãðàôà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî ãðàôà óäàëå-
íèåì âåðøèí ñòåïåíè íå áîëüøå ÷åì 1, à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ìíîæåñòâà
B â ãðàôàõ G è H îäíà è òà æå, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû b ∈ B
âûïîëíåíî b ∈ B∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b ∈ A∗. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G, ñîäåðæàùåé íå ìåíåå òðåõ âåðøèí,

ïîëó÷àåì, ÷òî A∗ =
⋃k

i=1B
∗
i , ãäå Bi = A(Hi) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ëþáîå ðåáðî èç ëþáîãî èç ãðàôîâ H∗i ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðàôà G∗.
Äîêàæåì, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ðåáåð â ãðàôå G∗ íåò. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ðåáðî {b1, b2} ∈ E∗, íå ëåæàùåå íè â îäíîì èç ãðàôîâ
H∗i , òî åñòü åñëè b1 ∈ B∗s è b2 ∈ B∗t , òî s 6= t. Íî â ýòîì ñëó÷àå b1 ∈ Bs, b2 ∈ Bt,
à çíà÷èò ðåáðî {b1, b2} ñîåäèíÿåò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Hs è Ht â ãðàôå G,
ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ãðàôû H∗1 , H
∗
2 , . . . ,H

∗
k ñâÿçíû. Ïóñòü ýòî íå òàê. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîäãðàô H∗i . Åñëè îí íå ñâÿçåí, òî íàéäóòñÿ äâå âåðøè-
íû b, c ∈ A(H∗i ), òàêèå ÷òî â ãðàôå H∗i íå ñóùåñòâóåò ìàðøðóòà èç b â c, îäíàêî,
òàê êàê ãðàô Hi ñâÿçåí, â íåì òàêîé ìàðøðóò åñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ìàðø-
ðóò ñîäåðæèò íåêîòîðîå ðåáðî e, ëåæàùåå â ìíîæåñòâå E(Hi)\E(H∗i ), à çíà÷èò
õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ ðåáðà e ëåæèò â ìíîæåñòâå A(Hi)\A(H∗i ). Îáîçíà÷èì
òàêîé êîíåö ðåáðà ÷åðåç d. Â ÷àñòíîñòè ñòåïåíü d â ãðàôå G ðàâíà 1. Îäíàêî,
òàê êàê d 6= b è d 6= c, ýòà âåðøèíà íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ìàðøðóòà, à çíà÷èò åå
ñòåïåíü â ãðàôå G íå ìåíüøå äâóõ, ïðîòèâîðå÷èå. �

Èç ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðàôû H∗1 , H
∗
2 , . . . ,H

∗
k è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ

êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà G∗.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
ïåòåëü, òîãäà (G′)∗ = G∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â ãðàôå G′ íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Â
íåì òàêæå íåò êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñ äâóìÿ âåðøèíàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôàG′ ñîñòîèò èç âåðøèí b1 è b2, ñîåäèíåííûõ ðåáðîì.
Òîãäà îáå ýòè âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 1, à çíà÷èò b1, b2 ∈ A′\A∗. Îäíàêî ýòî
íåâîçìîæíî, òàê êàê ýòî ðåáðî íå âëèÿåò íà ñòåïåíè âåðøèí ìíîæåñòâà A∗, è
ïîýòîìó ìîæåò áûòü óäàëåíî âìåñòå ñî ñâîèìè êîíöàìè, ïðè ýòîì â ïîëó÷åííîì
ãðàôå âñå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà A∗ áóäóò èìåòü ñòåïåíü íå ìåíåå äâóõ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ãðàôà G′.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî â ãðàôå G′ ñòåïåíü, ðàâíóþ 1, èìåþò òîëüêî âåðøè-
íû èç A′\A∗, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî, ñîåäèíåíà ñ
âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà A∗, ñëåäîâàòåëüíî (G′)∗ = G∗. �

Ëåììà 3.5. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç

ïåòåëü, òîãäà G′ '
⋃k

i=1H
′
i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåìì 3.3 è 3.4 ñëåäóåò, ÷òî G∗ = (G′)∗ =
⋃k

i=1H
∗
i . Ïî

îïðåäåëåíèþ, ãðàô H ′i � ýòî ìèíèìàëüíûé ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà H∗i
äîáàâëåíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, ñòåïåíü êîòîðûõ ðàâíà 1 â ãðàôå
Hi, à òàêæå ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ êàæäóþ äîáàâëåííóþ âåðøèíó ñ âåðøèíîé
ìíîæåñòâà A(H∗i ), òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà A(H∗i ) èìå-
þò ñòåïåíü íå ìåíüøå 2 â ãðàôå H ′i. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 3.3, âñå ìíîæåñòâà
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A(H∗i )∩A(H∗j ) ïóñòû ïðè i 6= j, à èç ïîñòðîåíèÿ ãðàôîâ H ′i ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâà A(H ′i)\A(H∗i ) è A(H ′j)\A(H∗j ) íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè ëþáûõ i 6= j. Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ãðàôå
⋃k

i=1H
′
i ñòåïåíü, ðàâíóþ 1 â ýòîì ãðàôå, èìåþò âñå âåðøèíû

èç ìíîæåñòâà A′\A∗ =
⋃k

i=1A(H ′i)\A(H∗i ) è òîëüêî îíè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàô
⋃k

i=1H
′
i è áóäåò ìèíèìàëüíûì ïîäãðàôîì ãðàôà

G, òàêèì ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà A∗ èìååò â ýòîì ïîäãðàôå ñòåïåíü

íå ìåíüøå 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàô
⋃k

i=1H
′
i íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì,

óäîâëåòâîðÿþùèì óêàçàííîìó ñâîéñòâó, òî èç íåãî ìîæíî óäàëèòü íåêîòîðîå
ðåáðî e, íå ëåæàùåå â E∗. Ïóñòü ýòî ðåáðî ëåæèò â ìíîæåñòâå E(H ′i)\E(H∗i ), òî-
ãäà, óäàëèâ ýòî ðåáðî è èíöèäåíòíóþ åìó âåðøèíó èç ìíîæåñòâà A(H ′i)\A(H∗i ),
ïîëó÷èì ãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíü íåêîòîðîé âåðøèíû ìíîæåñòâà A(H∗i ) ⊆ A∗

ðàâíà 1, à çíà÷èò ñòåïåíü ýòîé æå âåðøèíû ðàâíà 1 è â G′. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó. �

Ëåììà 3.6. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà áåç ïåòåëü G
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ó ãðàôîâ G∗ è G′ îäèíàêîâî è ðàâíî êîëè-
÷åñòâó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G, èìåþùèõ íå ìåíåå òðåõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H1 = 〈B1;D1〉, H2 = 〈B2;D2〉, . . . ,Hk = 〈Bk;Dk〉 �
âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G, òàêèå ÷òî â êàæäîé èç íèõ íå ìåíåå òðåõ

âåðøèí. Èç ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî G∗ =
⋃k

i=1H
∗
i , ãäå H

∗
1 , H

∗
2 , . . . ,H

∗
k � êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G∗.
Äëÿ ãðàôà G′ èç ëåìì 3.3 è 3.4 ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

ãðàôà (G′)∗ = G∗ ðàâíî êîëè÷åñòâó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G′, òàêèõ ÷òî
â êàæäîé èç íèõ íå ìåíåå òðåõ âåðøèí. Îäíàêî, êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, â
ãðàôå G′ âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èìåþò íå ìåíåå òðåõ âåðøèí, îòñþäà è
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Ëåììà 3.7. Ïóñòü G1 = 〈A1;E1〉 è G2 = 〈A2;E2〉 � äâà êîíå÷íûõ íåîðèåí-
òèðîâàííûõ ãðàôîâ áåç ïåòåëü. Òîãäà G∗1 ' G∗2 òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà
G′1 ' G′2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ãðàôû G∗1 è G

∗
2 ñâÿçíû. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü G∗1 è G
∗
2 ñîñòîÿò èç îäíîé èçîëèðîâàííîé âåðøèíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

â êàæäîì èç ãðàôîâ G1 è G2 åñòü ðîâíî îäíà âåðøèíà ñòåïåíè áîëüøå 1 òî åñòü
G1 è G2 � çâåçäû. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî G′1 è G′2 � ëèíåéíûå ãðàôû ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè, òî åñòü ãðàôû ñ äâóìÿ ðåáðàìè, ñîåäèíÿþùèìè îäíó èç âåðøèí ñ
äâóìÿ äðóãèìè.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôàõ G∗1 è G∗2 áîëåå îäíîé âåðøèíû. Â ñèëó ëåì-
ìû 3.3 ýòè ãðàôû ñâÿçíû, à çíà÷èò ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ýòèõ ãðàôîâ íå
ìåíåå 1. Òîãäà ãðàô G′1 ïîëó÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ãðàôà G

∗
1 äîáàâëåíèåì ê

êàæäîé âèñÿ÷åé âåðøèíå ýòîãî ãðàôà îäíîãî èç ðåáåð ãðàôà G1, ñîåäèíÿþùå-
ãî ýòó âåðøèíó ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà A\A∗1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ïîëó÷àåòñÿ ãðàô G′2 èç ãðàôà G

∗
2.

Ïóñòü ϕ : A∗1 → A∗2 � îòîáðàæåíèå âåðøèí, çàäàþùåå èçîìîðôèçì ãðàôîâ
G∗1 è G

∗
2. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ψ : A′1 → A′2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè b ∈ A∗1,

òî ïîëîæèì ψ(b) = ϕ(b). Ïóñòü òåïåðü b ∈ A′1\A∗1. Òîãäà â ãðàôå G′1 âåðøèíà
b ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé c ∈ A∗1, ñòåïåíü êîòîðîé â ãðàôå G∗1 ðàâíà
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1. Òîãäà ñòåïåíü âåðøèíû ϕ(c) â ãðàôå G∗2 òàêæå ðàâíà åäèíèöå, à çíà÷èò â
ãðàôå G′2 åñòü åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà d ∈ A′2\A∗2, ñîåäèíåííàÿ ñ ϕ(c) ðåáðîì.
Ïîëîæèì ψ(b) = d. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ çàäàåò èçîìîðôèçì
ãðàôîâ G′1 è G

′
2.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû b è c ãðàôà G′1. Åñëè b, c ∈ A∗1, òî ψ(b) è
ψ(c) ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå G′2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b è c ñîåäèíåíû
ðåáðîì â ãðàôå G′1, òàê êàê ψ äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå A∗1 òàê æå, êàê è ϕ, à ϕ
îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì ãðàôîâ G∗1 è G

∗
2.

Ïóñòü b, c ∈ A′1\A∗1. Êàê áûëî ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.4, b è c
íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ψ ñëåäóåò, ÷òî ψ(b), ψ(c) ∈
A′2\A∗2, à çíà÷èò ψ(b) è ψ(c) òàêæå íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Íàêîíåö, åñëè b ∈ A′1\A∗1, òî äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû åñòü ëèøü îäíà
âåðøèíà c ∈ A∗1, òàêàÿ ÷òî b è c ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå G′1. Ïðè ýòîì ïî
ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ ψ âåðøèíà ψ(b) ñîåäèíåíà ñ ψ(c) ðåáðîì â ãðàôå G′2
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíà b ñîåäèíåíà ñ âåðøèíîé c ðåáðîì â
ãðàôå G′1.

Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàôû G∗1 è G∗2 íå ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè, â ñèëó ëåììû 3.3

èìååì G∗1 =
⋃k

i=1H
∗
1i, ãäå Hi1 � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G, èìåþùèå íå

ìåíåå òðåõ âåðøèí. Òàê êàê G∗1 ' G∗2, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî G∗2 =
⋃k

i=1H
∗
2i, ïðè÷åì H∗1i ' H∗2i äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , k}. Òîãäà èç

äîêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì H ′1i ' H ′2i äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , k}, è äîêàçàòåëü-
ñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëåììû 3.5. �

4. Îïðåäåëÿþùèå ãðàôû
áåç îäíî- è äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

Äëÿ íà÷àëà èññëåäóåì âîïðîñû óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíûõ àëãåáð Ëè â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà â îïðåäåëÿþùåì ãðàôå
àëãåáðû íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ðåáåð, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí ñ
äðóãèìè ðåáðàìè. Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè îïðåäåëÿþùèõ ãðàôîâ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáð Ëè èìåþò ìèíèìóì òðè
âåðøèíû.

Ïóñòü G = 〈A;E〉 � ïðîèçâîëüíûé ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ,
A = {a1, a2, . . . , an} �ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, è ïóñòü A∗ = {at1 , at2 , . . . atk}.
Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåíèå

Φ(G) = ∃x1, . . . , xk,y1, . . . , yk, z1, . . . , zk
Ψ(G;x1, . . . , xk, y1, . . . , yk, z1, . . . , zk),

(2)

ãäå

Ψ(G;x1, . . . ,xk, y1, . . . , yk, z1, . . . , zk) =

k∧
i=1

xi 6= 0 ∧
∧

ati

G↔atj

[xi, xj ] = 0 ∧

∧
∧

ati

G=atj

[xi, xj ] 6= 0 ∧
k∧

i=1

[yi, zi] 6= 0 ∧
k∧

i=1

[xi, yi] = 0 ∧
k∧

i=1

[xi, zi] = 0 ∧

∧
∧

(i,j):ati

G↔atj

([xi, yj ] 6= 0 ∨ [xi, zj ] 6= 0).
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � ãðàô áåç ïåòåëü, áåç òðåóãîëüíèêîâ è êâàä-
ðàòîâ è H = 〈B;D〉 � ïîäãðàô ãðàôà G, òàêîé ÷òî B∗ 6= ∅. Òîãäà â àëãåáðå
Ëè L(A;G) èñòèííî ïðåäëîæåíèå Φ(H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = {b1, b2, . . . bm} � ìíîæåñòâî âåðøèí ïîäãðàôà H
è B∗ = {bs1 , bs2 , . . . , bsl}. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü òàêèå çíà-
÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zl, äëÿ êîòîðûõ áóäåò èñòèííîé
ôîðìóëà Ψ(H;x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z1, . . . , zl).

Ïîëîæèì xi = bsi äëÿ i = 1, 2, . . . l. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî [bsi , bsj ] = 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà bsi
H↔ bsj .

Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà B∗ ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíè âåðøèí ýòîãî
ìíîæåñòâà â ãðàôå H íå ìåíüøå äâóõ. Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , l îáîçíà÷èì
÷åðåç ci,1 è ci,2 äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ bsi â ãðàôå H è ïîëîæèì
yi = ci,1 è zi = ci,2. Òîãäà [bsi , ci,1] = [bsi , ci,2] = 0 â àëãåáðå L(A;G).

Îòìåòèì, ÷òî ci,1
G= ci,2, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñòü 3-öèêë

(bsi , ci,1, ci,2) â ãðàôå G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî,
[ci,1, ci,2] 6= 0 â àëãåáðå L(A;G).

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî [bsi , cj,1] = 0 äëÿ íåêîòîðûõ i è j, òàêèõ ÷òî

bsi
H↔ bsj . Åñëè bsi 6= cj,1, òî (bsi , bsj , cj,1) �öèêë äëèíû 3 â ãðàôå H. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, bsi = cj,1. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå bsi 6= cj,2, òàê
êàê cj,1 6= cj,2. Îòñþäà, êàê è ðàíåå, åñëè [bsi , cj,2] = 0, òî (bsi , bsj , cj,2) �öèêë
äëèíû 3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. �

Ëåììà 4.2. Ïóñòü G = 〈A;E〉 è H = 〈B;F 〉 � äâà ãðàôà áåç ïåòåëü, áåç
òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ, ïðè÷åì |A∗| = k, è ïóñòü L(B;H) � ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Ëè, îïðåäåëåííàÿ ãðàôîì H. Åñëè â L(B;H) èñòèííà
ôîðìóëà Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk), òî |supp(fi)| = 1 äëÿ âñåõ i ∈
{1, 2, . . . , k}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìóëà Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk) èñòèííà
â àëãåáðå L(B;H) è |supp(fi)| > 2 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Òàê êàê H � ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ, òàêèì æå áóäåò è åãî ïîä-
ãðàô H(supp(fi)). Òîãäà ïî ëåììå 3.2 ãðàô H(supp(fi)) èìååò íå áîëåå äâóõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü â ãðàôå H(supp(fi)) äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò,
÷òî ãðàô H(supp(fi)) � çâåçäà. Ñëåäîâàòåëüíî, fi = fi,1 + αb, ãäå b �öåíòð

çâåçäû, fi,1 ∈ L(B;H), òàêîé ÷òî b
H↔ supp(fi,1), è α ∈ R\{0}.

Èç òåîðåìû 2.10 ñëåäóåò, ÷òî gi = gi,1 + βb + gi,2, ãäå β ∈ R, gi,1 v fi,1

èëè gi,1 = 0, à òàêæå supp(fi,1)
H↔ supp(gi,2) è b

H↔ supp(gi,2) èëè gi,2 = 0,
ïðè÷åì gi,2 6= 0 òîëüêî åñëè gi,1 = 0 èëè β = 0. Äîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé gi,2 6= 0

íåâîçìîæåí. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô H(supp(fi)∪ supp(gi)) =
H(supp(fi,1)∪{b}∪supp(gi,2)). Êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâ gi,2 è b, ïîëó÷åííûé ãðàô
òðåõñâÿçíûé, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ëåììû 3.2. Òàêèì îáðàçîì, gi = gi,1 + βb
ãäå β ∈ R, gi,1 v fi,1 èëè gi,1 = 0

Àíàëîãè÷íî, hi = hi,1 + γb, ãäå γ ∈ R, hi,1 v fi,1 èëè hi,1 = 0.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

(3) [gi, hi] = [gi,1 + βb, hi,1 + γb] = [gi,1, hi,1] + γ[gi,1, b] + β[b, hi,1] = 0
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè gi,1 6= 0 è hi,1 6= 0, òî ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íó-
ëþ, òàê êàê gi,1 v fi,1 è hi,1 v fi,1, à çíà÷èò è gi,1 v hi,1. Âòîðîå ïðîèçâå-

äåíèå ðàâíî íóëþ, ïîòîìó ÷òî åñëè gi,1 6= 0, òî b
H↔ supp(fi,1) = supp(gi,1).

Äëÿ òðåòüåãî ïðîèçâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà
Ψ(G; f1, . . . , fl, g1, . . . , gl, h1, . . . , hl) ëîæíà, à çíà÷èò äàííûé ñëó÷àé íåâîçìî-
æåí.
2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãðàô H(supp(fi)) ñâÿçåí. Åñëè |supp(fi)| > 2,
òî èç òåîðåìû 2.10 è ëåììû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî gi v fi èëè gi = gi,1 + βb,
ãäå gi,1 = 0 èëè gi,1 v fi, β ∈ R\{0} è b ∈ B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

b
H↔ supp(fi). Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé gi = 0 íåâîçìîæåí, òàê êàê èç ôîðìóëû

Ψ(G; f1, . . . , fl, g1, . . . , gl, h1, . . . , hl) ñëåäóåò [gi, hi] 6= 0. Àíàëîãè÷íî, hi v fi èëè

hi = hi,1 + γc, ãäå hi,1 v fi, γ ∈ R\{0} è äëÿ c ∈ B âûïîëíåíî c
H↔ supp(fi).

Åñëè b 6= c (è β, γ ∈ R\{0}), òî ãðàôH(supp(fi)∪{b, c}) ëèáî òðåõñâÿçåí, åñëè
b

H↔ c; ëèáî äâóõñâÿçåí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íî òîãäà îáå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ñîäåðæàò áîëåå îäíîé âåðøèíû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ
ëåììîé 3.2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî b = c. Òîãäà ñëó÷àè gi v fi è gi = gi,1 + βb
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîâìåñòíî, ïîëàãàÿ â ïåðâîì ñëó÷àå, ÷òî gi = gi,1 + 0b.
Àíàëîãè÷íî äëÿ hi. Ïîëó÷àåì

[gi, hi] = [gi,1 + βb, hi,1 + γb] = [gi,1, hi,1] + β[b, hi,1] + γ[gi,1, b] = 0,

÷òî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (3). Ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ôîðìóëîé
Ψ(G; f1, . . . , fl, g1, . . . , gl, h1, . . . , hl). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé |supp(fi)| > 2 íåâîç-
ìîæåí, èç ôîðìóëû Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk) î÷åâèäíî òàêæå ñëåäó-
åò, ÷òî supp(fi) 6= ∅ è ëåììà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì àëãåáðó L(A;G), ãäå G � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A áåç
òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ è áåç îäíî- è äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ b, c ∈ A è r ∈ N\{0} áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

[b ◦ (c)r] = [[. . . [b, c], . . . , c], c]︸ ︷︷ ︸
r ðàç

.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû [17], îäíàêî äëÿ ïîëíîòû ðàññóæäå-
íèÿ ïðèâåäåì èõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Â
G åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíüøå òðåõ, ñìåæíàÿ ñ õîòÿ áû îäíîé
âèñÿ÷åé âåðøèíîé. Îáîçíà÷èì ýòó âåðøèíó ÷åðåç an−2, ñìåæíóþ ñ íåé âèñÿ-
÷óþ âåðøèíó � ÷åðåç an−1, äâå äðóãèå ñìåæíûå ñ an−2 âåðøèíû � ÷åðåç an è
a1, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå îáîçíà÷èì a2, . . . , an−3.

Îïðåäåëèì ãðàô G̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(4) Ã = A\{an−1}, G̃ = G(Ã).

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç (∗) îáîçíà÷àåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, èíäóöè-
ðîâàííûé íà ìíîæåñòâå A? óïîðÿäî÷åíèåì íà ïîðîæäàþùèõ a1 < a2 < · · · <
an.
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Äëÿ ëþáîãî r ∈ N\{0} îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕr : A→ L(Ã; G̃) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(5) ϕr(ai) =

{
ai, åñëè i 6= n− 1,

[an ◦ (a1)r], åñëè i = n− 1.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìî-

ìîðôèçìà àëãåáðû L(A;G) íà àëãåáðó L(Ã; G̃). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî òîëüêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ϕr ñîõðàíÿåò ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû L(A;G). Ïóñòü [ai, aj ] = 0
â àëãåáðå L(A;G). Åñëè i 6= n− 1 è j 6= n− 1, òî ϕr([ai, aj ]) = [ai, aj ]. Ïðè ýòîì

ai
G̃↔ aj , òàê êàê ai

G↔ aj . Ñëåäîâàòåëüíî, [ai, aj ] = 0 â àëãåáðå L(Ã; G̃). Åñëè æå
i = n− 1 (ñëó÷àé, êîãäà j = n− 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî), òî j = n− 2.

Ïîëó÷àåì ϕr([an−1, an−2]) = [[an ◦ (a1)r], an−2] = 0, òàê êàê an−2
G̃↔ {a1, an}.

Èòàê, îòîáðàæåíèå ϕr åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà.
Ýòîò ãîìîìîðôèçì ìû òàêæå îáîçíà÷èì ϕr.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü G � ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ, áåç îäíî- è
äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, A = {a1, a2, . . . , an} � ìíîæåñòâî âåð-

øèí ýòîãî ãðàôà, ïðè÷åì an−2
G↔ {a1, an−1, an}, è âåðøèíà an−1 � âèñÿ÷àÿ.

Ïóñòü òàêæå [u] � áàçèñíûé ìîíîì àëãåáðû L(A;G) îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî-
÷åíèÿ (∗). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå r0, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëü-
íîãî r > r0 ïðè ïîäñòàíîâêå [an ◦ (a1)r] âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ an−1
ïîëó÷àåòñÿ áàçèñíûé ìîíîì àëãåáðû L(Ã; G̃).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå àññîöèàòèâíûõ ìîíîìîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç
[u](r) ëèåâ ìîíîì, ïîëó÷åííûé ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè [an◦(a1)r] âìåñòî êàæ-
äîãî âõîæäåíèÿ an−1.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè [u] ∈ LS(A), òî [u](r) ∈ LS(Ã) äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ r.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ r0 > 0, åñëè [u] ∈ A. Ïóñòü
[u] ∈ LS(A), òàêîé ÷òî [u] 6∈ A. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèé 2.5 è 2.6 äëÿ ëþ-
áîãî ïðåäñòàâëåíèÿ u = vw âûïîëíåíî u > wv. Ïî ëåììå 2.11, äëÿ êàæäîãî
òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò r(v, w), òàêîå ÷òî u(r) > w(r)v(r) äëÿ âñåõ íà-
òóðàëüíûõ r > r(v, w). Ïóñòü r1 = max({r(v, w)|vw = u}). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî r > r1 èìååì u(r) = u1u2 > u2u1 äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

(6) u(r) = u1u2,

òàêîãî ÷òî u1 = v(r), u2 = w(r) äëÿ íåêîòîðûõ v è w, òàêèõ ÷òî u = vw).
Åñëè â ðàçëîæåíèè (6) u1 6= v(r) è u2 6= w(r) íè äëÿ êàêèõ v è w, òàêèõ ÷òî

u = vw, òî u1 = u3ana
s
1, u2 = ar−s1 u4, ãäå 0 6 s < r. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðè-

âàåìîì ñëó÷àå â çàïèñü u âõîäèò an−1, à òàê êàê [u] ∈ LS(A), ïîëó÷àåì, ÷òî u
íà÷èíàåòñÿ ñ an−1 èëè ñ an, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u(r) íà÷èíàåòñÿ ñ an. Ïîýòîìó

u1u2 > u2u1, à çíà÷èò u(r) ∈ LSA(Ã).
Ïóñòü [u] ∈ LS(A) � ñëîâî Ëèíäîíà � Øèðøîâà. Åñëè [u] = [[v], [w]], òî, â

÷àñòíîñòè, [v], [w] ∈ LS(A). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè [v](r), [w](r) ∈ LS(Ã)
äëÿ íàòóðàëüíûõ r, á�îëüøèõ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r2. Èç ëåììû 2.11 ñó-
ùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî r3, òàêîå ÷òî v(r) > w(r) äëÿ ëþáîãî r > r3.
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Åñëè [u] = [[v1, v2], [w]] ãäå w > v2, òî ñíîâà èç ëåììû 2.11 ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r4, òàêîãî ÷òî w(r) > v2(r) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
r > r4.

Ïóñòü, r0 = max(r1, r2, r3, r4). Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî [u](r) ∈ LS(Ã) äëÿ
ëþáîãî r > r0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî [u] ∈ PCLS(A). Åñëè [u] ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþ-
ùèì, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r > 0. Ïóñòü
[u] = [[v], [w]], ïðè÷åì [v], [w] ∈ PCLS(A). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî [v](r), [w](r) ∈ PCLS(Ã) äëÿ ëþáîãî r > r0. Îñòàëîñü äîêàçàòü,
÷òî ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà [w](r) íå ñìåæíà â ãðàôå G õîòÿ áû ñ îäíîé áóêâîé
ñëîâà [v](r).

Åñëè â çàïèñè [u] íåò an−1, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Åñëè ïåðâûå áóêâû [v] è [w] ëåæàò â ìíîæåñòâå {an−1, an}, òî ìîíîìû [v](r)

è [w](r) íà÷èíàþòñÿ ñ an, à çíà÷èò ïåðâûå áóêâû ýòèõ ýëåìåíòîâ íå ÿâëÿþòñÿ
ñìåæíûìè â ãðàôå G.

Ïóñòü an−1 âõîäèò â çàïèñü [v], à [w] íà÷èíàåòñÿ ñ ai, ãäå i 6= n−1, n, ïðè÷åì
ai íå ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé aj ∈ supp([v])\{an−1}. Òîãäà aj âõîäèò â
çàïèñü [v](r), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùèé, âõîäÿùèé â çàïèñü
[v](r), íå ñìåæíûé ñ ai.

Íàêîíåö, ïóñòü an−1 âõîäèò â çàïèñü [v] è ai
G= an−1. Â ýòîì ñëó÷àå i 6= n−2

è åñëè ai
G↔ supp([v](r)), òî â ÷àñòíîñòè ai ñìåæíà ñ an è ñ a1. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ãðàô G ñîäåðæèò öèêë (ai, a1, an−2, an), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî [u](r) ∈ PCLS(Ã) äëÿ r > r0, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü. �

Ëåììà 4.4. Ïóñòü G = 〈A;E〉 è H = 〈B;D〉 � ãðàôû áåç ïåòåëü, áåç òðå-
óãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ. Åñëè L(B;H) |= Φ(G), òî ãðàô G∗ èçîìîðôåí ïîäãðà-
ôó ãðàôà H∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A∗ = {at1 , at1 , . . . , atk}. Èç ëåììû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè
â àëãåáðå L(B;H) âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk),
äëÿ íåêîòîðûõ ëèåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk, òî äëÿ i =
1, 2, . . . , k âûïîëíÿåòñÿ |supp(fi)| = 1. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî i âûïîë-
íåíî fi = αibri äëÿ íåêîòîðûõ ri ∈ {1, 2, . . . , |B|} è αi ∈ R\{0}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî bri 6= brj íè äëÿ êàêèõ i 6= j. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå èç èñòèííîñòè ôîðìóëû Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk) ñëåäó-
åò, ÷òî [fi, gj ] 6= 0. Îäíàêî, òàê êàê fi v fj è [fj , gj ] = [fj , hj ] = 0 (ýòè ðàâåíñòâà
òàêæå ñëåäóþò èç èñòèííîñòè ôîðìóëû Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk)),
ïîëó÷àåì [fi, gj ] = 0 è [fi, hj ] = 0, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåíó-
ìåðîâàâ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, âåðøèíû â ãðàôå H, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
fi = αibti .

Èç èñòèííîñòè ôîðìóëû Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk) ñëåäóåò, ÷òî

ati
G↔ atj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [bti , btj ] = 0, òî åñòü êîãäà bti

G↔ btj .
Òàêèì îáðàçîì, ãðàô H({bt1 , bt2 , . . . , btk}) èçîìîðôåí ãðàôó G∗. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàì îñòàëîñü ëèøü äîêàçàòü, ÷òî {bt1 , bt2 , . . . , btk} ⊆ B∗.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2, . . . , k} âåðøèíà bti âèñÿ÷àÿ â ãðà-
ôå H è ïóñòü bp � ñìåæíàÿ ñ íåé âåðøèíà. Èç èñòèííîñòè ôîðìóëû
Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gk, h1, . . . , hk) ïîëó÷àåì [fi, gi] = [fi, hi] = 0, òî åñòü
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gi è hi ëåæàò â öåíòðàëèçàòîðå ýëåìåíòà bti . Èç òåîðåìû 2.10 ñëåäóåò, ÷òî
gi = β1bti + β2bp, hi = γ1bti + γ2bp, ãäå β1, β2, γ1, γ2 ∈ R. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå

[gi, hi] = [β1bti + β2bp, γ1bti + γ2bp] = (β1γ2 − β2γ1)[bti , bp] = 0

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ôîðìóëîé Ψ(G; f1, . . . , fk, g1, . . . , gn, h1, . . . , hk).
Èòàê, âåðøèíû bti äëÿ i = 1, 2, . . . , k â ãðàôå H íå ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè, à

çíà÷èò ëåæàò â B∗, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �

Ëåììà 4.5. Ïóñòü L(A;G) � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Ëè, òà-
êàÿ ÷òî G � ãðàô áåç ïåòåëü, áåç òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ, â êîòîðîì
ñóùåñòâóåò âåðøèíà a, òàêàÿ ÷òî a ↔ {b, c, d}, ïðè÷åì b � âèñÿ÷àÿ. Åñëè
g ∈ L(A;G)\{0}, òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî r0, òàêîå ÷òî ϕr(g) 6= 0
(ñì. (5)) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî r > r0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåóïîðÿäî÷èì, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, âåðøèíû â ãðàôå A
òàêèì îáðàçîì, ÷òî a = an−2, b = an−1, c = a1, d = an è ðàññìîòðèì óïî-
ðÿäî÷åíèå (∗) íà ìíîæåñòâå A? à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå åìó óïîðÿäî÷åíèå
ìíîæåñòâà LS(A). Ðàñïèøåì f â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ìîíî-
ìîâ îòíîñèòåëüíî ýòîãî óïîðÿäî÷åíèÿ:

f =

N∑
i=1

αi[ui],

ãäå αi ∈ R\{0}, àN ∈ N. Èç ëåììû 4.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî [ui] ñóùåñòâóåò

ri, òàêîé ÷òî ϕr([ui]) ∈ PCLS(Ã) äëÿ âñåõ r > ri. Ïóñòü r0 ðàâíî ìàêñèìàëüíî-
ìó èç çíà÷åíèé ri. Â ñèëó ëåììû 2.11 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
r > r0 âñå ýëåìåíòû ϕr([ui]) ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî èõ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ íå ðàâíà íóëþ, îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó êðèòåðèÿ óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ àëãåáð, îïðåäåëÿþùèå ãðàôû êîòîðûõ íå ñîäåðæàò
òðåóãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ, îäíî- è äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü G = 〈A;E〉 è H = 〈B;D〉 � ãðàôû áåç ïåòåëü, áåç òðå-
óãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ, áåç îäíî- è äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,
òàêèå ÷òî A∗ 6= ∅ è B∗ 6= ∅. Àëãåáðû L(A;G) è L(B;H) óíèâåðñàëüíî ýêâè-
âàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G∗ ' H∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî
|A| > 3 è |B| > 3.

Ïóñòü àëãåáðû L(A;G) è L(B;H) óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû. Äîêàæåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå äåðåâüÿ G∗ è H∗ èçîìîðôíû.

Èç ëåììû 4.1 â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî L(A;G) |= Φ(G). Â ñèëó óíèâåð-
ñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáð L(A;G) è L(B;H) ïîëó÷àåì L(B;H) |= Φ(G).
Òîãäà ïî ëåììå 4.4 ãðàô G∗ èçîìîðôåí íåêîòîðîìó ïîäãðàôó ãðàôà H∗. Îäíà-
êî, ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ(H), ïîëó÷àåì, ÷òî
ãðàô H∗ èçîìîðôåí íåêîòîðîìó ïîäãðàôó ãðàôà G∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôû
G∗ è H∗ èçîìîðôíû.

Îáðàòíî, ïóñòü äåðåâüÿ G∗ è H∗ èçîìîðôíû. Òîãäà ïî ëåììå 3.4 ãðàôû G′

è H ′ òàêæå èçîìîðôíû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â äåðåâå G åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíüøå òðåõ, ñìåæ-

íàÿ õîòÿ áû ñ îäíîé âèñÿ÷åé âåðøèíîé. Ðàññìîòðèì ãðàô G̃ (ñì. (4)).
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Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî óíèâåðñàëüíûå òåîðèè àëãåáð L(A;G) è L(Ã; G̃) ñîâïà-
äàþò. Èç òåîðåìû 2.15 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ñîâïàäåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ
òåîðèé àëãåáð Ëè L1 è L2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäìî-
äåëü àëãåáðû L1 èìååò èçîìîðôíóþ ïîäìîäåëü â àëãåáðå L2 è íàîáîðîò.

Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, òàê êàê L(Ã; G̃) ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåá-

ðîé L(A;G), çíà÷èò ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäìîäåëü {f1, f2 . . . , fs} àëãåáðû L(Ã; G̃)
ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà è êàê êîíå÷íàÿ ïîäìîäåëü àëãåáðû L(A;G).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü Γ = {f1, f2 . . . , fs} � ïðî-
èçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ëè L(A;G). Ðàñ-
øèðèì ýòî ìíîæåñòâî, äîáàâèâ â íåãî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îäíîãî èç ñëåäó-
þùèõ âèäîâ: fi− fj , fi + fj − fk, [fi, fj ]− fk. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî

Γ. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî r, òàêîå ÷òî ÿäðî

ãîìîìîðôèçìà ϕr : L(A;G) → L(Ã; G̃) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Γ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îáðàçû âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Γ áóäóò ðàçëè÷íû
è åñëè fi 6= fj+fk èëè fi 6= [fj , fk], òî îáðàçû fi è fj+fk (ñîîòâåòñòâåííî îáðàçû
fi è [fj , fk]) íå ðàâíû.

Èç ëåììû 4.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà fi ∈ Γ ìîæíî âûáðàòü ri,
òàêîé ÷òî ϕri(fi) 6= 0. Ïóñòü r0 � ìàêñèìàëüíîå èç çíà÷åíèé ri. Òîãäà äëÿ âñåõ
fi ∈ Γ è r > r0 âûïîëíåíî ϕr(fi) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñîâïàäåíèå óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé äëÿ àëãåáð

L(A;G) è L(Ã; G̃).
Ðàññìîòðèì äåðåâüÿ G è H. Óäàëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âèñÿ÷èå âåðøèíû,

ñìåæíûå ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè íå ìåíüøå òðåõ, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî äå-
ðåâüÿ G′ è H ′. Ïðè ýòîì, â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî, àëãåáðû L(A′;G′)
è L(A;G) óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû. Àíàëîãè÷íî, óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíò-
íûìè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû L(B′;H ′) è L(B;H). Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî G∗ '
H∗, ýêâèâàëåíòíî G′ ' H ′ â ñèëó ëåììû 3.4. Çíà÷èò óíèâåðñàëüíûå òåîðèè àë-
ãåáð L(A′;G′) è L(B′;H ′) ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà óíèâåðñàëüíàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü àëãåáð L(A;G) è L(B;H). �

5. Îïðåäåëÿþùèå ãðàôû ñ âîçìîæíûìè äâóõâåðøèííûìè

êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àëãåáð, îïðåäåëÿþùèå ãðàôû êîòîðûõ ìîãóò
èìåòü äâóõâåðøèííûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

X(p;x1, x2, . . . , xk,y1, y2, . . . , yp, z1, z2, . . . , zp) =
∧

1 6 i 6 k
1 6 j 6 p

[[xi, yj ], [xi, zj ]] 6= 0 ∧

∧
p∧

i=1

[yi, zi] = 0 ∧
∧

1 6 i, j 6 p
i 6= j

[[yi, yj ], [yi, zj ]] 6= 0 ∧
∧

1 6 i, j 6 p
i 6= j

[[zi, yj ], [zi, zj ]] 6= 0.

Ëåììà 5.1. Åñëè â ãðàôå G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A íå ìåíåå p äâóõ-
âåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè è |A| > k + 2p, ãäå p > 1 è p +
k > 2, òî â ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå L(A;G) íàéäóòñÿ ýëå-
ìåíòû f1, f2, . . . , fk, g1, g2, . . . , gp, h1, h2, . . . , hp, òàêèå ÷òî èñòèííà ôîðìóëà
X(p; f1, f2, . . . , fk, g1, g2, . . . , gp, h1, h2, . . . , hp).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b1, b2, . . . , bp, c1, c2, . . . , cp âåðøèíû íåêî-
òîðûõ p ðàçëè÷íûõ äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G, ïðè÷åì

bi
G↔ ci äëÿ i = 1, 2, . . . , p, à ÷åðåç d1, d2, . . . , dk � íåêîòîðûå âåðøèíû, îòëè÷-

íûå îò âåðøèí b1, b2, . . . , bp, c1, c2, . . . , cp. Ïóñòü

B = {b1, b2, . . . , bp, c1, c2, . . . , cp, d1, d2, . . . , dk}.
Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà X(p; f1, f2, . . . , fk, g1, g2, . . . , gp, h1, h2, . . . , hp) èñòèííà
äëÿ fi = di ïðè i = 1, 2, . . . , k; gj = bj è hj = cj ïðè j = 1, 2, . . . p.

Òàê êàê bi
G↔ ci, èìååì [bi, ci] = 0 äëÿ i = 1, 2, . . . , p. Äàëåå, [e, bi] 6= 0 è [e, ci] 6=

0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà e ∈ B\{bi, ci}. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2.10 ïîëó÷àåì
[[e, bi], [e, ci]] 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî e ïîî÷åðåäíî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
B\{bi, ci}, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

A(G;x1, . . . , xk, y11, . . . , y1k, y21, . . . , y2k, z1, z2) = ([z1, z2] = 0) ∧

∧
k∧

i=1

[[xi, z1], [xi, z2]] 6= 0 ∧ Ψ(G;x1, . . . , xk, y11, . . . , y1k, y21, . . . , y2k)

Ëåììà 5.2. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � ãðàô è äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåí-
òîâ f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k,g21, . . . , g2k, h1, h2 ∈ L(A;G) èñòèííà ôîðìóëà
A(G; f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k, g21, . . . , g2k, h1, h2). Òîãäà (supp(h1)∪supp(h2))∩A0 =
∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A∗ = {at1 , at1 , . . . , atk}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â àëãåáðå Ëè L(A;G) èñòèííà ôîðìóëà

A(G; f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k, g21, . . . , g2k, h1, h2).

Òîãäà h1 è h2 íå ðàâíû 0. Èç ëåììû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî |supp(fi)| = 1 äëÿ i =
1, 2, . . . , k, ïðè ýòîì â ñèëó ëåììû 4.4 fi 6v fj íè äëÿ êàêèõ i 6= j. Èíûìè
ñëîâàìè, ìîæíî òàê ïåðåíóìåðîâàòü âåðøèíû ìíîæåñòâà A∗, ÷òî fi = αiati
ãäå αi ∈ R\{0}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (supp(h1) ∪ supp(h2)) ∩A0 6= ∅.
Åñëè ãðàô G(supp(h1) ∪ supp(h2)) îäíîñâÿçíûé, òî h1 v h2 â ñèëó òåî-

ðåìû 2.10, îòêóäà [h1, h2] = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñòèííîñòè ôîðìóëû
A(G; f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k, g21, . . . , g2k, h1, h2).

Åñëè ãðàô G(supp(h1) ∪ supp(h2)) äâóõñâÿçíûé, òî ãðàô G(supp(h1) ∪
supp(h2)) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé. Äîêàæåì, ÷òî öåíòð ýòîé çâåçäû (îäèí èç öåí-
òðîâ, åñëè â ãðàôå âñåãî äâå âåðøèíû) ëåæèò â A∗. Äåéñòâèòåëüíî, â ãðàôå
G(supp(h1)∪ supp(h2)) öåíòð ñîåäèíåí ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, à òàê
êàê õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí ýòîãî ãðàôà ëåæèò â A0, îñòàëüíûå âåðøèíû ëå-
æàò â ýòîì æå ìíîæåñòâå. Âñå âåðøèíû ìíîæåñòâà A0\A∗ èìåþò ñòåïåíü îäèí.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â çâåçäå G(supp(h1)∪ supp(h2) õîòÿ áû òðè âåðøèíû,
òî åå öåíòð èìååò ñòåïåíü íå ìåíüøå äâóõ, à çíà÷èò îí ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó A∗. Åñëè æå â ãðàôå G(supp(h1) ∪ supp(h2) äâå âåðøèíû, òî òàê êàê âñå
âåðøèíû ìíîæåñòâà A0\A∗ èìåþò ñòåïåíü 1 è ñîåäèíåíû ñ âåðøèíàìè ìíîæå-
ñòâà A∗, íèêàêèå äâå èç íèõ íå ñìåæíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíà èç äâóõ âåðøèí
ãðàôà G(supp(h1) ∪ supp(h2) ïðèíàäëåæèò A∗.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòð çâåçäû G(supp(h1) ∪ supp(h2), ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé
atc äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ {1, 2, . . . , k}. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2.10 èìåþò ìåñòî
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ïðåäñòàâëåíèÿ h1 = β1atc + h10 è h2 = β2atc + h20, ãäå β1, β2 ∈ R, ãäå õîòÿ áû
îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ β1, β2 îòëè÷åí îò 0, è ëèáî h10 v h20, ëèáî îäèí èç
ýòèõ äâóõ ýëåìåíòîâ ðàâåí 0 â àëãåáðå Ëè L(A;G).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ 1, 2 âûïîëíåíî hs0 6= 0 è β3−s 6= 0.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè β1, β2 6= 0, òî âûáåðåì s òàêèì, ÷òîáû hs0 6= 0. Åñ-
ëè æå îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ β1, β2 ðàâåí 0, òî âîçüìåì s òàêèì, ÷òîáû
β3−s 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå hs0 6= 0, òàê êàê hs 6= 0. Òîãäà äëÿ âûáðàííî-

ãî s ïîëó÷àåì atc
G↔ supp(hs0). Ñëåäîâàòåëüíî, [atc , hs] = [atc , βsatc + hs0] =

β1[atc , atc ] + [atc , hs] = 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ èñòèííîñòüþ ôîðìóëû
A(G; f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k, g21, . . . , g2k, h1, h2), ñîãëàñíî êîòîðîé äîëæíî áûòü
[[fc, h1][fc, h2]] 6= 0, à çíà÷èò è [fc, hs] = αc[atc , hs] 6= 0.

Âñå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè ïðèâåëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåì-
ìó. �

Ïóñòü G = 〈A;E〉 � ãðàô, òàêîé ÷òî |A∗| = k. Ñîïîñòàâèì ýòîìó ãðàôó
ôîðìóëó

Λ(G; p) = ∃x1, . . . , xk,y11, . . . , y1k, y21, . . . , y2k, z11, . . . , z1p, z21, . . . , z2p
Ψ(G;x1, . . . , xk, y11, . . . , y1k, y21, . . . , y2k)∧
∧X(p;x1, . . . , xk, z11, . . . , z1p, z21, . . . , z2p).

Ëåììà 5.3. Ïóñòü G = 〈A;E〉 � ãðàô, p > 1, â ñëó÷àå åñëè ãðàô G∗ íå ïóñò
è p > 2 èíà÷å. Åñëè ïðåäëîæåíèå Λ(G; p) èñòèííî â àëãåáðå L(A;G), òî â G
õîòÿ áû p äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû, òî äëÿ ëþ-
áîãî i = 1, 2, . . . , p ìíîæåñòâî supp(h1i) ∪ supp(h2i) ñîñòîèò èç äâóõ âåðøèí,
ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé è òîé æå äâóõâåðøèííîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà
G.

Ïóñòü A∗ 6= ∅. Òîãäà, èç èñòèííîñòè ôîðìóëû

Ψ(G; f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k, g21, . . . , g2k)∧X(p; f1, . . . , fk, h11, . . . , h1p, h21, . . . , h2p)

äëÿ f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k, g21, . . . , g2k, h11, . . . , h1p, h21, . . . , h2p ∈ L(A;G) ñëåäó-
åò èñòèííîñòü ôîðìóë A(G; f1, . . . , fk, g11, . . . , g1k, g21, . . . , g2k, h1i, h2i) äëÿ ýòèõ
æå ýëåìåíòîâ äëÿ i = 1, 2, . . . , p. Â ñèëó ëåììû 5.2 èìååì

(7)

n⋃
i=1

(supp(h1i) ∪ supp(h2i)) ∩A0 = ∅.

Êðîìå òîãî, h1i 6= 0, h2i 6= 0 è

(8) h1i 6v h2i
íè äëÿ êàêîãî i, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå [fj , h1i] = 0, [fj , h1i] = 0 èëè [fj , h1i] v
[fj , h2i] äëÿ ëþáîãî j = 1, 2, . . . , k, ñëåäîâàòåëüíî [[fj , h1i], [fj , h2i]] = 0, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò èñòèííîñòè ôîðìóëû X(p; f1, . . . , fk, h11, . . . , h1p, h21, . . . , h2p). Îòñþ-
äà, â ÷àñòíîñòè, |supp(h1i) ∪ supp(h2i)| > 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |supp(h1i) ∪ supp(h2i)| < 3. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
|supp(h1i) ∪ supp(h2i)| > 3, òî â ñèëó ëåììû 5.2 è òàê êàê ñòåïåíè âñåõ âåð-
øèí ìíîæåñòâà A\A0 íå ïðåâîñõîäÿò 1, ãðàô G(supp(h1i)∪supp(h2i)) íå ìîæåò
áûòü çâåçäîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G(supp(h1i) ∪ supp(h2i)) îäíîñâÿçíûé, íî
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â ýòîì ñëó÷àå èç èñòèííîñòè ôîðìóëû X(p; f1, . . . , fk, h11, . . . , h1p, h21, . . . , h2p)
ñëåäóåò h1i v h2i. ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (8).

Òàêèì îáðàçîì, |supp(h1i) ∪ supp(h2i)| = 2, ïðè÷åì â ñèëó (8) îáà ýëåìåí-
òà ìíîæåñòâà supp(h1i) ∪ supp(h2i) ëåæàò â îäíîé äâóõâåðøèííîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

Ïóñòü òåïåðü A∗ = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå |A| = 2p > 4 è ôîðìóëà Λ(G; p) ïðèíè-
ìàåò âèä

Λ(G; p) = ∃z11, z12, . . . , z1p, z21, z22, . . . , z2p X0(p; z11, z12, . . . , z1p, z21, z22, . . . , z2p),

ãäå

X0(p; z11, z12, . . . , z1p, z21, z22, . . . , z2p) =

=

p∧
i=1

[z1i, z2i] = 0 ∧
∧

1 6 i, j 6 p
i 6= j

[[z1i, z1j ], [z1i, z2j ]] 6= 0 ∧
∧

1 6 i, j 6 p
i 6= j

[[z2i, z1j ], [z2i, z2j ]] 6= 0.

Ïóñòü ôîðìóëà X0(p;h11, h12, . . . , g1p, h21, h22, . . . , h2p) èñòèííà äëÿ íåêîòîðûõ
ýëåìåíòîâ h11, h12, . . . , g1p, h21, h22, . . . , h2p ∈ L(A;G).

Èç ôîðìóëû X0(p;h11, h12, . . . , g1p, h21, h22, . . . , h2p) ñëåäóåò, ÷òî [h1j , h2j ] =

0. Åñëè |supp(h1j) ∪ supp(h2j)| > 3, òî ãðàô G(supp(h1j) ∪ supp(h2j)) îäíî-
ñâÿçíûé, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ñèëó ëåììû 3.2 ãðàô G(supp(h1j) ∪
supp(h2j)) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé, à çíà÷èò â íåì åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå ìåíü-
øåé, ÷åì 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîåíèþ ãðàôà G. Èç îäíîñâÿçíîñòè ãðà-
ôà G(supp(h1j) ∪ supp(h2j)) â ñèëó òåîðåìû 2.10 õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåí-
òîâ h1j è h2j ðàâåí 0 â àëãåáðå L(A;G) èëè h1j v h2j . Ñîîòâåòñòâåííî,
ëèáî êàêèå-òî èç ïðîèçâåäåíèé [h1i, h1j ], [h1i, h2j ], [h2i, h1j ], [h2i, h2j ] ðàâíû
íóëþ, ëèáî [h1i, h1j ] v [h1i, h2j ] è [h2i, h1j ] v [h2i, h2j ]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
[[h1i, h1j ], [h1i, h2j ]] = [[h2i, h1j ], [h2i, h2j ]] = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñòèííîñòè
ôîðìóëû X0(p;h11, h12, . . . , h1p, h21, h22, . . . , h2p). Ñëåäîâàòåëüíî, |supp(h1j) ∪
supp(h2j)| 6 2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà j ïîëó÷àåì |supp(h1j)| 6 2 è
|supp(h2j)| 6 2 äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , p.

Åñëè |supp(h1j)∪ supp(h2j)| = 2 è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà supp(h1j)∪ supp(h2j)

íå ñìåæíû â ãðàôå G èëè |supp(h1j) ∪ supp(h2j)| = 1, òî ãðàô G(supp(h1j) ∪
supp(h2j)) îäíîñâÿçíûé è ñíîâà èç òåîðåìû 2.10 ëèáî îäèí èç ýëåìåíòîâ h1j
è h2j ðàâåí 0 â àëãåáðå L(A;G), ëèáî h1j v h2j . Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì â ñëó÷àå |supp(h1j)∪supp(h2j)| > 3. Ñíîâà ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ èñòèííîñòüþ ôîðìóëû X0(p;h11, h12, . . . , h1p, h21, h22, . . . , h2p).

Òàêèì îáðàçîì, |supp(h1j)∪supp(h2j)| = 2 è âåðøèíû ìíîæåñòâà supp(h1j)∪
supp(h2j) ñìåæíû â ãðàôå G. Ïóñòü supp(h1j) ∪ supp(h2j) = {bj1, bj2}. Òî-
ãäà h1j = αj1bj1 + αj2bj2, h2j = βj1bj1 + βj2bj2, ãäå αj1, αj2, βj1, βj2 ∈ R,
ïðè÷åì èç èñòèííîñòè ôîðìóëû X0(p;h11, h12, . . . , h1p, h21, h22, . . . , h2p) ñëåäó-
åò [[h1i, h1j ], [h1i, h2j ]] 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî h1j 6= 0, h2j 6= 0 è h1j 6v h2j , îòêóäà
ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì αj1βj2 − αj2βj1 6= 0.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî åñëè i 6= j, òî bir 6= bjq äëÿ r, q ∈ {1, 2}. Äåéñòâè-
òåëüíî, èç [[h1i, h1j ], [h1i, h2j ]] 6= 0 ñëåäóåò [h1i, h1j ] 6= 0. Ïîëó÷àåì

[αi1bi1 + αi2bi2, αj1bj1 + αj2bj2] =

= αi1αj1[bi1, bj1] + αi1αj2[bi1, bj2] + αi2αj1[bi2, bj1] + αi2αj2[bi2, bj2],
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ñëåäîâàòåëüíî, [bir, bjq] 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ r, q ∈ {1, 2}. Èç ñòðîåíèÿ ãðàôà
G ñëåäóåò, ÷òî ïàðû âåðøèí bi1, bi2 è bj1, bj2 îáðàçóþò ðàçíûå äâóõâåðøèí-
íûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Òàê êàê ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñÿò îò
çíà÷åíèé i è j, êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ h1j , h2j ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ãðàôà G, à çíà÷èò òàêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôå G íå ìåíüøå
p. �

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ àëãåáð Ëè ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü G = 〈A;E〉 è H = 〈B;F 〉 � êîíå÷íûå ãðàôû áåç òðå-
óãîëüíèêîâ è êâàäðàòîâ è áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. ×àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíûå àëãåáðû Ëè L(A;G) è L(B;H) óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôû G∗ è H∗ èçîìîðôíû, à êîëè÷åñòâî äâóõâåðøèííûõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â ãðàôàõ G è H îäèíàêîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãåáðû L(A;G) è L(B;H) óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíò-
íû.

Åñëè A∗ 6= ∅ è B∗ 6= ∅, òî êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.6, â ñèëó ëåì-
ìû 4.1 L(A;G) |= Φ(G). Òàê êàê àëãåáðû L(A;G) è L(B;H) óíèâåðñàëüíî
ýêâèâàëåíòíû, L(B;H) |= Φ(G). Òîãäà ïî ëåììå 4.4 ãðàô G∗ èçîìîðôåí íåêî-
òîðîìó ïîäãðàôó ãðàôà H∗ � íåêîòîðîìó ïîäãðàôó ãðàôà G∗. Ñëåäîâàòåëüíî,
ãðàôû G∗ è H∗ èçîìîðôíû.

Ïóñòü îäíî èç ìíîæåñòâ A∗ èëè B∗ ïóñòî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî B∗ = ∅. Îïÿòü ïî ëåììå 4.1 L(A;G) |= Φ(G). Ñëåäîâàòåëüíî,
L(B;H) |= Φ(G), íî òîãäà G∗ èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â H∗. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì èç óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáð L(A;G) è L(B;H)
ñëåäóåò, ÷òî G∗ ' H∗. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Ψ(G;x1, . . . , xk, y1, . . . , yk, z1, . . . , zk) = Ψ(H;x1, . . . , xk, y1, . . . , yk, z1, . . . , zk).

Ïóñòü â ãðàôàõ G è H ñîîòâåòñòâåííî p1 è p2 äâóõâåðøèííûõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Ïóñòü p1 > p2. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ëåìì 4.1 è 5.1, â àëãåáðå Ëè
L(A;G) èñòèííî ïðåäëîæåíèå Λ(G; p1). Òîãäà â ñèëó óíèâåðñàëüíîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáð Ëè ýòî ïðåäëîæåíèå èñòèííî òàêæå è â
àëãåáðå Ëè L(B;H). Â ñèëó ëåììû 5.3 â ãðàôå H íå ìåíåå p1 äâóõâåðøèííûõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Äîêàçàòåëü-
ñòâî íåâîçìîæíîñòè ñëó÷àÿ p2 > p1 àíàëîãè÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, p1 = p2.

Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.6. �
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