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Сосуд  с жидкостью окружен диэлектриком или вакуумом, занимающим ограниченную область , внешняя граница которой  является идеальным проводником. Магнитная проницаемость жидкости , диэлектрика- . 
Требуется определить , ,  и  из системы
           (1)
                                                    (2)
                                     (3)
                                            (4)
в области , а из следующей системы уравнений:
,                                       (5)
,                                 (6)
в области  и следующих краевых условий:
, ,                             (7)
, ,                         (8)
на поверхности ,  а поверхности : 
,  ,                                      (9)
а также начальных условиях:
,                        (10)
в области . 
	В задаче (1)-(10) вектор  можно из уравнений (3)-(6) и краевых условий исключить и определить ,  и  из системы
        (11)
,                                    (12)
                      (13)
в области , а в области  
,   ,                                (14)
а это значить что в :  и  .
В силу известной леммы Соболева-Вейля [1]; здесь  – бесконечно дифференцируема внутри  и следовательно,  имеет внутри   производные всех порядков ( относительно оценки вектора  (см.ниже).        Поэтому,  в дальнейшем, в основном, мы будем рассматривать в области . После этого вектор  можно определить следующим образом в области .
                               (15) 
после определения векторов ,  из задачи (11)-(13)   и (1), (7)-(8) а в области  –из следующей задачей (после нахождения    в области : 
 , ,                                    (16)
, .                    (17)
Замечание 1. В этой постановке задачи область  считается ограниченной; точно также исследуется случай, когда , т.е. область -неограниченная. В этом случае краевые условия на  заменяются условиями на бесконечности, т.е. требуется, чтобы 
,   при .                       (18)
Задача (1)-(10) впервые была поставлена и исследована в статье Ладыженской О. А. И Солонникова В.А. [1].
Перейдя от классической постановки к обобщенной авторы доказали разрешимость «в целом» по  в классе векторов с конечным интегралом энергии ( но без теоремы единственности), разрешимость «в малом» в более узком классе векторов в котором есть теорема единственности и гладкости внутри цилиндрической области .
В работе [2] изучалась эта задача с исключенным  , т.е. рассмотрели систему (2)-(4) с начальными условиями (10) и следующими краевыми условиями: краевое условие (7) и условия относительно вектора  в следующем виде
     ,  .            (19)
Одним из результатов этой работы были точные оценки решений в нормах , так и решений такой же краевой задачи для систем, отличающихся от (1)-(2) дополнительными младшими членами. 
В настоящей статье вышеуказанный результат распространяются на нормы пространства  с любым  и на нормы  с  .
Приводим некоторые функциональные пространства и связанные с ними некоторые уточнения для изучения поставленной задачи.
Прстранства квадратично интегрируемых по  векторов будем, как принято обозначать, через ; скалярное произведение и норма в нем определяются равенствами:
,  .
Ортогональное разложение пространства  (см. [1]), индуцируют разложение :
 где  , ,  ,  подпространства   , состоящих из векторов, принадлежащих , ,  ,  при почти всех , соответственно. Аналогично определяется пространство    ,   .
Прстранство векторов  из , имеющих обобщенное производные  из  , обозначим через , .
Пусть  , где  и  – области, определенные выше при постановке задачи.
Введем гильбертовы пространства , , элементы которых являются все вектора  в каждой из области , принадлежащие  и, кроме того, удовлетворяющие в  уравнениям (14), на  - условиями сопражениями
,    и на   -условию  .
Скалярное произведение в  определим равенством
.
В области , всякий вектор  в силу (14) представим в виде 
,                                                 (20)
где  -  решение следующей задачи Неймана
,  , ,                      (21)
(здесь  внешняя относительно области  нормаль к  ).
Необходимое условие разрешимости задачи (21) выполнено, так как 
                               (22)
Известно [3], что при  задача (21) однозначно разрешима   и справедливо 
                                    (23)
т.е. вектор   целиком определяется своим значением в области .    
Пространство сужений векторов  . Оно может быть также определено как   пространство  всех векторов из   удовлетворящих нелокальнму краевому условию
,                                        (24)
где -решение задачи (21). Это условие удобно записать в виде
 
,                                         (25)
где М-линейный оператор такой, что  . Оператор М ограничен в пространстве  и которой легко выразить через функцию Грина для задачи (21). В качестве может быть взята любая функция из , удовлетворяющая условию . Равенство (25) накладывает ограничение только на касательные составляющие вектора .
Более того, имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть . Тогда для любого ,  справедливы оценки
               (26)
Оператор  устанавливает взаимно однозначные соответствие между пространством векторов, которые в  принадлежат , а в области  равна нулю.
Доказательство. Покажем, что
                    (27)
однозначно разрешима   и, что
                                  (28)
(этого достаточно, т.к. остальные утверждения легко получить из определения пространства   ). Пусть  - вектор, удовлетворяющий в  уравнению   и   

Решение уравнения (27) ищем в виде

где -определяется из задачи (типа (21)):
, для ,
,   (29)         
Эта задача исследована нами в [4] и там доказана ее разрешимость и получена оценка
                         (30)
из нее вытекает неравенство (28). Теорема 1 доказана.
Итак из вышеприведенных заключаем, что

(- обобщенное решение задачи (21)) и справедлива оценка
                                      (30’)
Рассмотрим задачу (11)-(13), (10), (7)-(8), т.е. задачу на определение ,  и  в области 
Заметим, что 
                            (31)
и если  обозначить через
                  (32)
                                                      (33)
а также, если учесть, что , при , то
,                                               (34)
из которых условий(7)-(8) следует, что
                                     (35)
.                                          (36)
Предположим, что существуют вектора , , удовлетворяющие краевым условиям (7), (34)-(36). Тогда ,   будет удовлетворять системе
                                       (37)
,  ,
;
в которой 
.
Как уже выше показали, что  , поэтому . Векторы   удовлетворяют следующими начальными условиями
,           (38)
и однородным краевым условиям
.                                   (39)
Чтобы исключить функцию , спроектируем первое из уравнении (37) на  ; соответствующий ортогональный проектор обозначим через P. После этого задачу (37)-(39) можно записать как задачу Коши для вектора   с шестью компонентами с уравнением
                                        (40)
где положено  ,    и опреторы  и   определены формулами



Уравнения  учитываются выбором основного пространства . Скалярное произведение в нем задается формулой

Очевидно, что  - соленоидальный вектор, кроме того, вектор  удовлетворяют нулевому начальному условию
                                                          (41)
Рассмотрим задачу (40)-(41) в классе . Предположим, что векторы , удовлетворяют условиям линейных задач. Решая, линейных задач, получим вектора ,  удовлетворяющих условиям относительно зааданных величин задач. Поэтому , более того из определения и  видно, что они принадлежат классу  и, таким образом .
Операторы  мы определим на множестве  векторов из , соленоидальных и удовлетворяющих однородным краевым условиям (39).
Обозначим через  пространство векторов

которые для почти всех  принадлежат . Норму в  введем по формуле
.
Имеет место следующие утверждения:
Теорема 2. Пусть  , . Если выполнено условие
,                                        (42)
то, задача (40)-(41) однозначно разрешима в   и для решения справедлива оценка
                                (43)
где   – постоянная из линейных задач, а   ,  – из линеаризованной задачи Коши (типа (40)-(41)).
Если повторить рассуждение второй половины нашей статьи [4] исследование задачи (40)-(41) в пространстве   , то имеет место
Теорема 3. Пусть . Если выполнено условие
,                                         (44)
то, задача (40)-(41) однозначно разрешима в   при  и для решения справедлива оценка
 ,                                 (45)
где - постоянная из линейных задач, а - из линеаризованной задачи Коши. Теоремы 2, 3 доказываются методом последователных приближений, пологая , а для , n=0, 1, 2,…определяя из задачи (40)-(41) (по методике работ [4,5].
Замечание 2. Объединяя рассуждения проведенные относительно задач в области  и утверждения теорем 2, 3 можно заключить, что задача (1)-(10) однозначно разрешима в пространстве Соболева  и Гельдера  с  , где  .
[bookmark: _GoBack]Замечание 3. Условие (44) гарантирует разрешимость задачи (40)-(41) при произвольном  в цилиндре , высота T которого зависит от нормы  и неограниченно растет, когда эта нормы стремится к нулю. Кроме того по любому   можно указать такое , что задача (40)-(41) разрешиа в  при  норма которой меньше .
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