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Abstract. The paper shows that an arbitrary graph is equationally
Noetherian if and only if it is equationally Noetherian in one variable.
Based on this fact, all simple graphs and graphs with loops that are not
equationally Noetherian are described.
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1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèåì ðåøåíèé óðàâíåíèé íàä ðàçëè÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè çàíèìàåòñÿ íàïðàâëåíèå ìàòåìàòèêè ñ íàçâàíèåì ¾Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿. Ñóùåñòâóåò íåìàëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìàòèêå.
Äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñïèñîê òàêèõ ñòàòåé è òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó ïî óíèâåð-
ñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [1]. Íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà òàêæå îòíîñèòñÿ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé.

Âàæíûì ñâîéñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îò
êîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ íàä ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ýêâèâàëåíò-
íà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå. Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ, èíîãäà ìû
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì ¾íåòåðîâ ãðàô¿, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ýòèì ãðàô,
ÿâëÿþùèéñÿ íåòåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì.

Íåòåðîâû àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû äîñòàòî÷íî óäîáíû äëÿ îïèñàíèÿ ðåøå-
íèé ñèñòåì óðàâíåíèé íàä íèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îáùèé òåîðåòè÷å-
ñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé âçãëÿíóòü íà àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà ñ ðàçíûõ
òî÷åê çðåíèÿ. Îïèñàíèå ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå ¾Îáúåäèíÿ-
þùèå òåîðåìû äëÿ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì¿ èç [1], à
òàêæå â ðàáîòå [2]. Ñïèñîê íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
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äîñòàòî÷íî øèðîê. Â ýòîì ñïèñêå, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàòñÿ âñå êîíå÷íûå àëãåá-
ðàè÷åñêèå ñèñòåìû, àáåëåâû ãðóïïû, ëèíåéíûå ãðóïïû, ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóï-
ïû áåç êðó÷åíèÿ [1], ñâîáîäíûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû ïðîèçâîëüíûõ ñòóïåíåé
ðàçðåøèìîñòè è ðàíãîâ [7]. Ñïèñîê íåíåòåðîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì òîæå
äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Ê ïðèìåðó, íåíåòåðîâûìè ÿâëÿþòñÿ ñïëåòåíèÿ íåàáåëå-
âîé ãðóïïû è áåñêîíå÷íîé ãðóïïû [4], áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñòåïåíü íåàáåëåâîé
ãðóïïû èëè ïîëóãðóïïû [6], åñòü ïðèìåðû äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï è
êîíå÷íîïîðîæäåííûõ öåíòðàëüíî-ìåòàáåëåâûõ ãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåòåðî-
âûìè ïî óðàâíåíèÿì [7]. Äàëåå ðàññìîòðèì ïðèìåðû íåòåðîâûõ è íåíåòåðîâûõ
ãðàôîâ áîëåå äåòàëüíî.

Ïóñòü L = {E(x, y)} � ÿçûê òåîðèè ãðàôîâ, ãäå E(x, y) ïðåäèêàò ñîñåäñòâà
âåðøèí x è y. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû óðàâíåíèé îò êîíå÷íîãî
íàáîðà ïåðåìåííûõ è ÿçûê L íå ñîäåðæèò êîíñòàíò, òî â ÿçûêå L âñå ãðàôû
ÿâëÿþòñÿ íåòåðîâûìè â ñèëó òîãî, ÷òî â ýòîì ÿçûêå íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ íåòåðîâîñòè äëÿ ãðàôîâ èìååò ñìûñë
ðàññìàòðèâàòü äëÿ ÿçûêà L, ðàñøèðåííîãî íåêîòîðûì íàáîðîì êîíñòàíò. Ïî-
ýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà Γ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ â ÿçûêå
LΓ = L∪{V (Γ)}. Óðàâíåíèÿ, çàäàííûå â ÿçûêå ñ ìíîæåñòâîì êîíñòàíò, ðàñøè-
ðåííûì âñåìè ýëåìåíòàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâû-
ìè óðàâíåíèÿìè. Â ñòàòüå ìû ðàáîòàåì òîëüêî ñ äèîôàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè
íàä ãðàôàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì ÿâëÿþòñÿ âñå ëîêàëüíî êîíå÷íûå
ãðàôû, òî åñòü ãðàôû, ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû êîòîðûõ êîíå÷íà. Ýòîò ôàêò
äîñòàòî÷íî ïðîñòî îáîñíîâàòü, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, äîêàçàííóþ â [8]. Â òî æå
âðåìÿ, ñðåäè íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðàôîâ åñòü ìíîãî ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
íåòåðîâûìè. Â ÷àñòíîñòè, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 1
èç ïàðàãðàôà 3, ÷òî ëþáîé ãðàô, ñîäåðæàùèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí
áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè, ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì. Íî òàêæå ñóùåñòâóþò è ãðàôû, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì, â êîòîðûõ åñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåð-
øèí áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ êëèêà
K â êàòåãîðèè ïðîñòûõ ãðàôîâ íåíåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.

Â ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàôû â äâóõ êàòåãîðèÿõ. Ïåðâàÿ êàòåãî-
ðèÿ � ýòî ïðîñòûå ãðàôû, òî åñòü íåíàïðàâëåííûå ãðàôû áåç êðàòíûõ ðåáåð
è ïåòåëü. Âòîðàÿ êàòåãîðèÿ � ýòî íåíàïðàâëåííûå ãðàôû áåç êðàòíûõ ðåáåð,
íî ñ ïåòëÿìè, òî åñòü äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ãðàôà ýòîé êàòåãîðèè ìû ñ÷èòàåì,
÷òî ïàðà (v, v) ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì. Ïåðâóþ êàòåãîðèþ ãðàôîâ áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì S, à âòîðóþ � L. Ýòè äâå êàòåãîðèè èñïîëüçóþò îäèí è òîò æå ÿçûê
òåîðèè ãðàôîâ L, ïîýòîìó ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
è â êàòåãîðèè S è â êàòåãîðèè L. Âñþäó äàëåå â ñòàòüå ïîä ñëîâîì �ãðàô� ìû
ïîíèìàåì ëèáî ãðàô èç êàòåãîðèè S, ëèáî ãðàô èç êàòåãîðèè L. Áîëüøèíñòâî
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè âåðíû ñðàçó äëÿ äâóõ êàòåãîðèé, è, â ýòîì ñëó-
÷àå, ìû íå óêàçûâàåì êàòåãîðèþ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîé ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí. Ãäå
æå ýòî íåîáõîäèìî, ìû ÿâíî óêàçûâàåì êàòåãîðèþ S èëè L.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ äâóõ ñâÿçàííûõ ïðîáëåì î íåòåðîâî-
ñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ãðàôîâ. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [5]
äëÿ ãðóïï:
Ïðîáëåìà 1. Ïóñòü ãðóïïà G = 〈G,Lgr,G〉 í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé

ïåðåìåííîé. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ãðóïïà G í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì?
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Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ìîæíî çàäàòü äëÿ ãðàôîâ. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà
íåãî äàåò òåîðåìà 1 èç ïàðàãðàôà 3. Âòîðîé ïðîáëåìîé, ðåøàåìîé â ñòàòüå,
ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âñåõ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì ãðàôîâ. Ýòà ïðîáëåìà ðåøà-
åòñÿ â òåîðåìå 3 èç ïàðàãðàôà 4 íà ÿçûêå çàïðåùåííûõ ïîäãðàôîâ äëÿ êëàññà
íåòåðîâûõ ãðàôîâ. Êðîìå òîãî, â ñëåäñòâèè 3 ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî íåèçî-
ìîðôíûõ íåíåòåðîâûõ ñ÷åòíûõ ãðàôîâ êîíòèíóàëüíî ìîùíî.

Àâòîðû ñòàòüè áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà öåííûå çàìå÷àíèÿ ê ðàáîòå.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà ìíîæåñòâ (V,E), ãäå V �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ
èç V , íàçûâàåìûõ ðåáðàìè. Âñå èñïîëüçóåìûå íàìè â ýòîé ñòàòüå ñòàíäàðòíûå
îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ, òàêèå êàê âëîæåíèå ãðàôîâ, ïîäãðàô, èíäóöè-
ðîâàííûé ïîäãðàô, ìîæíî íàéòè â êíèãå [9].

Ââåä¼ì èñïîëüçóåìûå íàìè ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðà-
è÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè [1]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ
íîñÿò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, ìû ïðèâåäåì èõ â àäàïòàöèè íà ÿçûê òåîðèè
ãðàôîâ.

ßçûê L = {E(2)} íàçîâåì ÿçûêîì ãðàôîâ. Ïðîèçâîëüíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé íàä ÿçûêîì L. Ïóñòü Γ � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
Ðàñøèðåíèå ÿçûêà L ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôà Γ: LΓ = L ∪ V (Γ), íàçîâåì
ÿçûêîì ãðàôîâ ñ êîíñòàíòàìè èç Γ. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âåðøèíû u è v
ñìåæíû, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ E(u, v) ÿçûêà LΓ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî ïðîñòîãî ãðàôà óðàâíåíèå E(x, x) âñåãäà ëîæíî, â òî âðåìÿ, êàê äëÿ
ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè îíî èñòèííî. ßçûê LΓ äîïóñêàåò òîëüêî øåñòü âèäîâ óðàâ-
íåíèé: E(x, y), x = y,E(x, c), x = c, E(c1, c2), c1 = c2, ãäå x, y � íåèçâåñòíûå,
c, c1, c2 � êîíñòàíòû. Ëþáîå ìíîæåñòâî òàêèõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ÿçûêà LΓ.

Òî÷êà A ∈ Γn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ s(X) ÿçûêà LΓ îò n ïåðåìåí-
íûõ X = {x1, . . . , xn} íàä ãðàôîì Γ, åñëè Γ |= s(A). Òî÷êà A ∈ Γn íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé S(X) íàä ãðàôîì Γ, åñëè A ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S(X). Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé S(X) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàä Γ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
VΓ(S(X)).

Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé S1(X) è S2(X) ÿçûêà L íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè íàä ãðàôîì Γ, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò. Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ
í¼òåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ëþáàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé S(X) îò n ïåðåìåííûõ X ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå S0(X) ⊆ S(X). Äàííîå óñëîâèå ìîæíî îñëàáèòü, ââåäÿ
ïîíÿòèå í¼òåðîâîñòè ãðàôà îò ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ãðàô Γ í¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì îò n ïåðåìåííûõ, åñëè ëþáàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé S(X) îò n ïåðåìåííûõ X ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé
ïîäñèñòåìå S0(X) ⊆ S(X), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé.

Óðàâíåíèÿ, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç êîíñòàíò: E(c1, c2), c1 = c2, ëèáî âñåãäà
ëîæíû, ëèáî âñåãäà èñòèííû. Ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé ìîæíî çàìåíèòü îäíèì
çàâåäîìî ëîæíûì èëè èñòèííûì óðàâíåíèåì âèäà c1 = c2. Ïîýòîìó ìû íå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç êîíñòàíò.
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3. Óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ãðàôàìè

Â [8] ïðåäñòàâëåíà ëåììà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì íåí¼òåðîâîñòè ïî
óðàâíåíèÿì äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå ëåì-
ìû åñòü îãðàíè÷åíèå íà ÿçûê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû: îí íå äîëæåí ñîäåðæàòü
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Îäíàêî ýòî îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, è
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ýòîé ëåììû è åå äîêàçàòåëü-
ñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ëåììà 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈A,L〉 íå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ (Ai)i∈N, Ai ∈ An, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé (si(X))i∈N, X =
{x1, . . . , xn} ÿçûêà L òàêèå, ÷òî A 6|= si(Ai) äëÿ âñåõ i ∈ N è A |= sj(Ai) äëÿ
âñåõ j < i.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¾⇒¿ Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðî-
âîé ïî óðàâíåíèÿì, òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, íàéä¼òñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S(X),
íå ýêâèâàëåíòíàÿ íèêàêîé ñâîåé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè
ñóùåñòâîâàíèå èñêîìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â êà÷åñòâå a0 âûáåðåì ëþáîé
ýëåìåíò èç An \ VA(S(X)), à â êà÷åñòâå s0(X) � òàêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
S(X), ÷òî a0 6∈ VA(s0(X)). Äàëåå, ïîëîæèì a1 ðàâíûì êàêîìó-íèáóäü ýëå-
ìåíòó èç VA(s0(X)) \ VA(S(X)), à â êà÷åñòâå s1(X) âûáåðåì ëþáîå óðàâíåíèå
èç S(X), äëÿ êîòîðîãî a1 6∈ VA(s1(X)). È òàê äàëåå. Ïóñòü a0, a1, . . . , am è
s0(X), s1(X), . . . , sm(X) ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè óæå ïîñòðîåíû. Â êà÷åñòâå
am+1 âûáåðåì ëþáîé ýëåìåíò èç VA(s0(X), s1(X), . . . , sm(X))\VA(S(X)). Òàêîé
ýëåìåíò âñåãäà íàéä¼òñÿ, òàê êàê S(X) íå ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé ñâîåé êîíå÷-
íîé ïîäñèñòåìå, à â êà÷åñòâå sm+1(X) âûáåðåì ëþáîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî
am+1 6∈ VA(sm+1(X)).

¾⇐¿ Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé S(X) = (si(X))i∈N. Íåñëîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî ai 6∈ VA(S(X)) äëÿ ëþáîãî i, íî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû
S0(X) = (si(X))i∈I ýëåìåíò amaxI+1 ïðèíàäëåæèò VA(S0(X)). �

Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ñëåäóåò åù¼ è òàêîå óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå 1. Â ëþáîé íåíåòåðîâîé ñèñòåìå óðàâíåíèé S(X) îò n ïåðåìåí-
íûõ X = {x1, . . . , xn} íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íàÿ ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé S′ = {s1(X), . . . , si(X), . . .} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ (Ai)i∈N, Ai ∈ An, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, òî
åñòü ñèñòåìà S′ íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ
áåñêîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′′ ⊂ S′ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ (A′

j)j∈N ⊂ (Ai)i∈N òîæå óäîâëåòâîðÿþò ëåììå 1, òî åñòü
íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.

Íà îñíîâå âûøåïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå ïðåä-
ëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L = {P (2)
1 , P

(2)
2 , . . . , P

(2)
m } � ÿçûê ñ êîíå÷íûì ÷èñ-

ëîì áèíàðíûõ ïðåäèêàòîâ è S � áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà L îò
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X, íå ñîäåðæàùàÿ áåñêîíå÷íûõ ïîäñèñòåì
óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç êîíñòàíò. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ
ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé S1 ⊂ S îò îäíîé ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = {x1, . . . , xn} è S = Sc ∪ S′ ∪ Sx1 ∪ . . . ∪ Sxn ,
ãäå ïîäñèñòåìà Sxi ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé xi, i =
1, . . . , n, S′ ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ òîëüêî áåç êîíñòàíò, Sc ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ
òîëüêî ñ êîíñòàíòàìè. Òàê êàê êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ êîíå÷íî, òî ïîäñèñòåìà
S′ êîíå÷íà. Sc êîíå÷íà ïî óñëîâèþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå êàêàÿ-
òî èç ïîäñèñòåì Sxi , i = 1, . . . , n ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé. �

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå âûøå èñòèííî äëÿ ãðàôîâ ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî
â èõ ÿçûêå LΓ åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òèïîâ óðàâíåíèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïðîáëåìó 1 èç [5], ñôîð-
ìóëèðîâàííóþ äëÿ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ � ãðàô, íå ÿâëÿþùèéñÿ íåòåðîâûì â ÿçûêå ãðàôîâ ñ
êîíñòàíòàìè LΓ = {E(2)} ∪ V (Γ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óðàâíåíèé S = (E(x, bi))i∈N îò îäíîé ïåðåìåííîé x, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ëåììû 1, òî åñòü ãðàô Γ íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì îò
îäíîé ïåðåìåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 1 ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
S(X) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (ai)i∈N, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëåììå 1. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé S′ ⊆ S îò îäíîé
ïåðåìåííîé x. Ïî ñëåäñòâèþ 1 ïîäñèñòåìà S′ òàêæå íåíåòåðîâà. Òîãäà S′(x) =
{E(x, bi)|i ∈ I1} ∪ {x = ci|i ∈ I2}. Òàê êàê ñèñòåìà S′ íåíåòåðîâà, òî â íåé íå
ìîæåò áûòü óðàâíåíèé âèäà x = c. �

4. Ãðàôû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì âñå íåòåðîâû ãðàôû â êàòåãîðèÿõ S è L.
Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííî íåíåòåðîãî ãðàôà, èãðàþùåãî âàæíóþ ðîëü
â äàííîì îïèñàíèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðàô Γ áóäåì íàçûâàòü ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûì, åñëè îí
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåðøèí
a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn, . . . òàêóþ, ÷òî êàæäàÿ èç âåðøèí ai ñîåäèíåíà ðåáðàìè
ñî âñåìè âåðøèíàìè bj ïðè j < i, íî íå ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé bi.

Âåðøèíû ai è bi ñîâåðøåííî íåíåòåðîâîãî ãðàôà â äàëüíåéøåì äëÿ êðàñîòû
ïèñüìà áóäåì íàçûâàòü ïàðíûìè âåðøèíàìè. Ãðàô, ïðèâåäåííûé íà ñëåäóþ-
ùåì ðèñóíêå, íàçîâåì áàçèñíûì íåíåòåðîâûì ãðàôîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç B:
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a1 b1

a2 b2

a3 b3

..
.

..
.

an bn

..
.

..
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô B ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ. Äàëåå ïðèâåäåì íåñêîëüêî
çàìå÷àíèé î ñîâåðøåííî íåíåòåðîâûõ ãðàôàõ.

Çàìå÷àíèå 1. Êàæäûé ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ ãðàô Γ íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðî-
âûì ïî óðàâíåíèÿì â ÿçûêå LΓ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé S = {E(x, bi)}i∈N
è âåðøèí A = {ai}i∈N, ãäå êàæäàÿ âåðøèíà ai ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè
bj ïðè j < i è íå ñìåæíà ñ bi, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1 â ãðàôå Γ.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ìû îòîæäåñòâèì âñå ïàðíûå âåðøèíû áàçèñíîãî íåíåòå-
ðîâà ãðàôà, òî ïîëó÷èì ñ÷åòíóþ êëèêó K, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî
íåíåòåðîâûì ãðàôîì. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç ci ðåçóëüòàò îòîæ-
äåñòâëåíèÿ âåðøèí ai è bi ãðàôà B. Òîãäà, â ñèëó ñìåæíîñòè âåðøèíû bj
ñî âñåìè âåðøèíàìè ai ïðè j < i, ïîëó÷åííàÿ âåðøèíà cj áóäåò ñìåæíà ñî
âñåìè ci. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñ÷åòíàÿ êëèêà K â êàòåãîðèè S íåíåòåðîâà,
òàê êàê E(ci, ci) ëîæíî â êàòåãîðèè ïðîñòûõ ãðàôîâ S. Íàîáîðîò, â êàòåãî-
ðèè L ñ÷åòíàÿ êëèêà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé â ñèëó èñòèííîñòè óðàâíåíèé âèäà
E(ci, ci) â ýòîé êàòåãîðèè.

Çàìå÷àíèå 3. Ëþáîé ãðàô, ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðà-
ôà íåíåòåðîâ ãðàô, íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 1,
â ïðîèçâîëüíîì íåíåòåðîâîì ãðàôå Γ ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâ-
íåíèé (E(x, bi))i∈N è âåðøèí (ai)i∈N òàêèõ, ÷òî Γ 6|= E(ai, bi) äëÿ âñåõ i è
Γ |= E(ai, bj) äëÿ âñåõ i > j. Ïóñòü Γ èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà H. Ïî
îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà, EΓ(u, v) = EH(u, v). Çíà÷èò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè óðàâíåíèé (E(x, bi))i∈N è âåðøèí (ai)i∈N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì ëåììû 1 â ãðàôå H.

Ãðàô, ñîäåðæàùèé ñ÷åòíóþ êëèêó K â êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðà-
ôà, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì íàçûâàòü íàäêëèêîé. Ñëåäóþùàÿ êëþ÷åâàÿ ëåììà
ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ãðàô íåíåòåðîâ è íå ÿâëÿåòñÿ êëèêîé, òî îí ñîâåðøåííî
íåíåòåðîâ.

Ëåììà 2. Ïóñòü Γ - ïðîèçâîëüíûé íåíåòåðîâ ãðàô, ëèáî èç êàòåãîðèè S,
ëèáî èç L. Òîãäà åñëè Γ íå ÿâëÿåòñÿ íàäêëèêîé, òî îí ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô Γ íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì, íî íå ÿâëÿåòñÿ íàä-
êëèêîé. Òîãäà, ïî òåîðåìå 1, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí (ai)i∈N
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è óðàâíåíèé S(x) = (E(x, bi))i∈N òàêèõ, ÷òî Γ 6|= E(ai, bi) äëÿ âñåõ i ∈ N è
Γ |= E(ai, bj) äëÿ âñåõ i > j.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2 èìååì, ÷òî ðàç Γ íå ÿâëÿåòñÿ íàäêëèêîé, òî ìíîæåñòâî
Ic = {i ∈ N|ai = bi} êîíå÷íî. Òîãäà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ
ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé (E(x, bi))i6∈Ic è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí (ai)i 6∈Ic ,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Ic � ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå âåðøèíû ai, bj , i 6= j ∈ N, ïîïàðíî ðàçëè÷íû â ãðà-
ôå Γ, òî Γ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ è òîãäà îí íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì. Ïóñòü
òåïåðü íå âñå èç âåðøèí ai, bj , ãäå i, j ∈ N, ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äëÿ ðàçáî-
ðà ýòîãî ñëó÷àÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà Áðóêñà î ðàñêðàñêàõ ðåãóëÿðíûõ
ãðàôîâ. Íàïîìíèì, ÷òî íåêîòîðûé ãðàô äîïóñêàåò ðàñêðàñêó n öâåòàìè, åñëè
êàæäóþ âåðøèíó ãðàôà ìîæíî ðàñêðàñèòü â îäèí èç n öâåòîâ òàê, ÷òîáû íå
ñóùåñòâîâàëî ñìåæíûõ âåðøèí îäíîãî öâåòà. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ äëÿ
ðàñêðàñêè ãðàôà íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ýòîãî ãðàôà. Ïðèâåäåì
ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Áðóêñà, ñëåäóÿ [10]:

Òåîðåìà 2. Äëÿ ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ñ ìàêñèìàëüíîé ñòå-
ïåíüþ ∆ õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G íå áîëüøå ∆, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ,
êîãäà G � êëèêà èëè íå÷åòíûé öèêë. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî
ðàâíî ∆ + 1.

Ïî ìíîæåñòâó âåðøèí {ai, bi|i ∈ N} ãðàôà Γ ïîñòðîèì ãðàô Γlev ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïàðå âåðøèí ai, bi ãðàôà Γ ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà ci ãðàôà Γlev è âåð-
øèíû ci, cj ãðàôà Γlev ñìåæíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ai ñîâïàäàåò
ñ bj èëè aj ñîâïàäàåò ñ bi â ãðàôå Γ.

Çàìåòèì, ÷òî bi íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ bj äëÿ ëþáûõ i, j ∈ N, òàê êàê â ñè-
ñòåìå S íåò îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé. Âî-âòîðûõ, ai íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ aj , â
ñèëó ñìåæíîñòè aj ñ bi è íåñìåæíîñòè ai ñ bi äëÿ ëþáûõ i < j. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ãðàôà Γlev íå áîëüøå 2. Òîãäà, ïî òåîðåìå 2, âåðøèíû
äàííîãî ãðàôà ìîæíî ðàñêðàñèòü íå áîëåå, ÷åì äâóìÿ öâåòàìè. Âûáåðåì áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí îäíîãî öâåòà â ãðàôå Γlev è çàìåòèì, ÷òî â èíäó-
öèðîâàííîì ïîäãðàôå Γc

lev íà ýòèõ âåðøèíàõ íåò ðåáåð. Çíà÷èò, âñå âåðøèíû
{ai, bi} ãðàôà Γ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì ãðàôà Γc

lev, ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàô Γ ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ. �

Ïîäûòîæèâàÿ ðåçóëüòàòû çàìå÷àíèé 1, 2 è ëåììû 2, ìû ïîëó÷àåì êðèòå-
ðèé íåòåðîâîñòè ãðàôîâ â êàòåãîðèÿõ ïðîñòûõ ãðàôîâ S è íåîðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ ñ ïåòëÿìè L, ñôîðìóëèðîâàííûé íà ÿçûêå çàïðåùåííûõ ïîäãðàôîâ:

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ãðàô èç êàòåãîðèè S íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îí ëèáî ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ íàäêëèêîé.
2. Ãðàô èç êàòåãîðèè L íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îí ñîâåðøåííî íåíåòåðîâ.

Òåîðåìà âûøå äàåò îïèñàíèå ìèíèìàëüíûõ ïî âëîæåíèþ íåíåòåðîâûõ ãðà-
ôîâ:

Ñëåäñòâèå 2. Â êàòåãîðèè S åäèíñòâåííûìè ìèíèìàëüíûìè ïî âëîæåíèþ
íåíåòåðîâûìè ãðàôàìè ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûé íåíåòåðîâ ãðàô è ñ÷åòíàÿ êëèêà,
à â êàòåãîðèè L � áàçèñíûé íåíåòåðîâ ãðàô.
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Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ íåíåòåðîâûõ
ñ÷åòíûõ ãðàôîâ, îòâåò íà êîòîðûé äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 3. Ìíîæåñòâà âñåõ ñ÷åòíûõ íåíåòåðîâûõ ãðàôîâ èç êàòåãîðèé
S è L êîíòèíóàëüíî ìîùíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {a1, b1, a2, b2, . . .}� ìíîæåñòâî âåðøèí áàçèñíîãî íåíå-
òåðîâà ãðàôà B, è ïóñòü I ⊆ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B′

I ãðàô, ïîëó÷åííûé èç B
îòîæäåñòâëåíèåì ïàðíûõ âåðøèí ai, bi äëÿ âñåõ i ∈ I. Ïî òåîðåìå 3 ãðàô B′

I íå
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè I1 6= I2, òî ãðàôû
B′

I1
è B′

I2
íå èçîìîðôíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íåíåòåðîâûõ ãðàôîâ íå ìåíüøå, ÷åì

êîëè÷åñòâà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. �
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