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Abstract. The paper shows that a simple graph is equationally Noetherian
if and only if it is equationally Noetherian in one variable. Based on this
fact, all simple graphs are described that are not equationally Noetherian.
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1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèåì ðåøåíèé óðàâíåíèé íàä ðàçëè÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè çàíèìàåòñÿ íàïðàâëåíèå ìàòåìàòèêè ñ íàçâàíèåì ¾Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿. Ñóùåñòâóåò íåìàëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìàòèêå.
Äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñïèñîê òàêèõ ñòàòåé è òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó ïî óíèâåð-
ñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [1]. Íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà òàêæå îòíîñèòñÿ ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé.

Âàæíûì ñâîéñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä
ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñè-
ñòåìå. Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ, èíîãäà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì
¾íåòåðîâ¿, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ýòèì ïîíÿòèå íåòåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì.

Íåòåðîâû àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû äîñòàòî÷íî óäîáíû äëÿ îïèñàíèÿ ðåøå-
íèé ñèñòåì óðàâíåíèé íàä íèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îáùèé òåîðåòè÷å-
ñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé âçãëÿíóòü íà àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà ñ ðàçíûõ
òî÷åê çðåíèÿ. Îïèñàíèå ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå ¾Îáúåäèíÿ-
þùèå òåîðåìû äëÿ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì¿ èç [1], à
òàêæå â ðàáîòå [2]. Ñïèñîê íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
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äîñòàòî÷íî øèðîê. Â ýòîì ñïèñêå, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàòñÿ âñå êîíå÷íûå àëãåá-
ðàè÷åñêèå ñèñòåìû, àáåëåâû ãðóïïû, ëèíåéíûå ãðóïïû, ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóï-
ïû áåç êðó÷åíèÿ [1], ñâîáîäíûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû ïðîèçâîëüíûõ ñòóïåíåé
ðàçðåøèìîñòè è ðàíãîâ [7]. Ñïèñîê íåíåòåðîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì òîæå
äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Ê ïðèìåðó, íåíåòåðîâûìè ÿâëÿþòñÿ ñïëåòåíèÿ íåàáåëå-
âîé ãðóïïû è áåñêîíå÷íîé ãðóïïû [4], áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñòåïåíü íåàáåëåâîé
ãðóïïû èëè ïîëóãðóïïû [6], åñòü ïðèìåðû äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï è
êîíå÷íîïîðîæäåííûõ öåíòðàëüíî-ìåòàáåëåâûõ ãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåòåðî-
âûìè ïî óðàâíåíèÿì [7]. Äàëåå ðàññìîòðèì ïðèìåðû íåòåðîâûõ è íåíåòåðîâûõ
ãðàôîâ áîëåå äåòàëüíî.

Ïóñòü L = {E(x, y)} � ÿçûê òåîðèè ãðàôîâ, ãäå E(x, y) ïðåäèêàò ñîñåäñòâà
âåðøèí x è y. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìû óðàâíåíèé îò êîíå÷íîãî
íàáîðà ïåðåìåííûõ è ÿçûê L íå ñîäåðæèò êîíñòàíò, òî â ÿçûêå L âñå ïðîñòûå
ãðàôû ÿâëÿþòñÿ íåòåðîâûìè â ñèëó òîãî, ÷òî â ýòîì ÿçûêå íå ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ íåòåðîâîñòè äëÿ ãðàôîâ
èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü äëÿ ÿçûêà L, ðàñøèðåííîãî íåêîòîðûì íàáîðîì
êîíñòàíò. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî ãðàôà Γ ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü óðàâíåíèÿ â ÿçûêå LΓ = L ∪ {V (Γ)}. Óðàâíåíèÿ, çàäàííûå â ÿçûêå ñ
ìíîæåñòâîì êîíñòàíò, ðàñøèðåííûì âñåìè ýëåìåíòàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè. Â ñòàòüå ìû ðàáîòàåì òîëüêî ñ
äèîôàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè íàä ïðîñòûìè ãðàôàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì ÿâëÿþòñÿ âñå ëîêàëüíî êîíå÷íûå
ãðàôû, òî åñòü ãðàôû, â êîòîðûõ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû êîíå÷íà. Ýòîò ôàêò
äîñòàòî÷íî ïðîñòî îáîñíîâàòü, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, äîêàçàííóþ â [8]. Â òî æå
âðåìÿ ñðåäè íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðàôîâ åñòü ìíîãî ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
íåòåðîâûìè. Â ÷àñòíîñòè, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 1
èç ïàðàãðàôà 3, ÷òî ëþáîé ãðàô, ñîäåðæàùèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí
áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè, ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì. Íî òàêæå ñóùåñòâóþò è ãðàôû, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì, â êîòîðûõ åñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåð-
øèí áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ êëèêà
K íåíåòåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ äâóõ ñâÿçàííûõ ïðîáëåì î íåòåðîâî-
ñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ãðàôîâ. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [5]
äëÿ ãðóïï:
Ïðîáëåìà 1. Ïóñòü ãðóïïà G = 〈G,Lgr,G〉 í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé

ïåðåìåííîé. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ãðóïïà G í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì?
Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ìîæíî çàäàòü äëÿ êàòåãîðèè ïðîñòûõ ãðàôîâ. Ïîëî-

æèòåëüíûé îòâåò íà íåãî äàåò òåîðåìà 1 èç ïàðàãðàôà 3. Âòîðîé ïðîáëåìîé,
ðåøàåìîé â ñòàòüå, ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå âñåõ íåòåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì ãðàôîâ.
Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ â òåîðåìå 2 èç ïàðàãðàôà 4 íà ÿçûêå çàïðåùåííûõ
ïîäãðàôîâ äëÿ êëàññà íåòåðîâûõ ãðàôîâ. Êðîìå òîãî, â ñëåäñòâèè 2 ïîêàçàíî,
÷òî ìíîæåñòâî íåèçîìîðôíûõ íåíåòåðîâûõ ãðàôîâ êîíòèíóàëüíî ìîùíî.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà ìíîæåñòâ (V,E), ãäå V �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåí-
òîâ èç V , íàçûâàåìûõ ðåáðàìè. Ïðîñòûì ãðàôîì íàçûâàþò ãðàô áåç êðàòíûõ
ðåáåð è ïåòåëü. Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòûå ãðàôû.
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Âñå èñïîëüçóåìûå íàìè â ýòîé ñòàòüå ñòàíäàðòíûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ãðà-
ôîâ, òàêèå êàê âëîæåíèå ãðàôîâ, ïîäãðàô, èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô, ìîæíî
íàéòè â êíèãå [9].

Ââåä¼ì èñïîëüçóåìûå íàìè ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðà-
è÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè [1]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ
íîñÿò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, ìû ïðèâåäåì èõ â àäàïòàöèè íà ÿçûê òåîðèè
ãðàôîâ.

ßçûê L = {E(2)} íàçîâåì ÿçûêîì ïðîñòûõ ãðàôîâ. Ïðîèçâîëüíûé ïðî-
ñòîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé íàä ÿçûêîì L. Ïóñòü Γ � ïðî-
ñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ðàñøèðåíèå ÿçûêà L ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðà-
ôà Γ: LΓ = L ∪ V (Γ), íàçîâåì ÿçûêîì ïðîñòûõ ãðàôîâ ñ êîíñòàíòàìè èç Γ.
Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âåðøèíû u è v ñìåæíû, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâ-
íåíèÿ E(u, v) ÿçûêà LΓ. ßçûê LΓ äîïóñêàåò òîëüêî øåñòü âèäîâ óðàâíåíèé:
E(x, y), x = y,E(x, c), x = c, E(c1, c2), c1 = c2, ãäå x, y � íåèçâåñòíûå, c, c1, c2 �
êîíñòàíòû. Ëþáîå ìíîæåñòâî òàêèõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
ÿçûêà LΓ.

Òî÷êà a ∈ Γn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ s(x) ÿçûêà LΓ îò n ïåðåìåí-
íûõ x = {x1, . . . , xn} íàä ãðàôîì Γ, åñëè Γ |= s(a). Òî÷êà a ∈ Γn íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé S(x) íàä ãðàôîì Γ, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S(x). Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé S(x) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàä Γ.

Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé S1(x) è S2(x) ÿçûêà L íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè íàä ãðàôîì Γ, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò. Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ
í¼òåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n ëþáàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé S(x) îò n ïåðåìåííûõ x ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êî-
íå÷íîé ïîäñèñòåìå S0(x) ⊆ S(x). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô Γ í¼òåðîâ ïî óðàâ-
íåíèÿì îò n ïåðåìåííûõ, åñëè ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S(x) îò n ïåðåìåííûõ
x ýêâèâàëåíòíà ñâîåé íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå S0(x) ⊆ S(x), òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé.

Óðàâíåíèÿ, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç êîíñòàíò: E(c1, c2), c1 = c2, ëèáî âñåãäà
ëîæíû, ëèáî âñåãäà èñòèííû. Ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé ìîæíî çàìåíèòü îäíèì
çàâåäîìî ëîæíûì èëè èñòèííûì óðàâíåíèåì âèäà c1 = c2. Ïîýòîìó ìû íå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç êîíñòàíò.

3. Óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ãðàôàìè

Â [8] ïðåäñòàâëåíà ëåììà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì íåí¼òåðîâîñòè ïî
óðàâíåíèÿì äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå ëåììû
åñòü îãðàíè÷åíèå íà ÿçûê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû: îí íå äîëæåí ñîäåðæàòü
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Îäíàêî ýòî îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì,
è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ýòîé ëåììû.

Ëåììà 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈A,L〉 íå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé ïî
óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ (ai)i∈N, ai ∈ An, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé (si(x))i∈N, x =
{x1, . . . , xn} ÿçûêà L òàêèå, ÷òî A 6|= si(ai) äëÿ âñåõ i ∈ N è A |= sj(ai) äëÿ
âñåõ j < i.

Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 ñëåäóåò åù¼ è òàêîå óòâåðæäåíèå:
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Ñëåäñòâèå 1. Â ëþáîé íåíåòåðîâîé ñèñòåìå óðàâíåíèé S(x) îò n ïåðåìåí-
íûõ x = {x1, . . . , xn} íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ
ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé S′ = {s1(x), . . . , si(x), . . .} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ (ai)i∈N, ai ∈ An, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, òî åñòü
ñèñòåìà S′ íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ áåñêî-
íå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S′′ ⊂ S′ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ (a′

j)j∈N ⊂ (ai)i∈N òîæå óäîâëåòâîðÿþò ëåììå 1, òî åñòü íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåòåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå èñòèííî ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî â ÿçûêå òåîðèè ãðà-
ôîâ LΓ åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òèïîâ óðàâíåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L � ÿçûê ïðîñòûõ ãðàôîâ è S � áåñêîíå÷íàÿ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà L îò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ x, íå ñîäåð-
æàùàÿ áåñêîíå÷íûõ ïîäñèñòåì óðàâíåíèé, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç êîíñòàíò.
Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé S1 ⊂ S îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé èç ìíîæåñòâà x

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = {x1, . . . , xn} è S = Sc∪S′∪Sx1 ∪ . . .∪Sxn , ãäå ïîä-
ñèñòåìà Sxi ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé xi, i = 1, . . . , n,
S′ ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ òîëüêî áåç êîíñòàíò, Sc ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ òîëüêî ñ
êîíñòàíòàìè. Òàê êàê êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ êîíå÷íî, òî ïîäñèñòåìà S′ êî-
íå÷íà. Sc êîíå÷íà ïî óñëîâèþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå êàêàÿ-òî
èç ïîäñèñòåì Sxi , i = 1, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïðîáëåìó 1 èç [5], ñôîð-
ìóëèðîâàííóþ äëÿ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ � ïðîñòîé ãðàô, íå ÿâëÿþùèéñÿ íåòåðîâûì â ÿçû-
êå ïðîñòûõ ãðàôîâ ñ êîíñòàíòàìè LΓ = {E(2)} ∪ V (Γ). Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé S = (E(x, bi))i∈N îò îäíîé ïåðåìåííîé x, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, òî åñòü ãðàô Γ íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì
ïî óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 1 ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
S(x) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (ai)i∈N, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëåììå 1. Ïî
óòâåðæäåíèþ 1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé S′ ⊆ S îò îäíîé
ïåðåìåííîé x. Ïî ñëåäñòâèþ 1 ïîäñèñòåìà S′ òàêæå íåíåòåðîâà. Òîãäà S′(x) =
{E(x, bi)|i ∈ I1} ∪ {x = ci|i ∈ I2}. Òàê êàê ñèñòåìà S′ íåíåòåðîâà, òî â íåé íå
ìîæåò áûòü óðàâíåíèé âèäà x = c. �

4. Ãðàôû, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåòåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì êðèòåðèé î òîì, êîãäà ïðî-
èçâîëüíûé ïðîñòîé ãðàô íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ áàçî-
âîãî íåíåòåðîâà ãðàôà, èãðàþùåãî âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè ýòîãî êðèòåðèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü V = {a1, b1, . . . , an, bn, . . .} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.
Ãðàô N ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð {(ai, bj)|i > j} íàçî-
âåì áàçîâûì íåíåòåðîâûì ãðàôîì. Âåðøèíû ak, bk, k ∈ N, íàçîâåì ïàðíûìè
âåðøèíàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïàðíûå âåðøèíû íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè.
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a1

a2

a3

an

b1

b2

b3

bn

· · ·

· · ·

Ðèñ. 1. Ãðàô N

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé (E(x, bi))i∈N è âåðøèí (ai)i∈N â áàçîâîì íåíå-
òåðîâîì ãðàôå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1, à çíà÷èò íàëè÷èå ñëîâà
¾íåíåòåðîâ¿ â íàçâàíèè ýòîãî ãðàôà êîððåêòíî.

Îïðåäåëåíèå 2. Âëîæåíèå ϕ áàçîâîãî íåíåòåðîâà ãðàôà N â íåêîòîðûé ãðàô
Γ íàçîâåì íåíåòåðîâûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò íåñìåæíîñòü ìåæäó ïàðíûìè
âåðøèíàìè ãðàôà N . Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî âëîæåíèÿ áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ãðàô N íåíåòåðîâî âëîæèì â ãðàô Γ.

Ñëåäóùàÿ ëåììà ïîÿñíÿåò ïî÷åìó ìû âûáðàëè íàçâàíèå ¾íåíåòåðîâî âëî-
æåíèå¿ äëÿ âëîæåíèÿ èç îïðåäåëåíèÿ âûøå.

Ëåììà 2. Åñëè ñóùåñòâóåò íåíåòåðîâî âëîæåíèå ãðàôà N â ãðàô Γ, òî ãðàô
Γ íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì â ÿçûêå LΓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � íåíåòåðîâî âëîæåíèå ãðàôà N â ãðàô Γ. Â ãðàôå
Γ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé S = {E(x, ϕ(bi))}i∈N è âåðøèí
A = {ϕ(ai)}i∈N. Ïî îïðåäåëåíèþ íåíåòåðîâà âëîæåíèÿ, ϕ(ai) íåñìåæíî ñ ϕ(bi) â
ñèëó òîãî, ÷òî ai è bi � ïàðíûå âåðøèíû â ãðàôå N . Ïî îïðåäåëåíèþ âëîæåíèÿ
ãðàôîâ, ϕ(aj) ñìåæíî ñ ϕ(bi) äëÿ âñåõ j > i â ñèëó ñìåæíîñòè âåðøèí aj è
bi â ãðàôå N . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé S è âåðøèí A
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1 â ãðàôå Γ. �

Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû õîòü è ÿâëÿåòñÿ èíòó-
èòèâíî ïîíÿòíûì, íî âñå æå òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ.

Ëåììà 3. Ëþáîé ãðàô, ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà
íåíåòåðîâ ãðàô, íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1, â ïðîèçâîëüíîì íåíåòåðîâîì ãðàôå Γ ñóùå-
ñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé (E(x, bi))i∈N è âåðøèí (ai)i∈N òàêèõ,
÷òî Γ 6|= E(ai, bi) äëÿ âñåõ i è Γ |= E(ai, bj) äëÿ âñåõ i > j. Ïóñòü Γ èíäó-
öèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà H. Ïî îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà,
EΓ(u, v) = EH(u, v). Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé (E(x, bi))i∈N è âåð-
øèí (ai)i∈N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1 â ãðàôå H. �

Äîêàæåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïî ôîðìóëèðîâêå ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì íåíåòåðî-
âîñòè äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ãðàôîâ. Ýòîò æå êðèòåðèé, î÷åâèäíî, ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåòåðîâîñòè ïðîñòûõ ãðàôîâ.
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Òåîðåìà 2. Ãðàô íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ëèáî ñîäåðæèò â êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà ñ÷åòíóþ êëèêó, ëèáî â
íåãî íåíåòåðîâî âêëàäûâàåòñÿ áàçîâûé íåíåòåðîâ ãðàô N .

Äîêàçàòåëüñòâî. ¾⇐¿ Óòâåðæäåíèå î íåíåòåðîâîñòè âñÿêîãî ãðàôà, â êîòî-
ðûé íåíåòåðîâî âëîæèì ãðàô N , ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî â ëåììå 2.

Ïîêàæåì, ÷òî ñ÷åòíàÿ êëèêà K íåíåòåðîâà. Îáîçíà÷èì å¼ âåðøèíû ÷åðåç
a1, a2, . . . , an, . . .. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé (E(x, ai))i∈N è âåð-
øèí (ai)i∈N. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ E(ai, ai) ëîæíû â êàòåãîðèè ïðîñòûõ ãðà-
ôîâ, òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1. Ñëåäîâàòåëüíî êëèêà K íåíå-
òåðîâà. Òîãäà ïî ëåììå 3 èìååì, ÷òî ëþáîé ãðàô, â êîòîðûé èíäóöèðîâàííî
âêëàäûâàåòñÿ êëèêà K, íåíåòåðîâ.

¾⇒¿ Ïóñòü ãðàô Γ íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì. Òîãäà ïî òåîðåìå 1, â íåì ñó-
ùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí (ai)i∈N è óðàâíåíèé S(x) = (E(x, bi)i∈N
òàêèõ, ÷òî Γ 6|= E(ai, bi) äëÿ âñåõ i ∈ N è Γ |= E(ai, bj) äëÿ âñåõ i > j.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà:

Ëåììà 4. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå, åñëè âñå âåðøèíû ai, bj , i, j ∈ N, ïîïàðíî
ðàçëè÷íû â ãðàôå Γ, òî ãðàô N íåíåòåðîâî âêëàäûâàåòñÿ â ãðàô Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ãðàô N íåíåòåðîâî âêëàäûâàåòñÿ â ãðàô Γ
c ïîìîùüþ âëîæåíèÿ φ, çàäàííîãî ïî ïðàâèëàì: φ : ci 7→ ai è φ : di 7→ bi, i ∈ N,
ãäå ci, di � ïàðíûå âåðøèíû áàçîâîãî íåíåòåðîâà ãðàôà N . �

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
Ïóñòü âñå âåðøèíû ãðàôà Γ: ai, bj , i, j ∈ N, ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïî ëåììå

4 áàçîâûé íåíåòåðîâ ãðàô N íåíåòåðîâî âêëàäûâàåòñÿ â Γ. Òîãäà ïî ëåììå 2
ãðàô Γ íåíåòåðîâ ïî óðàâíåíèÿì.

Ïóñòü òåïåðü íå âñå èç âåðøèí ai, bj , ãäå i, j ∈ N, ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ðàñ-
ñìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî bi íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ
bj äëÿ ëþáûõ i, j, òàê êàê â ñèñòåìå S íåò îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé. Âî-âòîðûõ,
ai íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ aj äëÿ âñåõ i < j, â ñèëó ñìåæíîñòè aj ñ bi è íåñìåæíî-
ñòè ai ñ bi. Â-òðåòüèõ, âåðøèíà ai íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ bj ïðè i > j, â ñèëó èõ
ñìåæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäåíèå ìîæåò áûòü òîëüêî ìåæäó âåðøèíàìè
ai è bj , åñëè i ≤ j. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåé ýòîò ñëó÷àé.

Ïóñòü Ic = {i ∈ N|ai = bj , i ≤ j} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóþò
áåñêîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé (E(x, bi))i/∈Ic è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåð-
øèí (ai)i/∈Ic , ãäå âñå ai è bj ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåíåòåðîâîé,
â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 4 ãðàô N íåíåòåðîâî âêëàäûâàåòñÿ
â ãðàô Γ. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ic � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü Ip = {j ∈ N|aj = bj} ⊂ Ic � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì
áåñêîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó S′ ⊆ S, â êîòîðîé âñå ai è bi òàêèå, ÷òî i ∈ Ip. Â
ñèëó ëîæíîñòè óðàâíåíèé E(ai, ai) î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ S

′ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
ëåììû 1. Òàê êàê âåðøèíà ai ñìåæíà ñ bj äëÿ âñåõ i > j è bi ñìåæíà ñ ak
äëÿ âñåõ k > i, ïîëó÷àåì, ÷òî ai ñìåæíà ñ aj äëÿ âñåõ i 6= j. Òàêèì îáðàçîì,
èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà Γ, ïîñòðîåííûé íà âåðøèíàõ ai, i ∈ N, åñòü
ñ÷åòíàÿ êëèêà. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ip � ïóñòîå.

Ïóñòü I ′c = {i ∈ N|ai = bj , i < j}. Çàìåòèì, ÷òî Ic = I ′c t Ip. Òàê êàê Ip �
ïóñòî ïî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, òî I ′c � áåñêîíå÷íî.
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Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I ′c = {i1 < . . . < ik < . . .}. Ïîñòðîèì
ïîäñèñòåìó S′ ⊂ S, ïîøàãîâî âêëþ÷àÿ â S′ óðàâíåíèÿ èç S ïî ñëåäóþùå-
ìó ïðàâèëó. Ïîëîæèì m = mini∈I′

c
(i). Íà ïåðâîì øàãå ñèñòåìà S′ ïóñòà è

m = m1 = i1. Âêëþ÷èì â S′ óðàâíåíèå E(x, bm). Ïóñòü èíäåêñ jm òàêîé, ÷òî
am = bjm , ãäå m < jm. Óäàëèì èç ìíîæåñòâà I ′c ýëåìåíò m, à òàêæå ýëåìåíò jm,
åñëè îí ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó I ′c. Îòìåòèì, ÷òî íà âòîðîì øàãå ïðîöåäóðû
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò m2 ìíîæåñòâà I

′
c ìîæåò áûòü ðàâåí i2 èëè i3. Ïîâòîðÿÿ

îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ìû ïîëíîñòüþ ïåðåáåðåì ìíîæåñòâî I ′c çà ñ÷åòíîå êîëè-
÷åñòâî øàãîâ, òàê êàê íà êàæäîì øàãå èç I ′c óäàëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.
Èìååì, ÷òî ñèñòåìà S′ ñ÷åòíà, íåíåòåðîâà ïî ñëåäñòâèþ 1, è âñå ami è bmj ,
i, j ∈ N, ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 4 ãðàô N íåíåòåðîâî
âêëàäûâàåòñÿ â Γ. �

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ íåíåòåðîâûõ
ïðîñòûõ ãðàôîâ. Îòâåò äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî âñåõ íåíåòåðîâûõ ãðàôîâ êîíòèíóàëüíî ìîùíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {a1, b1, a2, b2, . . .} � ìíîæåñòâî âåðøèí áàçîâîãî íåíå-
òåðîâà ãðàôà N , è ïóñòü I ⊆ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç NI ãðàô, ïîëó÷åííûé èç N
îòîæäåñòâëåíèåì ïàðíûõ âåðøèí ai, bi äëÿ âñåõ i ∈ I. Ïî òåîðåìå 2 ãðàô NI íå
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ïî óðàâíåíèÿì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè I1 6= I2, òî ãðàôû
NI1 è NI2 íå èçîìîðôíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íåíåòåðîâûõ ãðàôîâ íå ìåíüøå, ÷åì
êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. �
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