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1. Введение

Интегральные представления голоморфных функций играют важную роль в
классической теории функций одного комплексного переменного и в многомер-
ном комплексном анализе. Они решают классическую задачу восстановления
в точках области D голоморфной функции, достаточно хорошо себя ведущей
при подходе к границе ∂D, по ее значениям на ∂D или на S−граница Шилова.
Наряду с этой классической задачей можно и естественно рассматривать следу-
ющую: восстановить голоморфную функцию вD по ее значениям на некотором
множестве M ⊂ ∂D, не содержащем S. Конечно, M должно быть множеством
единственности для рассматриваемого класса голоморфных функций.

Первый результат в направление решение такой задачи получил Т. Карле-
ман в 1926 г. для области D ⊂ C одного специального вида. Его идею введения
«гасящей» функции в интегральную формулу Коши развили Г. М. Голузин и
В. И. Крылов в 1933 г. применительно к односвязным плоским областям. Их
метод предусматривал построение некоторой вспомогательной голоморфной
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функции, зависящей от множества M, что было возможно для односвязных
областей D ⊂ C, но, вообще говоря, уже невозможно для многосвязных обла-
стей в C или для областей в Cn, n > 1.

В 1935 году Э. Картан доказал, что существуют только шесть возможных
типов неприводимых, однородных, ограниченных, симметрических областей.
Из них <I ,<II ,<III и <IV называются классическими областями (см. [1]):

<I =
{
Z ∈ C [m× k] : I(m) − ZZ ′ > 0

}
,

<II =
{
Z ∈ C [m×m] : I(m) − ZZ > 0, ∀Z ′ = Z

}
,

<III =
{
Z ∈ C [m×m] : I(m) + ZZ > 0, ∀Z ′ = −Z

}
,

<IV =
{
z ∈ Cn : |zz′|2 + 1− 2zz′ > 0, |zz′| < 1

}
.

Размерность этих областей равны mk,m(m+1)/2,m(m−1)/2, n, соответствен-
но.

Все эти области биголоморфно неэквивалентны, поэтому комплексный ана-
лиз для них строятся поразному.

Для симметрических областей формулы Карлемана получены в работе [2].
Доказательства из [2] не переносятся на области Зигеля, поскольку в области
Зигеля нет точки, через которую можно провести достаточно мощное семей-
ство комплексных прямых, пересекающих остов D по кривой (в симметриче-
ских областях такой точкой является точка 0). Поэтому в работе [3] восстанов-
лено значение голоморфной функции не в области, а на остове D.

В настоящее время изучение интегральных представлений голоморфных
функций и их приложений в матричных шарах, ассоциированных с указан-
ными выше классическими областями, стало одним из актуальных вопросов.
В работе [4] описаны голоморфные автоморфизмы для матричного шара пер-
вого типа. Интегральные формулы для матричного шара второго типа были
получены Г. Худайбергановым и З. Матякубовым [5], [6], а третьего типа были
изучены Г. Худайбергановым, У. Рахмоновым и были найдены интегральные
формулы [7], [8].

В работе [9] вычисляются объемы матричного шара третьего типа и обоб-
щенного шара Ли. Полные объемы этих областей необходимы для нахождения
ядер интегральных формул для этих областей (ядра Бергмана, Коши-Сеге,
Пуассона и др.(см. нап. [6], [10])). В работе [11] были определены голоморфные
и плюригармонические функции для классических областей первого типа Кар-
тана, а также изучены операторы Лапласа и Хуа Ло-Кена. Более того, между
этими операторами была установлена взаимосвязь.

В данной работе найдена формула Карлемана для области Зигеля.

2. Предварительные сведения

Рассмотрим пространство m2 комплексных переменных, обозначаемое через
Cm2

. В некоторых вопросах точки Z этого пространства удобно представлять
в виде квадратных [m × m] - матриц, т.е. в виде Z = (zij)

m
i,j=1. При таком

представлении точек пространство Cm2

будем обозначать C[m×m].
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Верхняя полуплоскость не является ограниченной областью, но формулы
Карлемана для нее играют важную роль в дальнейшем изложении. В данной
статье мы рассматриваем формулы Карлемана в матричных областях Зигеля.

Пусть <II−классическая область второго типа по классификации Э.Картана,
определяется как множество

<II =
{
Z ∈ C[m×m] : I − ZZ > 0

}
,

где Z−симметрические матрицы порядка m, (I−единичная [m×m]−матрица).
Граница <II состоит из множества

∂<II =
{
Z ∈ C[m×m] : det(I − ZZ) = 0, I − ZZ ≥ 0

}
,

т.е. из множества матриц Z, для которых матрица I − ZZ является неотрица-
тельно определенной, но не положительно определенной эрмитовой матрицей
(ее собственные значения неотрицательны и хотя бы одно из них равно нулю).
На границе лежит множество

SII =
{
Z ∈ C[m×m] : ZZ = I

}
,

которое называется остовом <II (заметим, что SII является границей Шило-
ва для <II (см. [12, стр. 95])). Ясно, что SII есть множество всех унитарных
[m ×m]−матриц (множество унитарных матриц порядка m обозначается как
обычно U(m)). Следует отметить, что множество матриц{

Z : det(I − ZZ) = 0
}

содержит ограниченную компоненту, выделяемую условием I − ZZ ≥ 0, и
неограниченную, для которой I − ZZ ≤ 0. Эти компоненты пересекаются по
остову SII .

Пусть множество M ⊂ SII и µ(M) > 0, где µ−нормированная мера Лебега
на SII .

Параметризуем SII следующим образом: U = eiφu, 0 ≤ φ ≤ 2π, u ∈ SU(m),
где SU(m)— группа специальных унитарных матриц, т. е. detu = 1. Посколь-
ку detU = eimφ detu = eimφ, то множество {U : U = λu, |λ| = 1} , u ∈ SU(m)
пересекает множество элементов группы SU(m) ровно в m точках, соответ-
ствующих корням из единицы eimφ = 1.

Лемма 1 (см. [12]). Мера Хаара dµ многообразия SII может быть записа-
на в виде dµ = h(u)dϕdµ0(u), где dµ0— нормированная мера Лебега на SU(m),
a h — гладкая положительная функция на SU(m).

Введём обозначение

M0,u =
{
U : U ∈M, U = λu, λ = eiϕ , 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
, u ∈ SU(m),

M
′

0 = {u : u ∈ SU(m) , m1M0,u > 0} .
где m1−мера Лебега. По теореме Фубини µ0(M

′

0) > 0. Обозначим

ψ0(U) =
1

2πi

∫
M0,u

η + λ

η − λ
dη

η
, ϕ0 = expψ0 .

Класс Харди H1(<II) состоит из всех функций f , голоморфных в области
<II для которых

‖f‖H1 = sup
0<r<1

∫
SII

|f (rZ)| dµ <∞,
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здесь rZ = (rz11, rz12, ..., rznn).
Лемма 2 (см. [12]). Пусть f ∈ H1(<II). Тогда справедлива следующая

формула

f(0) =
m∫

M
′
0

dµ1
lim
j→∞

∫
M

f(U)

[
ϕ0(U)

ϕ0(0)

]j
dµU .

Пусть далее ϕA(Z)—автоморфизм области <II , переводящий точку A в 0
(см. [1]). Обозначим

µA(K) = µ1(ϕA
−1)(K)),

MA,ω = {U : U ∈M, U = ϕA
−1
(
λϕA

−1(ω)
)
}, |λ| = 1, ω ∈ SA = ϕA(SU(m)),

M
′

A = {ω : ω ∈ SA , m1MA,ω > 0},

ψA(U) =
1

2πi

∫
MA,ω

η + λ

η − λ
dη

η
, ϕA = expψA,

(ψA зависит от U , поскольку λ и ω - функции U).
Теорема 1 (см. [2]). Пусть f ∈ H1(<II). Тогда для любой точки A ∈ <II

справедлива формула Карлемана

f(A) =
m∫

M
′
A

dµA
lim
j→∞

∫
M

f(U)

[
ϕA(U)

ϕA(A)

]j
H(A,U)dµU ,

где H(A,U)−ядро Коши для классической области второго типа.

3. Основные результаты

Матричной верхней полуплоскостью называется область (область Зигеля)

DII = {W ∈ C[m×m] : ImW > 0}
где W = ‖wjk‖, (j, k = 1, ...,m)-симметрическая матрица порядка m, элемента-
ми которой служат комплексные числа из C, где ImW определено как

ImW =
1

2i
(W −W ).

Очевидно, что матрица ImW эрмитова: ее элементы hjk = 1
2i (wjk − wjk)

удовлетворяют условиям hjk = hkj , и в частности, hjj = Imwjj вещественны.
Неравенство H > 0 для эрмитовой матрицы H означает, что она положительно
определена, т.е. все ее собственные значения положительны.

На ∂DII имеет множество

ΓII = {W ∈ C[m×m] : ImW = 0} ,
которое называется остовом области DII . Оно состоит из всех эрмитовых мат-
риц порядка m.

Аналогично лемме 10.1 и теоремы 10.3 из [14] доказывается следующая
Лемма 3. Преобразование W = Φ(Z) (преобразование Кэли ), где

W = Φ(Z) = i(I + Z)(I − Z)
−1
, (1)

является биголоморфным отображением области <II на DII , при этом SII
переходит в ΓII .

Доказательство. Сначала докажем, что для Z ∈ <II матрица I −Z невы-
рождена. Прежде всего заметим, что из условия I − ZZ > 0 вытекает Z 6= 0.
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Пусть w −m мерный вектор-столбец и

(I − Z)w = 0.

Тогда w = Zw, откуда w∗ = w∗Z. Далее,

w∗w = w∗ZZw и w∗(I − ZZ)w = 0.

Так как условия
I − ZZ > 0 и I − ZZ > 0

эквивалентны (см. [1]), то левая часть последнего равенства при w 6= 0 поло-
жительно определена. Следовательно, w = 0. Это означает невырожденность
матрицы I −Z, т.е. существование (I − Z)

−1 и голоморфность отображения Φ
в области <II .

Далее, из (1) найдем:

ImW =
1

2i
(W −W ∗) =

1

2i

[
i(I + Z)(I − Z)

−1
+ i(I − Z)

−1
(I + Z)

]
=

=
1

2
(I − Z)

−1 [
(I − Z)(I + Z) + (I + Z)(I − Z)

]
(I − Z)

−1
=

=
1

2
(I − Z)

−1 [
I + Z − Z − ZZ + I − Z + Z − ZZ

]
(I − Z)

−1
=

= (I − Z)
−1 [

I − ZZ
]

(I − Z)
−1
.

Отсюда видно, что при невырожденности I − Z, эрмитовы матрицы

ImW и I − ZZ
одновременно положительно определены. Мы доказали, что Ф отображает <II
в DII .

Из (1) можно найти обратное отображение Z = Φ−1(W ):

Z = (W + iI)
−1

(W − iI). (2)

ПриW ∈ DII матрицаW + iI невырождена (это доказывается, как и выше).
Поэтому отображение Φ−1 голоморфно в DII . Из (1) также видно, что при
W ∈ DII невырождена и матрица I − Z, следовательно, I − ZZ > 0, т.е. Φ−1

отображает DII в <II .
Итак, отображение Φ биголоморфно отображает <II на DII , причем, из (2)

ясно, что оно преобразует SII в ΓII .
Лемма доказана.
С помощью преобразования классической области второго типа Φ и авто-

морфизма ΦA переводящее точку A ∈ <II в 0 (0−нулевая матрица порядка m)
(см. [1]), определим следующее преобразование

ΨB = Φ ◦ ΦA ◦ Φ−1, B = Φ(A),

которое является автоморфизмом области DII , переводящий точку B из DII

в точку iI.
Пусть U̇— элемент объема в SII , a V̇— элемент объема в ΓII . В [1] доказано

следующее соотношение между U̇ и V̇ при отображении Φ:

U̇ = 2
m(m+1)

2 (det(V 2 + I))
−m+1

2 V̇ , (3)

где V ∈ ΓII . Так как V ∗ = V и

det(V 2 + I) = det(V − iI) det(V + iI) =
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= det(V + iI) det(V + iI) = |det(V + iI)|2,
то (3) можно записать в виде

U̇ = 2
m(m+1)

2 |det(V + iI)|−(m+1)
V̇ . (4)

Для рассмотрения многомерных аналогов формул Карлемана желательно
расширить класс функций, для которых верны эти формулы в матричной верх-
ней полуплоскости DII (область Зигеля).

Класс функций, голоморфных в области DII обозначаем A(DII). Пусть f ∈
A(DII) и

f (W )

det2 (W + iI)
∈ H1 (ΓII) , (5)

т. е. по определению, найдется такое C1 > 0, что, выполняется соотношение

lim
r→1−0

∫
ΓII

∣∣∣∣ f (rW )

det2 (rW + iI)

∣∣∣∣ dµV =

=

∫
ΓII

∣∣∣∣ f (V )

det2 (V + iI)

∣∣∣∣ dµV < C1 < +∞. (6)

Теперь, используя отображение (1) и соотношения (3) и (4), мы получим
следующие равенства: ∫

SII

∣∣∣f (i (I + U) (I − U)
−1
)∣∣∣ dµU =

= 2
m(m+1)

2

∫
ΓII

∣∣∣f (V ) |det(V + iI)|−(m+1)
∣∣∣ dµV =

= 2
m(m+1)

2

∫
ΓII

∣∣∣∣ f (V )

det2 (V + iI)
· |det(V + iI)|−m+1

∣∣∣∣ dµV . (7)

Интеграл (7) ограничен, потому что по соотношению (6), интеграл дроби
первого множителя ограничен, а также интеграл (7) сходится, так как под
интегралом существует V + iI-невырожденная матрица1.

Из этого следует, что найдется C2 > 0,∫
SII

∣∣∣f (i (I + U) (I − U)
−1
)∣∣∣ dµU < C2,

т.е.
f
(
i (I + Z) (I − Z)

−1
)
∈ H1 (SII) . (8)

Следовательно, для справедливость (8) тогда и только тогда, когда спра-
ведливо (5). Заметим, что скалярный вариант вышеприведенного соотношения
представлен в работе [13, стр. 147].

1На самом деле этот интеграл ведет себя как несобственный интеграл
+∞∫
a

1
xα
dx, (a > 0),

как известно, этот интеграл сходится в α > 2.
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Теорема 2. Если функция f ∈ A(DII) удовлетворяет условию (5) и мно-
жество M̃ ∈ ∂DII имеет положительную меру Лебега, то верна следующая
формула Карлемана

f(W ) =
det

m+1
2 (W + iI)

i(
m+1

2 )
2 ×

× lim
j→∞

∫
M̃

f(V )

[
ϕ̃(V )

ϕ̃(W )

]j
dµV

det
m+1

2 (V −W )det
m+1

2 (V + iI)
, (9)

предел в которой достигается равномерно на компактах из ∂DII , где V ∈ M̃.
Доказательство. Пусть F (Z) = f(i(I+Z)(I − Z)

−1
), тогда F (Z) ∈ H1(<II)

и справедлива формула Карлемана

F (Z) = lim
j→∞

∫
M

F (U)

[
ϕ(U)

ϕ(Z)

]j
dµU

det
m+1

2 (I − ZU∗)
,

где M−образ M̃ при отображении Z = (W + iI)
−1

(W − iI) области Зигеля на
классическую область второго типа.

Далее рассмотрим обратное отображение к (1)

Z = (W + iI)
−1

(W − iI), U = (V + iI)
−1

(V − iI),

и сделаем следующие вычисления:

I − ZU∗ = I − (W + iI)
−1

(W − iI)(V + iI)(V − iI)
−1

=

= (W + iI)
−1 [

(W + iI)(V − iI)− (W − iI)(V + iI)
]

(V − iI)
−1

=

= (W + iI)
−1 [

WV − iW + iV + I −WV − iW − iV − I
]

(V − iI)
−1

=

= 2i(W + iI)
−1 [

V −W
]

(V − iI)
−1
,

и условие (3) будет выполняться

dµU = 2
m(m+1)

2 |det(V + iI)|−(m+1)
dµV .

Вычисления показывают, что

dµU

det
m+1

2 (I − ZU∗)
=

det
m+1

2 (W + iI)det
m+1

2 (V − iI)

(2i)
m(m+1)

2 det
m+1

2 (V −W )
· 2

m(m+1)
2 dµV∣∣∣det

m+1
2 (V + iI)

∣∣∣2 =

=
det

m+1
2 (W + iI)

i
m(m+1)

2 det
m+1

2 (V −W )det
m+1

2 (V + iI)
dµV .

Далее, ϕ играет роль ϕ̃ для множестваM. По теореме М.А.Лаврентьева (см.
[15]) M− множество тоже положительной меры Лебега, такое что гармониче-
ская мера M переходит в гармоническую меру M̃ , следовательно, ϕ перейдет
в ϕ̃, и мы приходим к формуле (9).

Теорема доказана.
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