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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ВЫСОКОЧАСТОТНОГО ПОТЕНЦИАЛА
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ ПО АСИМПТОТИКЕ

РЕШЕНИЯ.СЛУЧАЙ ЗАДАЧИ КОШИ

Э.В.Кораблина,В.Б.Левенштам

Abstract. The Cauchy problem is considered for the wave equation
with an unknown right part that rapidly oscillates in time. This part is
reconstructed from the three-term asymptotics of the solution given at
one point of the space. In this case, an approach developed earlier by one
of the authors of this article is used to solve the inverse problems with
rapidly oscillating data.

Keywords: wave equation, Cauchy problem, asymptotics of a solution,
reconstruction of an unknown high-frequency potential.

Введение

В работе рассматривается задача Коши для одномерного волнового уравне-
ния, правая часть которого является быстро осциллирующей по времени, но
неизвестна. Исследован вопрос о её восстановлении по заданной в некоторой
точке пространства трёхчленной асимптотике решения. При этом использует-
ся разработанный ранее одним из авторов данной работы алгоритм (см. [1-4])
решения обратных коэффициентных задач с быстро осциллирующими данны-
ми.

Молодой, но уже разработанной с большой полнотой теории обратных задач
посвящён целый ряд монографий (см., например, [5-8]) и большое число ста-
тей. Однако, задачи с быстро осциллирующими данными в классической тео-
рии не рассматривались. В данной работе правая часть волнового уравнения
является произведением двух функций, одна из которых зависит от простран-
ственной и временной переменных, а вторая (высокочастотная)− от временной
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и быстрой временной переменных. Вторая функция не известна. Для её опре-
деления задано дополнительное условие−трёхчленная асимптотика решения,
вычисленная в некоторой фиксированной точке пространства. Отметим, что
в этом заключается основное отличие данной постановки обратной задачи от
классики, где дополнительные условия ставятся на точное решения. В работе
доказана теорема о существовании и единственности решения рассматривае-
мой обратной задачи. Доказательство опирается на предварительно постро-
енную и обоснованную трёхчленную асимптотику решения задачи Коши для
волнового уравнения с известными входными данными.

1. Построение асимптотики и её обоснование

Пусть T > 0,П = {(x, t) : x ∈ R, t ∈ [0, T ]}−полоса, Ω = {(x, t, τ) : (x, t) ∈
П, τ ∈ [0,∞)}− бесконечный прямоугольный параллелепипед. На множестве П
рассмотрим задачу Коши с большим параметром ω вида: utt − uxx = f(x, t, ωt)

u|t=0 = 0
ut|t=0 = 0

(1.1)

Здесь f(x, t, τ)−вещественная функция, определённая и непрерывная на мно-
жестве Ω, а также 2π−периодическая по τ . Решения всех задач в данной ра-
боте понимаются в классическом смысле. Символом F (x, t) обозначим среднее
функции f(x, t, τ) по τ :

F (x, t) =< f(x, t, τ) >≡ 1

2π

∫ 2π

0

f(x, t, τ)dτ.

Пусть функция F (x, t) является непрерывно дифференцируемой по перемен-
ным (x, t) на множестве П. Введём в рассмотрение функцию φ(x, t, τ) = f(x, t, τ)−
F (x, t) и будем предполагать, что она непрерывна на множестве Ω, а также пять
раз непрерывно дифференцируема по переменной x и по переменной t.

Пусть uω(x, t)− решение задачи (1.1). Его асимптотику можно строить в
виде ряда:

uω(x, t) ∼ u0(x, t) +
1

ω
u1(x, t) +

1

ω2
(u2(x, t) + v2(x, t, ωt))+

...+
1

ωk
(uk(x, t) + vk(x, t, ωt)) + ..., (1.2)

где функции uk(x, t) и vk(x, t, τ) определены и непрерывны в П и Ω соответ-
ственно, а также дважды непрерывно дифференцируемы по x и по (t, τ), при-
чём, vk(x, t, τ)− 2π−периодические по τ с нулевым средним:

< vk(x, t, τ) >= 0.

Все рассматриваемые в работе функции вещественные.
Для формулировки теоремы введём следующие обозначения. Прежде всего

определим два типа линейных однозначно разрешимых задач. К первому отне-
сём задачу для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка
вида: 

∂2s(x,t,τ)
∂τ2 = ψ(x, t, τ)

s(x, t, τ + 2π) = s(x, t, τ)
< s(x, t, τ) >= 0,

(1.3)
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где ψ(x, t, τ)−определённая и непрерывная на множестве Ω функция, 2π−периодическая
по τ ∈ [0;∞) с нулевым средним. Как известно, решение задачи (1.3) имеет вид:

s(x, t, τ) =

∫ τ

0

(∫ z

0

ψ(x, t, s)ds−
〈∫ τ

0

ψ(x, t, s)ds
〉)
dz−

−
〈∫ τ

0

(∫ z

0

ψ(x, t, s)ds−
〈∫ τ

0

ψ(x, t, s)ds
〉)
dz
〉
.

Всюду в работе среднее < ... > вычисляется по переменной τ . Ко второму
типу отнесём задачу Коши для волнового уравнения второго порядка в полосе
(x, t) ∈ П вида:  utt(x, t)− uxx(x, t) = g(x, t)

u(x, t)|t=0 = a(x)
ut(x, t)|t=0 = b(x),

(1.4)

где функции g(x, t) и a(x), b(x) определены в полосе П и на R соответственно,
причём g(x, t) и b(x)−непрерывно дифференцируемы по (x, t) и x соответствен-
но, а a(x)− дважды непрерывно дифференцируема. Решение задачи (1.4), как
известно, выражается формулой Даламбера:

u(x, t) =
1

2
(a(x− t) + a(x+ t)) +

1

2

∫ x+t

x−t
b(ξ)dξ +

1

2

∫ t

0

ds

∫ x+(t−s)

x−(t−s)
g(ξ, s)dξ.

Для любого положительного M определим прямоугольник ПM = {(x, t) :
|x| ≤ M, t ∈ [0, T ]}, а также введём в рассмотрение (k + 1)−членную (k = 1, 2)
асимптотику решения задачи (1.1) (см. 1.2):

k
uω (x, t) = u0(x, t) +

1

ω
u1(x, t) + ...+

1

ωk
(uk(x, t) + vk(x, t, ωt)).

Теорема 1. Для каждого M > 0 справедлива асимптотическая формула:

||uω(x, t)− 2
uω (x, t)||C(ПM ) = O(ω−3), ω →∞,

где un(x, t), n = 0, 1, 2, и v2(x, t, τ)− решения задач типа (1.4) и (1.3) соот-
ветственно.

Доказательство. Подставим формально ряд (1.2) в уравнения (1.1):

∂2u0(x,t)
∂t2 + 1

ω
∂2u1(x,t)

∂t2 + 1
ω2

(
∂2u2(x,t)

∂t2 + ∂2v2(x,t,τ)
∂t2 + 2ω ∂

2v2(x,t,τ)
∂t∂τ + ω2 ∂

2v2(x,t,τ)
∂τ2

)
−

−∂
2u0(x,t)
∂x2 − 1

ω
∂2u1(x,t)
∂x2 − 1

ω2

(
∂2u2(x,t)
∂x2 + ∂2v2(x,t,τ)

∂x2

)
+ ... = f(x, t, τ)[

u0(x, t) + 1
ωu1(x, t) + 1

ω2

(
u2(x, t) + v2(x, t, τ)

)
+ ...

]∣∣∣
t,τ=0

= 0[
∂u0(x,t)

∂t + 1
ω
∂u1(x,t)

∂t + 1
ω2

(
∂u2(x,t)

∂t + ∂v2(x,t,τ)
∂t + ω ∂v2(x,t,τ)∂τ

)
+ ...

]∣∣∣
t,τ=0

= 0.

В каждом из трёх последних равенств приравняем коэффициенты поочерёдно
при степенях ω0, ω−1, ω−2, ω−3, а затем применим к полученным уравнениям
операцию усреднения по τ, τ = ωt. В результате придём к набору задач:

∂2u0(x,t)
∂t2 − ∂2u0(x,t)

∂x2 = F (x, t)
u0(x, t)|t=0 = 0
∂u0(x,t)

∂t

∣∣∣
t=0

= 0;

(1.5)
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∂2v2(x,t,τ)

∂τ2 = φ(x, t, τ)
v2(x, t, τ + 2π) = v2(x, t, τ)
< v2(x, t, τ) >= 0;

(1.6)


∂2u1(x,t)

∂t2 − ∂2u1(x,t)
∂x2 = 0

u1(x, t)|t=0 = 0
∂u1(x,t)

∂t |t=0 + ∂v2(x,t,τ)
∂τ |t,τ=0 = 0;

(1.7)


∂2v3(x,t,τ)

∂τ2 = −2∂
2v2(x,t,τ)
∂t∂τ

v3(x, t, τ + 2π) = v3(x, t, τ)
< v3(x, t, τ) >= 0;

(1.8)


∂2u2(x,t)

∂t2 − ∂2u2(x,t)
∂x2 = 0

u2(x, t)|t=0 + v2(x, t, τ)|t,τ=0 = 0
∂u2(x,t)

∂t |t=0 + ∂v2(x,t,τ)
∂t |t,τ=0 + ∂v3(x,t,τ)

∂τ |t,τ=0 = 0;

(1.9)


∂2v4(x,t,τ)

∂τ2 = ∂2v2(x,t,τ)
∂x2 − ∂2v2(x,t,τ)

∂t2 − 2∂
2v3(x,t,τ)
∂t∂τ

v4(x, t, τ + 2π) = v4(x, t, τ)
< v4(x, t, τ) >= 0;

(1.10)


∂2u3(x,t)

∂t2 − ∂2u3(x,t)
∂x2 = 0

u3(x, t)|t=0 + v3(x, t, τ)|t,τ=0 = 0
∂u3(x,t)

∂t |t=0 + ∂v3(x,t,τ)
∂t |t,τ=0 + ∂v4(x,t,τ)

∂τ |t,τ=0 = 0.

(1.11)

Положим
3

ûω (x, t) =
3
uω (x, t) + 1

ω4 v4(x, t, ωt). Тогда:
(

3

ûω (x, t))tt − (
3

ûω (x, t))xx = f(x, t, ωt) + z(x, t, ωt)
3

ûω (x, t)|t=0 = w(x)

(
3

ûω (x, t))t|t=0 = r(x),

(1.12),

где функции z(x, t, τ), w(x) и r(x) имеют вид:

z(x, t, τ) =
1

ω3

(∂2v3(x, t, τ)

∂t2
−∂

2v4(x, t, τ)

∂x2
+2

∂2v4(x, t, τ)

∂t∂τ

)
+

1

ω4

(∂2v4(x, t, τ)

∂t2
−∂

2v4(x, t, τ)

∂x2

)
,

w(x) =
1

ω4
v4(x, 0, 0),

r(x) =
1

ω4

∂v4(x, t, τ)

∂t

∣∣∣
t,τ=0

.

Отсюда вытекают асимптотические равенства:

z(x, t, τ) = O(ω−3), ω →∞, равномерно относительно (x, t, τ), (x, t, τ) ∈ Ω,

w(x) = O(ω−4), ω →∞, равномерно относительно x, |x| ≤M,

r(x) = O(ω−4), ω →∞, равномерно относительно x, |x| ≤M.

Таким образом:

‖ uω(x, t)− 2
uω (x, t) ‖C(ПM )≤‖ uω(x, t)−

3

ûω (x, t) ‖C(ПM ) + ‖
3

ûω (x, t)− 2
uω (x, t) ‖C(ПM )=

= O(ω−3) +O(ω−3) = O(ω−3), ω →∞
Из полученных оценок следует утверждение теоремы 1. �
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2. Обратная задача

Пусть T и П−те же, что в пункте 1. В полосе П рассмотрим задачу Коши: utt − uxx = f(x, t)r(t, ωt)
u|t=0 = 0
ut|t=0 = 0

(2.1)

Относительно функций f(x, t) и r(t, τ) сделаем следующие предположения.
Функция f(x, t) определена и непрерывна на множестве П и имеет на нём
непрерывные производные пятого порядка по переменной x и по переменной
t. Функция r(t, τ) определена и непрерывна на множестве Q = {(t, τ) : t ∈
[0, T ], τ ∈ [0;∞)}, а также представима в виде r(t, τ) = r0(t)+r1(t, τ), где функ-
ция r0(t) непрерывно дифференцируема на отрезке [0;T ], а r1(t, τ) непрерывна
на множестве Q и пять раз непрерывно дифференцируема по переменной t, а
также 2π−периодическая по τ с нулевым средним:

< r1(t, τ) >= 0

Функцию r(t, τ), удовлетворяющую указанным выше условиям, будем, для
краткости, называть функцией класса (I). В данном пункте функция f счита-
ется известной, а r−неизвестной.

Пусть заданы следующие объекты: точка x0, для которой f(x0, t) 6= 0, t ∈
[0, T ]; функция q(t) непрерывная, трижды непрерывно дифференцируемая на
отрезке [0, T ] и удовлетворяющая условию q(0) = q′(0) = 0; функция χ(t, τ)
непрерывная на множестве Q и 2π−периодическая по τ с нулевым средним,
дважды непрерывно дифференцируемая по переменной τ , причём χ′′τ2(t, τ) пять
раз непрерывно дифференцируема по переменной t. Введём ещё две функции

φ(t) = ũ1(x0, t),

ψ(t) = ũ2(x0, t),

где ũ1(x, t), ũ2(x, t)−решения задач (1.7)-(1.9), в которых положено v2(x, t, τ) =
f(x,t)χ(t,τ)
f(x0,t)

.
Определение. Задачу о нахождении функции r(t, τ) класса (I), при кото-

рой решение задачи (2.1) на отрезке (x0, t), t ∈ [0, T ], удовлетворяет условию:∣∣∣∣∣∣uω(x0, t)− q(t)−
1

ω
φ(t)− 1

ω2
(ψ(t) + χ(t, ωt))

∣∣∣∣∣∣
C([0,T ])

= O(ω−3), ω →∞, (2.3)

будем называть обратной задачей.

Теорема 2. Обратная задача имеет единственное решение.

Доказательство. Согласно теореме 1 решение задачи Коши (2.1) удовлетво-
ряет условию∣∣∣∣∣∣uω(x, t)−u0(x, t)− 1

ω
u1(x, t)− 1

ω2
(u2(x, t)+v2(x, t, ωt))

∣∣∣∣∣∣
C(ПM )

= O(ω−3), ω →∞,

где ui, vi− те же, что в пункте 1. Отсюда, с учётом (2.3), следует

u0(x0, t) +
1

ω
u1(x0, t) +

1

ω2
(u2(x0, t) + v2(x0, t, ωt)) =

= q(t) +
1

ω
φ(t) +

1

ω2
(ψ(t) + χ(t, ωt)) +O(ω−3) (2.4)
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Приравняем коэффициенты при степенях ω0, ω−1, ω−2 в равенстве (2.4). От-
сюда, с учётом операции усреднения по τ, τ = ωt, получим равенства:

u0(x0, t) = q(t); (2.5)

u1(x0, t) = φ(t); (2.6)

u2(x0, t) = ψ(t); (2.7)

v2(x0, t, τ) = χ(t, τ). (2.8)

В силу пункта 1

u0(x0, t) =
1

2

∫ t

0

r0(s)

∫ x0+(t−s)

x0−(t−s)
f(ξ, s)dξds.

Отсюда и из (2.5) следует равенство:

q(t) =
1

2

∫ t

0

r0(s)

∫ x0+(t−s)

x0−(t−s)
f(ξ, s)dξds.

Продифференцировав его дважды по t, получим уравнение Волтерра 2 рода:

q′′(t) = r0(t)f(x0, t) +
1

2

∫ t

0

r0(s)[f ′x(x0 + (t− s), s)− f ′x(x0 − (t− s), s)]ds,

из которого следует существование и единственность решения r0 ∈ C1(0, T ).
Теперь продифференцируем (2.8) по переменной τ дважды. В силу (1.6) полу-
чим:

f(x0, t)r1(t, τ) =
∂2χ(t, τ)

∂τ2

Таким образом, функция r1(t, τ) также определяется единственным образом.
В силу наложенных условий на функции q(t) и χ(t, τ), полученная функция
r(t, τ) = r0(t) + r1(t, τ), принадлежит классу (I).

Нетрудно показать, что при найденной функции r(t, τ) решение задачи Ко-
ши (2.1) удовлетворяет требуемой асимптотической формуле (2.3).Теорема 2
доказана. �
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