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Abstract. Рассматривается задача аналитического продолжения
решения системы моментной теории упругости в пространственной
области по значениям решения и значениям его напряжений на ча-
сти границы этой области, т.е. задача Коши. Приводится критерий
разрешимости поставленной завдачи.
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1. Введение

В работе предлагается явная формула восстановления решения систем мо-
ментной теории упругости в пространственной области по его значениям и зна-
чениям его напряжений на части границы этой области и приводится критерий
разрешимости поставленной задачи.

Решение задачи Коши для одномерной системы уравнений Коши-Римана
впервые получил Т. Карлеман в 1926 г [1]. Им была предложена идея введе-
ния в интегральную формулу Коши дополнительной функции, позволяющей
путем предельного перехода погасить влияние интегралов по части границы,
где значения продолжаемой функции не заданы. Идею Карлемана развили
Г.М.Голузин и В.И. Крылов (1933) [2], которые нашли общий способ получе-
ния формул Карлемана для одномерной системы уравнений Коши-Римана.

На основе результатов Карлемана и Голузина-Крылова М.М. Лаврентьев
ввел понятие функции Карлемана для одномерной системы уравнений Коши-
Римана. Метод Лаврентьева [3] состоит в аппроксимации ядра Коши на допол-
нительной части границы области вне носителя данных задачи Коши.
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Функция Карлемана задачи Коши для уравнения Лапласа - это фундамен-
тальное решение, зависящее от положительного числового параметра, стре-
мящегося к нулю вместе со своей производной по нормали на части границы
области вне носителя данных Коши, когда параметр стремится к нулю. При
помощи функции Карлемана и интегральной формулы Грина получается фор-
мула Карлемана, которая дает точное решение задачи Коши, когда данные за-
даны точно. Построение функции Карлемана позволяет также строить регуля-
ризацию, когда данные Коши заданы приближенно. Существование функции
Карлемана следует из аппроксимационной теоремы С.Н.Мергеляна (1956).

В 1959 г. В.А.Фок и Ф.М.Куни нашли применение формулы Карлемана для
одномерной системы уравнений Коши-Римана. В случае, когда часть границы
области является отрезком действительной оси, используя формулу Карлема-
на, они нашли критерий разрешимости задачи Коши для системы уравнений
Коши-Римана на плоскости. Аналог формулы Карлемана и критерии разреши-
мости задачи Коши для аналитических функций многих переменных получен в
работе А.А.Гончара (1985), Л.А.Айзенберга (1990), А.М.Кытманова (1991), для
гармонических функций в работе Ш.Я.Ярмухамедова, Н.Н.Тарханова (1995).

Система уравнений теории упругости эллиптическая. Соответственно зада-
ча Коши для таких систем является некорректной. Решение может существо-
вать, тогда оно единственно, но не устойчиво, т.е. решение не устойчиво отно-
сительно малого изменения данных. В некорректных задачах существование
решения и принадлежности её к классу корректности предполагается в апри-
ори.

В данной работе для решения поставленной задачи применяется метод "функ-
ция Карлемана"[2].

Пусть x = (x1, x2, x3) и y = (y1, y2, y3) точки вещественного евклидово про-
странство R3, D−ограниченная односвязная область в R3, с кусочно-гладкой
границей ∂D состоящей из гладкой поверхности S лежащей в полупростран-
стве y3 > 0 и плоской части ∂D\S : y3 = 0.

Пусть шести компонентный вектор-функция U(x) = (u1(x), u2(x), u3(x),
v1(x), v2(x), v3(x)) = (u(x), v(x)) удовлетворяет в области D системы уравнений
моментной теории упругости [4]:

(1)
{

(µ+ α)∆u+ (λ+ µ− α)graddiv u+ 2α rotv + ρω2u+ ρF = 0,
(ν + β)∆v + (ε+ ν − β)graddiv v + 2α rotu− 4αv + θω2v + ρG = 0,

где F− массовая сила, G− массовый момент, ω− частота колебания, ρ− плот-
ность среды, θ− положительный коэффициент, а коэффициенты λ, µ, ν, β, ε, α
характеризующие среды, удовлетворяют условиям µ > 0, 3λ + 2µ > 0, α >
0, 3ε+ 2ν > 0, β > 0.

Для краткости изложения в дальнейшем систему (1) удобно записать в мат-
ричной форме. С этой целью введем матричный дифференциальный оператор

M = M(∂x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣ M (1) M (2)

M (3) M (4)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где

M (i) =
∥∥∥M (i)

kj

∥∥∥
3×3

, i = 1, 2, 3, 4,
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причем

M
(1)
kj = δkj(µ+ α)(M +ω2

1) + (λ+ µ− α)
∂2

∂xk∂xj
,

M
(2)
kj = M

(3)
kj = −2α

3∑
p=1

εkjp
∂

∂xp
,

M
(4)
kj = δkj(ν + β)(M +ω2

2) + (ε+ ν − β)
∂2

∂xk∂xj
,

здесь ω2
1 = ρω2

µ+α , ω
2
2 = θ ω2−4α

ν+β , δkj =

{
1, если k=j
0, если k 6= j,

εkjp-так называемый

ε- тензор или символ Леви - Чивита, определяемый равенствами

εkjp =

 0, если по крайней мере два из трех индексов k, j, p равны
1, если (k, j, p) содержит четное число перестановок чисел (1, 2, 3)
−1, если(k, j, p) содержит нечетное число перестановок чисел (1, 2, 3).

Тогда уравнение упруго-колебательного состояние среды D, соответствую-
щего массовой силе F и массовому моменту G иммет вид

(2) M(∂x)U(x) + ρF = 0,

где U =

(
u
v

)
, F =

(
f
g

)
.

Теперь введем оператор напряжения систем моментной теории упругости.
Пусть x = (x1, x2, x3)− точка среды, а n(x) = (n1(x), n2(x), n3(x))−произволный
единичный вектор в точке x. Введем матричный дифференциальный оператор

T (∂x, n(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣ T (1)(∂x, n(x)) T (2)(∂x, n(x))
T (3)(∂x, n(x)) T (4)(∂x, n(x))

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
T (i)(∂x, n(x)) =

∥∥∥T (i)
kj (∂x, n(x))

∥∥∥
3×3

, i = 1, 2, 3, 4,

T
(1)
kj (∂x, n(x)) = λnk

∂

∂xj
+ (µ− α)nj(x)

∂

∂xk
+ (µ+ α)δkj

∂

∂n(x)
, k, j = 1, 2, 3,

T
(2)
kj (∂x, n(x)) = −2α

3∑
p=1

εkjpnp(x), T
(3)
kj (∂x, n(x)) = 0, k, j = 1, 2, 3,

T
(4)
kj (∂x, n(x)) = ε nk(x)

∂

∂xj
+ (ν − β)nj(x)

∂

∂xk
+ (ν + β)

∂

∂n(x)
, k, j = 1, 2, 3.

Основная цель в моментной теории упругости является определение упруго-
колебательного состояния среды. Состояние непрерывно завысит от граничных
данных. Дело заключается в том, что эти данные получаются при проведения
эксперимента и поэтому они отличаются от точных данных. Определение точ-
ного состояния при приближенных данных является очень важным и коррект-
ным условием.

В моментной теории упругости рассматриваются в основном четыре кор-
ректные задачи. Это нахождение в упруго-колебательном состоянии смещения
и вращения, сила и момент, перемещение и момент, наконец, вращение и сила
напряжения, когда на все границы задаются данные.



4 И.Э. НИЁЗОВ

Однако, в математической физике встречаются и некорректные задачи [5,6,7].
В настоящей работе мы рассматриваем одна из таких задач.

2. Фундаментальное решение и формула Сомилиана

Однородное уравнение установившихся колебаний моментной теории упру-
гости имеет вид

(3) M(∂x)U(x) = 0.

Определение 1. Фундаментальным решением типа свертки для однород-
ного уравнения (3) называется (6×6) матрица-функция Ψ, удовлетворяющая
следующие равенства M(Ψ ∗ U) = U и Ψ ∗ (MU) = U при любом U ∈ C∞ с
компактным носителем и со значением в R6.

Из этого определения следует

M(∂x)Ψ(x− y) = δ(x− y)E6,

M
′
(∂y)(Ψ(x− y))∗ = δ(x− y)E6,

для всех (x, y) ∈ R3×R3, где M
′
транспонированный дифференциальный опе-

ратор M,Ψ∗ транспонированная матрица Ψ, δ-обобщенная функция Дирака.
Приведем один простой способ построения таких фундаментальных реше-

ний [4].
Фундаментальное решение можно будет получить с помощью формулы Ψ =

Mϕ, гдеM− называется дополнительной матрицей M , которая удовлетворяет
уравнению MM = MM = (detM)E6 и ϕ фундаментальное решение типа
свертки для дифференциального оператора detM.

Обозначим алгебраическое дополнение элемента Mkj(∂x)(k, j = 1, 6) в опре-
делителе detM(∂x), через Mkj(∂x). После элементарных, хотя и громоздких
вычислений для элементовMkj(∂x) матрицы

M(∂x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣ M(1)(∂x) −M(3)(∂x)
−M(2)(∂x) M(4)(∂x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6×6

,

получим

M(1)
kj = α0

{
δkj(M +k21)(M +ω2

2)

µ+ α
− 1

λ+ 2µ

[
(λ+ µ− α)(M +ω2

2)

µ+ α
−

− 4α2

(µ+ α)(ν + β)

]
∂2

∂xk∂xj

}(
M +k22

) (
M +k23

) (
M +k24

)
,

M(2)
kj =M(3)

kj =
2αα0

(µ+ α)(ν + β)

3∑
q=1

εkjq
∂

∂xq
(M +k21)(M +k22)(M +k23)(M +k24),

M(4)
kj = α0

{
δkj(M +k22)(M +ω2

1)

ν + β
− 1

ε+ 2ν

[
(ν + ε− β)(M +ω2

1)

ν + β
−

− 4α2

(µ+ α)(ν + β)

]
∂2

∂xk∂xj

}
(M +k21)(M +k23)(M +k24),

(4)
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где

k21 =
ρω2

λ+ 2µ
, k22 =

θω2 − 4α

ε+ 2ν
,

k23 и k24 удовлетворяют условиям

k23 + k24 = ω2
3 + ω2

4 +
4α2

(µ+ α)(ν + β)
, k23k

2
4 = ω2

3ω
2
4 ,

α0 = (µ+ α)2(ν + β)2(λ+ 2µ)(ε+ 2ν) > 0.

Легко заметить, чтоM(∂x) (как M(∂x)) является самосопряженным опера-
тором, т.е.M(∂x) = (M(−∂x))

′
, где штрих означает операцию транспонирова-

ния. Подставляя в M(∂x)U = 0 вместо U матрицу

(5) U = (M(∂x))
′
ϕ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ M(1)(∂x) M(2)(∂x)
M(3)(∂x) M(4)(∂x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ
где ϕ− искомая скалярная функция, получим

detM(∂x)ϕ = α0

(
M +k21

) (
M +k22

) (
M +k23

)2 (
M +k24

)2
ϕ = 0.

В (5) каждый элемент содержит множитель α0

(
M +k23

) (
M +k24

)
ϕ, поэтому до-

статочно найти именно функцию

ψ = α0

(
M +k23

) (
M +k24

)
ϕ.

Для её определения имеем уравнение(
M +k21

) (
M +k22

) (
M +k23

) (
M +k24

)
ψ = 0.

Для того чтобы матрица решений (5) оказалась фундаментальной, мы долж-
ны найти такое решение последнего уравнения, частные производные шестого
порядка которого имеют особенности лишь вида |x|−1. Такое решение, если оно
существует, должно удовлетворять условиям(

M +k2q+1

) (
M +k2q+2

) (
M +k2q+3

)
ψ = (2π|x|)−1 exp (ikq|x|) , q = 1, 2, 3, 4,

k5 = k1, k6 = k2, k7 = k3.

Рассматривая эти соотношения как систему уравнений относительно ψ, M ψ,
M2 ψ, M3 ψ найдем

(6) ψ =

4∑
q=1

Aq (2π|x|)−1 exp (ikq|x|) ,

где Aq =
3∏
s=1

1

(k2q+s−k2q)
.

Соотношения (6) позволяет легко проверить, что ψ удовлетворят всем по-
ставленным выше условиям.

Выражение для ψ в (6) мы получим в предположении, что постоянные
k2q (q = 1, 2, 3, 4) отличны друг от друга. Теперь найденный ψ подставляем в
(4) и получим матрицу фундаментальных решений U(x) из (5) которую обозна-
чим через Ψ. Таким образом блочно-симметричная матрица фундаментальных
решений имеет вид

Ψ(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣ Ψ(1)(x) Ψ(2)(x)
Ψ(3)(x) Ψ(4)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6×6
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где
Ψ(i) =

∥∥∥Ψ
(i)
kj (x)

∥∥∥
3×3

, i = 1, 2, 3, 4,

Ψ
(1)
kj (x) =

4∑
q=1

(
δkjaq + bq

∂2

∂ xk∂ xj

)(
− 1

4π
· exp (ikq|x|)

|x|

)
,

Ψ
(2)
kj (x) = Ψ

(3)
kj (x) =

2α

µ+ α

4∑
q=1

3∑
m=1

εqεkjm
∂

∂xm

(
− 1

4π
· exp (ikq|x|)

|x|

)
,

Ψ
(4)
kj (x) =

4∑
q=1

(
δkjcq + dq

∂2

∂xk∂xj

)(
− 1

4π
· exp (ikq|x|)

|x|

)
,

для k, j = 1, 2, 3. Все константы определяются из следующих равенств

aq =
(−1)q(ω2

2 − k2q)(δ3q + δ4q)

(µ+ α)(k23 − k24)
, bq = − δ1q

ρω2
+
aq
k2q
,

4∑
q=1

bq = 0,

cq =
(−1)q(ω2

1 − k2q)(δ3q + δ4q)

(β + ν)(k23 − k24)
, dq = − δ2q

(θω2 − 4α)
+
cq
k2q
,

4∑
q=1

dq = 0,

εq =
(−1)q(δ3q + δ4q)

(β + ν)(k23 − k24)
,

4∑
q=1

εq = 0,

здесь k23 6= k24, θω
2 − 4α 6= 0.

Теорема 2.1. Каждый столбец матрицы Ψ(x) рассматриваемый как век-
тор, удовлетворяет системе (3) во всех точках пространства R3, кроме на-
чала координат.

Для матрицы фундаментальных решений имеет места равенства [8]

Ψ∗(x− y) = Ψ(y − x).

Имеет место формула Сомилианы [8].
Теорема 2.2. Для любой функции U ∈ C1(D) со значениями в R6, такое

что M(∂x)U ∈ L1(D) имеет место∫
∂D

(
{T (∂y, n(y)) Ψ(y − x)}∗ U(y)−Ψ(x− y) {T (∂y, n(y))U(y)}

)
dsy+

+

∫
D

Ψ(x− y)M(∂y)U(y)dy =

{
U(x) , x ∈ D

0 , x /∈ D.

(7)

где ” ∗ ” y матрицы означает операцию транспонирования.
Доказательство этой теоремы вытекает из леммы
Лемма 2.3. Для любых регулярных функций U и G (т.е. из класса C2(D)∩

C1(D)) на D со значениями в R6 имеет место∫
D

(
Ψ(x− y) {M(∂y)U(y)} − {M(∂y)Ψ(x− y)}∗ U(y)

)
dy =

=

∫
∂D

(
Ψ(x− y) {T (∂y, n(y))U(y)} − {T (∂y, n(y)) Ψ(y − x)}∗ U(y)

)
dsy.
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3. Задача Коши и критерий разрешимости

Постановка задачи.Пусть S−гладкая открытая часть поверхности ∂D.
Рассмотрим задачу Коши для системы (1): Надо найти решение системы (1)
U(x) в D по данным U(y) = U0(y), T (∂y, n(y))U(y) = U1(y), y ∈ S т.е.

(8)

 M (∂x)U(x) + ρF (x) = 0 , x ∈ D
U(y) = U0(y) , y ∈ S

T (∂y, n(y))U(y) = U1(y), y ∈ S,

где U0 ∈ C1(S) ∩ L1(S), U1 ∈ C(S) ∩ L1(S), F ∈ C(D,R6).
Известно что, это задача некорректна. Некорректность задачи аналогична

задаче Коши для уравнения Лапласа [9]. При предположении существования
решения единственность следует из условия задачи. Для решения задачи (8)
определим следующую функцию

(9)

U (U0 ⊕ U1) (x) =

∫
S

(
{T (∂y, n(y)) Ψ(y − x)}∗ U0(y)−Ψ(x− y)U1(y)

)
dsy−

−
∫
D

Ψ(x− y)ρF (y)dy

для x ∈ R3\S.
Так как фундаментальное решение Ψ является вещественным и аналитич-

ным кроме, начала координат в R3, то функция U (U0 ⊕ U1) тоже является
вещественно аналитичной в R3\D. Кроме этого U (U0 ⊕ U1) является решени-
ем однородной системы (3), т.е.,

M(∂x)U (U0 ⊕ U1) (x) = 0, x ∈ R3\D.

В частности, компоненты вектор-значной функции U (U0 ⊕ U1) являются ре-
шениями скалярного уравнения

p(M) =

4∏
q=1

(
M +k2q

)
u = 0,

в R3\D.
Когда x ∈ S, оба интегралы U (U0 ⊕ U1) и T (∂y, n(y))U (U0 ⊕ U1) имеют

скачки, равные U0 и U1 соответственно.
Введем обозначения U± (U0 ⊕ U1) (x) = U (U0 ⊕ U1) (x), x ∈ D±, где D− =

R3\D.
Лемма 3.1. Если S ∈ C2, а U0 ∈ C1(S) ∩ L1(S), U1 ∈ C(S) ∩ L1(S), то

вектор-функция U− (U0 ⊕ U1) непрерывно продолжается вместе со своими
первыми производными в D− ∪ S тогда и только тогда, когда в U+ (U0 ⊕ U1)
непрерывно продолжается вместе со своими первыми производными в D+∪S.

Доказательство. Воспользуемся тем, что существует гладкая в некото-
рой окрестности S в R3 функция Û такая, что сужения на S функции Û и
T (∂y, n(y)) Û равны U0(y) и U1(y) соответственно (см., [10], лемма 28.2.). То-
гда на основе формулы Сохоцкого-Племеля, т.е., если y ∈ S, n(y)− единичный
вектор внешней нормали к S в точке y, то

lim
ε→0

{
U+ (U0 ⊕ U1) (y + εn(y))− U− (U0 ⊕ U1) (y − εn(y))

}
= U0(y),
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lim
ε→0
{T (∂y, n(y))U+ (U0 ⊕ U1) (y + εn(y))−

−T (∂y, n(y))U− (U0 ⊕ U1) (y − εn(y))} = U1(y),

причем, предел достигается равномерно на компактных подмножествах S. В
дальнейшем для удобства работы эти предельные соотношения напишем в виде

(10) lim
ε→0
{∂pU+(U0 ⊕ U1)(y + εn(y))−

−∂pU−(U0 ⊕ U1)(y − εn(y))} = ∂pÛ(y), |p| ≤ 1,

где Û(y) = U0(y) при p = 0, ∂1Û(y) = U1(y) при p = 1 и ∂1 = T (∂y, n(y)).
Пусть например, U+(U0 ⊕ U1) гладко продолжается в D+ ∪ S. Зафиксируем
мультииндекс p(|p| ≤ 1), тогда

lim
ε→0

∂pU− (U0 ⊕ U1) (y − εn(y)) = ∂pU+ (U0 ⊕ U1) (y)− ∂pÛ(y).

Доопределим ∂pU− (U0 ⊕ U1) в D− ∪ S следующим образом:

∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x) =

{
∂pU− (U0 ⊕ U1) (x) , x ∈ D−
∂pU+ (U0 ⊕ U1) (x)− ∂pÛ(x) , x ∈ S.

Покажем, что ∂pÛ− (U0 ⊕ U1) непрерывна в D− ∪ S. Зафиксируем произволь-
ную точку x0 ∈ S и E > 0. Поскольку ∂pÛ− (U0 ⊕ U1) непрерывна на S, то
найдется такое δ0, что если x1 ∈ S и |x1 − x0| < δ0 , то∣∣∣∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x1)− ∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x0)

∣∣∣ < E/2.

Уменьшая в случае надобности δ0 , можно считать, что K = Bδ0(x0) ∩ S−
компактное подмножество S.

Поскольку поверхность S является гладкой, то можно выбрать число 0 <
δ < δ0/2 таким образом, что каждая точка x ∈ Bδ0(x0) ∩ D− представима
в виде x = x1 + εn(x1), где x1 ∈ S, а ε = dist(x, S). Тогда ε < δ, поэтому
|x1 − x0| ≤ |x1 − x|+ |x− x0| < δ0, т.е. x1 ∈ K.

Учитывая, что предел в (10) достигается равномерно на компактных под-
множествах S, и уменьшая, если надо, δ, можно добиться того, чтобы при
x1 ∈ K и 0 < ε < δ выполнялось неравенство∣∣∣∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x1 + εn(x1))− ∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x1)

∣∣∣ < E/2.

Пусть теперь x ∈ Bδ(x0)∩D− , тогда для некоторых x1 ∈ K и 0 < ε < δ имеем
x = x1 + εn(x1). Поэтому∣∣∣∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x0)− ∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x)

∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x0)− ∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x1)

∣∣∣+
+
∣∣∣∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x1 + εn(x1))− ∂pÛ− (U0 ⊕ U1) (x1)

∣∣∣ < E.

Следовательно, U− (U0 ⊕ U1) гладко продолжается в D−∪S, если U+ (U0 ⊕ U1)
гладко продолжается в D+ ∪ S, и наоборот. Лемма доказана.

Теорема 3.2. Для того, чтобы существовало решение U ∈ C1(D ∪ S) за-
дачи Коши (8) необходимо и достаточно чтобы интеграл U (U0 ⊕ U1) можно
было продолжить из R3\D через S к D как вещественную аналитическую
функцию.
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Доказательство. Необходимость. Пусть имеется решение U ∈ C1(D ∪ S)
задачи Коши (8) в R3\∂D определим функцию V следующим образом

(11) V (x) =

{
U (U0 ⊕ U1)− U , x ∈ D
U (U0 ⊕ U1), x ∈ R3\D

через V ±(x) обозначим сужение V на D и R3\D соответственно. На основе
формул (7) и (11) получим

V +(x) = −
∫

∂D\S

(
{T (∂y, n(y)) Ψ(y − x)}∗ U(y)−Ψ(x−y) {T (∂y, n(y))U(y)}

)
dsy

для всех x ∈ D.
Отсюда следует, что V + продолжается через S к аналитической функции V

на все R3\(∂D\S) со значениями в R6 т.е.

V (x) =

∫
S

(
{T (∂y, n(y)) Ψ(y − x)}∗ U(y)−Ψ(x− y) {T (∂y, n(y))U(y)}

)
dsy+

+

∫
D

Ψ(x− y)M(∂x)U(y)dy

для всех x ∈ R3\D. Поэтому U (U0 ⊕ U1) продолжается из R3\D через S к D
как вещественная аналитическая функция.

Достаточность. Обратно, пусть U (U0 ⊕ U1) продолжается до вещественной
аналитической функции V из R3\D через S к D со значениями в R6, такое что
V = U (U0 ⊕ U1) вне окрестности D. Тогда

M(∂x)V (x) = 0, x ∈ R3\D.

Так как функция M(∂x)V является вещественно аналитической, тогда она то-
же обращается в ноль на D.

Положим
U(x) = U (U0 ⊕ U1) (x)− V (x), x ∈ D.

Из только что доказанного следует, что U является гладкой функцией у S в
D, удовлетворяющее уравнению MU + ρF = 0.

Мы утверждаем, что U есть требуемое решение задачи (8). Можно прове-
рить, что U = U0 и T (∂y, n(y))U = U1 на S. Так как V является гладкой в
R3\(∂D\S), мы без труда можем получать с помощью формулу Сохоцкого-
Племелья

U(y) = U (U0 ⊕ U1)
+

(y)− V +(y) = U (U0 ⊕ U1)
+

(y)− V −(y) =

= U (U0 ⊕ U1)
+

(y)− U (U0 ⊕ U1)
−

(y) = U0(y), y ∈ S,
аналогично

T (∂y, n(y))U(y) = T (∂y, n(y))U (U0 ⊕ U1)
+

(y)− T (∂y, n(y))V +(y) =

= T (∂y, n(y))U (U0 ⊕ U1)
+

(y)− T (∂y, n(y))V −(y) =

= T (∂y, n(y))U (U0 ⊕ U1)
+

(y)− T (∂y, n(y))U (U0 ⊕ U1)
−

(y) = U1(y), y ∈ S,
Теорема доказана.
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4. Критерий разрешимости на язике матрицы Карлемана

Здесь мы рассматриваем задачу Коши для однородной системы моментной
теории упругости

Пусть D ограниченная односвязная область в R3 с кусочно-гладкой грани-
цей ∂D, состоящей из гладкой поверхности S, лежащей в полупространстве
y3 > 0 и часть плоскости ∂D\S : y3 = 0.

Рассмотрим задачу Коши для системы (3): Надо найти решение системы (3)
U(x) в D по данным U(y) = U0(y), T (∂y, n(y))U(y) = U1(y), y ∈ S т.е.

(12)

 M (∂x)U(x) = 0 , x ∈ D
U(y) = U0(y) , y ∈ S

T (∂y, n(y))U(y) = U1(y), y ∈ S,

где U0 ∈ C1(S) ∩ L1(S), U1 ∈ C(S) ∩ L1(S).
Для решения данной задачи для данной односвязной области используется

метод функции Карлемана, т.е. строится матрица Карлемана и с помощью этой
матрицы дается формула нахождения решения внутри области.

Следуя [9], приведем
Определения 2. Матрицей Карлемана задачи (12) называется (6 × 6)−

матрица Π(y, x, σ), зависящая от двух точек y, x и положительного число-
вого параметра σ, удовлетворяющая следующим двум условиям:

1) Π(y, x, σ) = Ψ(y, x) +G(y, x, σ),

где матрица G(y, x, σ) удовлетворяет по переменный y системе (3) всюду в
области D, Ψ(y, x)− матрица фундаментальных решений системе (3);

2)

∫
∂D\S

(|Π(y, x, σ)|+ |T (∂y, n)Π(y, x, σ)|) dsy ≤ ε(σ),

где ε(σ)→ 0, при σ →∞; |Π|− евклидова норма матрицы Π = ||Πij ||6×6, т.е.,

|Π| =

(
6∑

i,j=1

Π2
ij

) 1
2

, в частности |U | =
(

3∑
k=1

(u2k + v2k)

) 1
2

.

Известно, что для регулярных вектор-функций V (y) и U(y) верна формула
[4]: ∫

D

[
V (y)

{
M(∂y)U(y)

}
− U(y)

{
M(∂y)V (y)

}]
dsy =

=

∫
D

[
V (y)

{
T (∂y, n(y))U(y)

}
− U(y)

{
T (∂y, n(y))V (y)

}]
dsy.

Подставляя в это равенство вместо V (y) и U(y) соответственно G(y, x, σ) и
регулярное решение U(y) системы (1), мы получим

0 =

∫
∂D

[
G(y, x, σ){T (∂y, n(y))U(y)} − {T (∂y, n(y))G(y, x, σ)}∗U(y)

]
dsy.

Теперь учитывая теорему 2.2 при M(∂y)U(y) = 0 имеем
Теорема 4.2. Всякое регулярное решение U(x) системы (3) в области D

определяется формулой

(13)
∫
∂D

({T (∂y, n(y))Π(y, x, σ)}∗U(y)−Π(y, x, σ){T (∂y, n(y))U(y)}) dsy =
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=

{
U(x) , x ∈ D

0 , x /∈ D.
где Π(y, x, σ)− матрица Карлемана.

Используя матрицу Карлемана, легко вывести оценку устойчивости реше-
ния задачи Коши (12), а также указать метод эффективного решения этой
задачи.

С целью построения приближенного решения задачи (12) построим матрицу
Карлемана следующим образом:

Π(y, x, σ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣ Π(1)(y, x, σ) Π(2)(y, x, σ)
Π(3)(y, x, σ) Π(4)(y, x, σ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
Π(i)(y, x, σ) =

∥∥∥Π
(i)
kj (y, x, σ)

∥∥∥
3×3

, i = 1, 2, 3, 4,

Π
(1)
kj (y, x, σ) =

4∑
q=1

(
δkjaq + bq

∂2

∂xk∂xj

)
· Φτ (y, x, iλq), k, j = 1, 2, 3,

Π
(2)
kj (y, x, σ) = Π

(3)
kj (y, x, σ) =

=
2α

µ+ α

4∑
q=1

3∑
m=1

εqεkjs
∂

∂xm
· Φσ(y, x, iλq), k, j = 1, 2, 3,

Π
(4)
kj (y, x, σ) =

4∑
q=1

(
δkjcq + dq

∂2

∂xk∂xj

)
· Φσ(y, x, iλq), k, j = 1, 2, 3,

(14)

где

(15) Φσ(y, x, λ) =
1

−2π2exp(σ x3)

∞∫
0

Im

[
exp(σ w)

w − x3

]
cos(λu) du√
u2 + α2

,

w = i
√
u2 + α2 + y3, α

2 = (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, α > 0.

Из результатов работы [9] вытекает
Лемма 4.3. Функция Φσ(y, x, λ) определяемая формулой (15) представима

в виде

(16) 1) Φσ(y, x, λ) =
exp(iλr)

4πr
+ ϕσ(y, x, λ), r = |y − x|,

где ϕσ -некоторая функция, определенная для всех значений x, y и удовлетво-
ряющая уравнению Гельмгольца: ∆(∂y)ϕσ + λ2ϕσ = 0,

(17) 2)

∫
∂D\S

(
|Φσ|+ |

Φσ
∂n

)|
)
dsy ≤ C(λ,D)σ exp (−σx3),

где C(λ,D)− некоторая функция ограниченная внутри D, не зависящая от
σ, а ∆(∂y) = ∂2

∂y21
+ ∂2

∂y22
+ ∂2

∂y23
.

Функцию Φσ(y, x, λ) назовем функцией Карлемана для уравнения Гельм-
гольца. Приведем некоторые свойства функции Карлемана.
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Функция Φσ(y, x, λ) при x 6= y дважды непрерывно дифференцируема по y
и имеют место следующие неравенства

| Φσ(y, x, λ) |6 C1r
−1exp σ(y3 − x3),

(18)
∣∣∣∣∂Φσ(y, x, λ)

∂yk

∣∣∣∣ 6 C2 σ r
−2exp σ(y3 − x3),∣∣∣∣∂2Φσ(y, x, λ)

∂yk∂yj

∣∣∣∣ 6 C3 σ
2 r−3exp σ(y3 − x3).

Из леммы 4.3 получим
Лемма 4.4. Матрица Π(y, x, σ) определенная формулами (14), (15) явля-

ется матрицей Карлемана задачи (12).
Доказательство. Из (14), (15) и леммы 4.3 имеем

Π(y, x, σ) = Ψ(y, x) +G(y, x, σ),

где

G(y, x, σ) =

∥∥∥∥ G(1)(y, x, σ) G(2)(y, x, σ)
G(3)(y, x, σ) G(4)(y, x, σ)

∥∥∥∥ ,
G(i)(y, x, σ) =

∥∥∥G(i)
k j(y, x, σ)

∥∥∥
3×3

, i = 1, 2, 3, 4,

G
(1)
kj (y, x, σ) =

4∑
q=1

(
δkjaq + bq

∂2

∂ xk∂ xj

)
ϕσ(y, x, kq), k, j = 1, 2, 3,

G
(2)
kj (y, x, σ) = G

(3)
k j (y, x, σ) =

2α

µ+ α

4∑
q=1

3∑
m=1

εqεk j m
∂

∂xm
ϕσ(y, x, kq), k, j = 1, 2, 3,

G
(4)
kj (y, x, σ) =

4∑
q=1

(
δkjcq + dq

∂2

∂ xk∂ xj

)
ϕσ(y, x, kq), k, j = 1, 2, 3.

Непосредственным вычислением можно убедиться, что матрица G(y, x, σ)
по переменному y удовлетворяет систему (3) всюду в D.

Используя (14), (15), и (18) получим

(19)
∫

∂D\S

(|Π(y, x, σ)|+ |T (∂y, n(y))Π(y, x, σ)|) dsy ≤ C1(x)σ3 exp(−σ x3),

где C1(x) некая ограниченная функция внутри D. Лемма доказана.
Положим

(20) Uσ(x) =

∫
S

[{T (∂y, n(y))Π(y, x, σ)}∗U(y)−

−Π(y, x, σ){T (∂y, n(y))U(y)}]dsy x ∈ D.
Верна теорема [11]
Теорема 4.5.Пусть U(x) регулярное решение системы (3) в области D,

удовлетворяющее условию

|U(y)|+ |T (∂y, n(y))U(y)| ≤M, y ∈ ∂D\S.
Тогда для σ ≥ 1 и x ∈ D верна
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|U(x)− Uσ(x)| ≤MC2(x)σ3 exp(−σ x3),

где C2(x) некая ограниченная функция в D.
Следствие 4.6. При условии теоремы справедливы следующие эквивалент-

ные формулы продолжения

(21) U(x) = lim
σ→∞

∫
S

[{T (∂y, n)Π(y, x, σ)}∗U(y)−Π(y, x, σ){T (∂y, n)U(y)}]dsy,

(22) U(x) =

∫
S

[{T (∂y, n)Π(y, x)}∗U(y)−Π(y, x){T (∂y, n)U(y)}]dsy+

+

∞∫
0

R(σ, x)dσ,

где

(23) R(σ, x) =

∫
S

[{T (∂y, n)Ω(y, x, σ)}∗U(y)− Ω(y, x, σ){T (∂y, n)U(y)}]dsy,

Ω(y, x, σ) =
∂

∂σ
Π(y, x, σ) =

∥∥∥∥ ∂∂σΠ
(i)
kj (y, x, σ)

∥∥∥∥ , i = 1, 2, 3, 4,

Π(y, x)− матрица построенная по формуле (14) и (15) при

Φσ(y, x, λ) = Φ(y, x, iλ) =
exp(iλr)

4πr
, r = |x− y|.

Эквивалентность формул продолжения (21) и (22) вытекает из формулы

lim
σ→∞

Uσ(x) =

∞∫
0

dUσ(x)

dσ
dσ + U0(x).

На основе формулы продолжения (21) и (22) приведем критерий разреши-
мости задачи Коши (12). Для этого обозначим через S0 внутренние точки по-
верхности S, т.е. поверхность без края.

Теорема 4.7. Пусть S ∈ C 2, U0 ∈ C 1(S), U1 ∈ C(S). Для того чтобы
существовало регулярное решение U(x) задачи (12) в области D, необходимо
и достаточно выполнение условия

(24)

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

∂pxR(σ, x)dσ

∣∣∣∣∣∣ <∞, |p| ≤ 2,

где p-мультииндекс, равномерно на каждом компакте K ⊂ D , x ∈ K. Если
эти условия выполнены, то решения определяются двумя эквивалентными
формулами (21), (22).

Доказательство.Необходимость. Пусть существует регулярное решение
U(x) системы (3) удовлетворяющий условиям U(y) = U0(y), T (∂y, n(y))U(y) =
U1(y), y ∈ S0, где U0 ∈ C1(S), U1 ∈ C(S). Пусть ε > 0. Обозначим Sε = S\{y ∈
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R3 : y3 < ε}, Dε = D\{y ∈ R3 : y3 < ε}. Граница Dε состоит из гладкой поверх-
ности Sε и плоского куска Pε параллельного плоскости (0y1y2). В области Dε

функция

∂

∂σ
Φσ(y, x, λ) =

1

−2π2exp(σx3)

∞∫
0

Im
exp(σw)√
u2 + α2

cos(λu)du,

где w = i
√
u2 + α2 + y3, α

2 = (y1 − x1) + (y2 − x2), α > 0, регулярна по во
всем пространстве, следовательно все элементы матрицы ∂

∂σΠ(y, x, σ) являются
регулярными. Исходя из формул (14), (15) и аналогу неравенств (18) и (19)
продифференцировав равенство (23) по x и оценивая полученные равенства,
получим

|∂pxR(σ, x)dσ| ≤
∫
Sε

[
|Ω(y, x, σ)|+ |T (∂y, n)Ω(y, x, σ)

∗|
]

[|U0(y)|+ |U1(y)|] dsy ≤

≤ C(x)σ5exp(−σx3), |p| ≤ 2, x3 > 0,

где C(x) = C(λ, µ)
∞∫
0

sin
√
u2+α2

u2+α2 du. Таким образом из последнего неравенства в

виду того, что правая часть не зависит от ε , переходя к пределу при ε → 0,
получим

(25) |∂pxR(σ, x)dσ| ≤ C(x)σ5exp(−σx23), |p| ≤ 2, x3 > 0.

Теперь из (25) получим (24). Необходимость доказана.
Достаточность. Пусть S ∈ C 2, U0 ∈ C 1(S), U1 ∈ C(S). и верно неравен-

ство (24). Покажем что существует регулярное решение U(x) системы (3) такое,
что U(y) = U0(y), T (∂y, n(y))U(y) = U1(y), y ∈ S0. Рассмотрим функцию U(x)
заданную двумя эквивалентными формулами вида (21) и (22). Первое слага-
емое в правой части формулы (22) задает две функции, которые являются
регулярными решениями эллиптической системы (3) соответственно в обла-
стях D и R3

+\D, такими, что разности их предельных значений по нормалям и
их напряжений ( x(1), x(2) две точки на нормали, симметричные относительно
точки y ∈ S0, при стемлении к y ) на S0 равняется вектор-функциям U0(y) и
U1(y) соответственно, причем если одна из этих функций непрерывна в соответ-
ствующей области вплоть до S0, то другая тоже обладает данным свойством.
Второе слагаемое в правой части (22) в силу (24) является регулярным решени-
ем системы (3) в R3

+. Итак, правая часть формулы (22) задает два регулярных
решения Ũ1(x) и Ũ2(x) в областях D и R3

+\D, соответственно таких, что для
всякой точки y ∈ S0 верно (в указанном смысле) равенство

(26)

{
Ũ+
1 (y)− Ũ−2 (y) = U0(y)

T (∂y, n)Ũ+
1 (y)− T (∂y, n)Ũ−2 (y) = U1(y),

причем если одна из этих функций непрерывна в соответствующей области
вплоть до S0, то другая тоже обладает данным свойством [12].

Далее заметим, что из формулы (21) и неравенств (19) вытекает, что Ũ2(x) =
0 при x3 > sup{y3 : y ∈ D}. Тогда, согласно теореме о единственности (так как
решение эллиптических систем является аналитическим [13]) Ũ2(x) ≡ 0, x ∈
R3

+\D. Теперь из (26) получается утверждение теоремы. Теорема доказана.
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