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Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ãðàôà Êýëè áûëî ïðåäëîæåíî Àðòóðîì Êýëè â 1878 ãîäó [12] êàê
íàãëÿäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àáñòðàêòíûõ ãðóïï. Ñ òåõ ïîð áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî
èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ îïèðàþùèõñÿ íà ñàìó êîíöåïöèþ ãðàôîâ Êýëè ãðóïï
êàê òàêîâóþ. Âäîõíîâëåííûå îáèëèåì ðåçóëüòàòîâ î ãðàôàõ Êýëè äëÿ ãðóïï,
ìíîãèå àâòîðû èçó÷àëè ãðàôû Êýëè äëÿ ïîëóãðóïï. ×òî êàñàåòñÿ èññëåäî-
âàíèÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, òî èõ òðàäèöèîííî îòíîñÿò ê âîïðîñàì òîïîëîãèè,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ è ñ èíæåíåðíîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåìûé æå íàìè àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä çíà÷èòåëüíî øèðå.

Îïèñàíèå äîïóñêàþùèõ ïëîñêèå ãðàôû Êýëè êîíå÷íûõ ãðóïï èçâåñòíî äàâ-
íî [54], íî èññëåäîâàíèÿ íå ïðåêðàùàþòñÿ, à ïðîäîëæàþòñÿ [6, 5], â òîì ÷èñëå
è çàðóáåæíûìè àâòîðàìè [16, 17, 23, 24].

Ïåðâîå óïîìèíàíèå èñïîëüçóåìîãî íàìè îïðåäåëåíèÿ êîíñòðóêöèè ãðàôîâ
Êýëè äëÿ ïîëóãðóïï, îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ, êàê
îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà ñ ïîìå÷åííûìè (ðàñêðàøåííûìè) äóãàìè, îïóá-
ëèêîâàíî â òðóäàõ âòîðîé ïðàæñêîé êîíôåðåíöèè ïî òîïîëîãèè 1966 ãîäà [60].
Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèå ïîëóãðóïï ìåòîäàìè òåîðèè ãðàôîâ ïðîâîäèëîñü è ðà-
íåå, íàïðèìåð [9], à â äàëüíåéøåì øèðîêîå ðàçâèòèå è îáîáùåíèå òåõ èäåé
ñ ïðèëîæåíèåì ê òåîðèè ãðàôîâ áûëî îòðàæåíî â ñèñòåìàòè÷åñêèõ ðàáîòàõ
èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÷åøñêîé àêàäåìèè íàóê ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
Çåëèíêà [92, 93, 94].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî ôèêñèðîâàòü ñâîéñòâà ãðàôîâ, ïîëó÷àÿ òåì
ñàìûì îïèñàíèå ñâÿçàííûõ ñ íèìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, è íàîáîðîò, ôèê-
ñèðóÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà, ïîëó÷àòü óíèêàëüíûå ñåðèè ãðàôîâ, íàãëÿäíî
îòðàæàþùèõ âíóòðåííþþ ïðèðîäó íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ýòî
áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, â ÷àñòíîñòè, â ïðèâîäèìûõ ðåçóëüòàòàõ.

Âîïðîñ îïèñàíèÿ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè îêà-
çàëñÿ âåñüìà òðóäíûì è ïî ñåé äåíü îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Íàøè èññëåäîâàíèÿ
ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î òîì, ÷òî âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì. Ïðè ýòîì
çíà÷èìîñòü ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè äëÿ ïîëóãðóïï ñðàâíèìà ñ ïëîñêèìè äèà-
ãðàììàìè âàí Êàìïåíà â òåîðèè ãðóïï, ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîòîðûõ ìîæíî
íàéòè â [59]. Êðîìå òîãî, ïîäíèìàåìûå â ðàáîòàõ [39, 40] ñïåöèàëèñòîâ ïî òåî-
ðèè ãðàôîâ è å¼ ïðèìåíåíèþ ê òåîðèè ïîëóãðóïï, âîïðîñû ðàçëè÷íîé âëî-
æèìîñòè ãðàôîâ Êýëè äëÿ ïîëóãðóïï òàêæå ëåæàò íà ñòûêå òåîðèè ãðàôîâ,
àëãåáðû è òîïîëîãèè, à âåäü èìåííî íà ñòûêå íàóê ðîæäàþòñÿ íîâûå èäåè.

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ìíîãîëåòíèõ
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïðîâîäèìûõ â ñëåäóþùèõ äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïåðâîå
íàïðàâëåíèå ñîïðÿæåíî ñ èññëåäîâàíèÿìè êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ
ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè. Âòîðîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ èíñïèðèðîâàíî òåñ-
íî ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ïîíÿòèÿìè ðàíãà è ñïåêòðà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèé ïîëóãðóïï. Ïðåäëîæåííîå Ë.Ì.Ìàðòûíîâûì, ýòî íàïðàâëåíèå áàçèðóåò-
ñÿ íà îöåíêå íàèáîëüøåãî ÷èñëà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïï
â ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóãðóïï, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ãðàô Êýëè ýòèõ ïîëóãðóïï
ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Òàê êàê ñâîáîäíûå ïîëóãðóïïû â ìíîãîîáðàçèÿõ èãðàþò
âàæíóþ ðîëü (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ëþáàÿ ïîëóãðóïïà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ïîäõîäÿùåé ñâîáîäíîé â í¼ì ïîëóãðóïïû), òî èçó÷åíèå
ýòîãî ïîíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâà
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ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ïðèíöèïèàëüíûé õà-
ðàêòåð èìååò ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï,
ñôîðìóëèðîâàííàÿ Ë.Ì.Ìàðòûíîâûì â 2015 ãîäó [1].

Â çàâåðøàþùåì ïîäðàçäåëå îáçîðà áóäåò ïðèâåä¼í íîâûé ðåçóëüòàò, ïîëó-
÷åííûé â ïðîöåññå íàïèñàíèÿ. Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè îïðåäåëåíèå êëþ÷åâîãî
äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîíÿòèÿ (ðàíãà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïî-
ëóãðóïï), íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñî ñâîéñòâîì
ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï.

Íàãëÿäíîñòü � îäèí èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ îáó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà-
âñòðå÷ó àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ [7] èäåò ¾Ãðàôîâàÿ òåîðèÿ àëãåáð¿. Íå
ñåêðåò, ÷òî ñî âðåìåí Äðåâíåãî Åãèïòà è Âàâèëîíà, ãåîìåòðè÷åñêèå ÷åðòåæè
èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èëëþñòðàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé; ¾íå òîëüêî íà-
ñëàæäåíèå çðèìûì, íî è ëîãè÷åñêàÿ íåîáõîäèìîñòü çàñòàâèëè ïèôàãîðåéöåâ
ïðåîáðàçîâàòü èõ àëãåáðó â ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó¿. Áîëåå òîãî, ¾âèçóàëèçà-
öèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ôàêòîðîâ ðàçâèòèÿ ëþáûõ ñïîñîá-
íîñòåé.

Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà óíèòàðíûõ ãðàôîâ Êýëè äëÿ êîíå÷íûõ êîëåö íûíå
èçó÷àþò ðàçëè÷íûå èññëåäîâàòåëüñêèå êîëëåêòèâû. Â ÷àñòíîñòè, â [65] ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà óíèòàðíûõ ãðàôîâ Êýëè è íåêîòîðûõ
ãðàôîâ Õýììèíãà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè êëàññû ãðàôîâ òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñî-
áîé è äîïóñêàþò îñîáåííî ïðîñòûå áàçèñû ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ âñåõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à èìåííî áàçèñû, ñîäåðæàùèå âåêòîðà çàïèñûâàåìûå
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà {0, 1,−1}.

Â êà÷åñòâå íåáîëüøîãî èñòîðè÷åñêîãî ýêñêóðñà âñ¼ æå íàïîìíèì, ÷òî Àðòóð
Êýëè èñïîëüçîâàë äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïï ãðàôû, âïî-
ñëåäñòâèè íàçâàííûå åãî èìåíåì, åùå â 1854 ãîäó [11]. Èçó÷åíèå æå ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ Êýëè âîñõîäèò êîðíÿìè ê èçâåñòíûì ðàáîòàì 1896 ãîäà [54]. À â 1958
ãîäó áûëî ïîêàçàíî [2, 64], ÷òî ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè òðóäíî äëÿ èçó÷åíèÿ, ïî-
ñêîëüêó íåò ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî çàäàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ
îïðåäåëèò ïëàíàðíîñòü ãðàôà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, â ëó÷-
øåì ñëó÷àå, ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ëèøü íà ¾êàòàëîãè¿ ïëàíàðíûõ ãðóïï. È â
1980 ãîäó [96] óäàëîñü ïåðå÷èñëèòü ãðóïïû, ãðàôû Êýëè êîòîðûõ ïëàíàðíû.
Íî íà ýòîì èññëåäîâàíèÿ íå áûëè îñòàíîâëåíû, òàê, íàïðèìåð, â 1997 ãîäó èçó-
÷àëèñü ðåãóëÿðíûå çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè êàê ãðàôû Êýëè [6]. Èç ñðàâíèòåëüíî
íåäàâíèõ ðàáîò ìîæíî óïîìÿíóòü èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé íàä ãðóïïàìè, ñîõðà-
íÿþùèõ ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè è ïëàíàðíîñòè èõ ãðàôîâ [18]. Êàê âèäèì èçó÷å-
íèå ãðàôîâ Êýëè âîñòðåáîâàíî äëÿ ãðóïï. Áîëåå òîãî, ñ 1981 ãîäà ýòî ïîíÿòèå
ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàëîñü â âèäå àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèè íà ïîëóãðóï-
ïàõ [93]. Âàæíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ äëÿ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ïîëóãðóïï áûëà
ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ. Íàïðèìåð, â [47] èçó÷àëèñü
E-óíèòàðíûå èíâåðñíûå ìîíîèäû è ãðàôû Êýëè, à â [29, 32] èññëåäîâàëè ñâîé-
ñòâà ïîëíîòû, äâóäîëüíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè ãðàôîâ Êýëè ãðóïï è ïîëóãðóïï.
Â [30] îïèñûâàëèñü ïîëóãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàçëè÷íûì êîìáèíàòîðíûì
ñâîéñòâàì, îïðåäåëåííûì â òåðìèíàõ ãðàôîâ Êýëè, à â [31] � îïðåäåëÿëèñü âñå
ïåðèîäè÷åñêèå (è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîíå÷íûå) ïîëóãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S òàêîå, ÷òî ãðàô Êýëè ãðóïïû G îòíî-
ñèòåëüíî S ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì Êýëè. Êðîìå òîãî, èç [33]
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íàì èçâåñòíî îïèñàíèå êîíå÷íûõ èíâåðñíûõ ïîëóãðóïï, êîììóòàòèâíûõ èí-
âåðñíûõ ïîëóãðóïï ñ äâóäîëüíûìè ãðàôàìè Êýëè, è èíâåðñíûõ ýïèãðóïï ñ
ãðàôàìè Êýëè, ÿâëÿþùèìèñÿ äèçúþíêòíûìè îáúåäèíåíèÿìè ïîëíûõ ãðàôîâ.
Àëãåáðàèñòû èíòåðåñîâàëèñü òàêæå è ãðàôàìè Êýëè ïîëóðåø¼òîê ïîëóãðóïï,
íà ïðåäìåò õàðàêòåðèçàöèè öâåòîâûõ àâòîìîðôèçìîâ âåðøèííî-òðàíçèòèâíûõ
ãðàôîâ Êýëè ïîëóðåø¼òîê ïîëóãðóïï [37], âåðøèííîé òðàíçèòèâíîñòüþ ãðà-
ôîâ Êýëè ïîëóãðóïï Áðàíäòà [36], âåðøèííîé òðàíçèòèâíîñòüþ ãðàôîâ Êýëè
ëåâûõ ãðóïï [35] è êîíå÷íûõ ñâÿçîê (ïîëóãðóïï èäåìïîòåíòîâ) [20]. ×òî êàñà-
åòñÿ âàæíîãî ñâîéñòâà ïëàíàðíîñòè, òî, êàê âèäèì, ðàíåå îíî èññëåäîâàëîñü â
îñíîâíîì äëÿ ãðóïï, à íûíå ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëóãðóïï ñ àöèêëè÷å-
ñêèìè [44], âíåøíåïëàíàðíûìè [80] ãðàôàìè Êýëè. Èçó÷àþòñÿ è áîëåå îáùèå
âîïðîñû, î ïîëóãðóïïàõ ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè, ðåçóëüòàòû â ýòîé îá-
ëàñòè ïðèíàäëåæàò àâòîðó, îíè áóäóò ïðèâåäåíû äàëåå.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå ïèîíåðñêèõ ðàáîò, ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè äëÿ ãðàôîâ
Êýëè ïîëóãðóïï çàçâó÷àëî è â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, òàê êàê ðàçâèòèå òåìà-
òèêè ïîìèìî ôóíäàìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ íàõîäèò îòðàæåíèå â ïðèêëàäíûõ
èññëåäîâàíèÿõ [43, 44, 46, 45, 49, 50, 51, 52, 34, 55, 58, 95].

Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíà êëàññèôèêàöèÿ ïëîñêèõ êëèôôîðäîâûõ ïîëóãðóïï,
ïîíÿòèå êîòîðûõ áëèçêî ê ïîíÿòèþ ãðóïï, òàê êàê êëèôôîðäîâû ïîëóãðóïïû
ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì ãðóïï. Ðàññêàæåì îáî âñ¼ì ýòîì ïî ïîðÿäêó â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è óñëîâèìñÿ
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèé. Îïðåäåëåíèÿ äðóãèõ, èñïîëüçóåìûõ â
ýòîé ðàáîòå è íå îïðåäåëÿåìûõ çäåñü ïîíÿòèé, ìîæíî íàéòè â [67].

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà, X � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ
å¼ ýëåìåíòîâ. ×åðåç Cay(S,X) îáîçíà÷èì [ïðàâûé] ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû S
îòíîñèòåëüíî X. Ãðàô Cay(S,X) ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âåðøèí S è ìíî-
æåñòâà ïîìå÷åííûõ äóã � âñåâîçìîæíûõ òðîåê (a, x, b), ãäå a, b ∈ S, x ∈ X è
ax = b.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ãðàô Êýëè ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ìóëü-
òèãðàôîì ñ ïîìå÷åííûìè äóãàìè. Âåðøèíû ãðàôà îáû÷íî èçîáðàæàþòñÿ òî÷-
êàìè íà ïëîñêîñòè, à äóãà (a, x, b) � ëèíèåé íàïðàâëåííîé îò a ê b è ïîìå÷åííîé
ýëåìåíòîì x.

Âûøåóïîìÿíóòîå îïðåäåëåíèå çàäàåò îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô ñ ïîìå-
÷åííûìè ð¼áðàìè. Íî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íåáîëüøèõ ðàçíîâèäíîñòåé, íà-
ïðèìåð, â íåêîòîðûõ êîíòåêñòàõ, âìåñòî ïðàâîãî óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëå-
âîå. Òåì ñàìûì ìîæíî ðàçäåëÿòü ïðàâûå è ëåâûå ãðàôû Êýëè. Î÷åâèäíî, ÷òî
äàííûå ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò äëÿ ñëó÷àÿ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï, â ïðîòèâ-
íîì æå ñëó÷àå èõ ìîæíî èññëåäîâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî àíòèèçîìîðôèçìà, à ïðèí-
öèï äâîéñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò íå âîñïðîèçâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ äëÿ îäíîãî èç âçàèìíî äâîéñòâåííûõ ñëó÷àåâ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îñíîâîé îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà ñ ïîìå÷åííûìè
äóãàìè íàçûâàåì (îáûêíîâåííûé) ãðàô, ïîëó÷åííûé èç äàííîãî ãðàôà óäàëå-
íèåì ïåòåëü, ìåòîê è çàìåíîé âñåõ äóã, ñîåäèíÿþùèõ äâå âåðøèíû îäíèì
ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèì ýòè âåðøèíû.
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Åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïîëóãðóïïó äîïóñêàþùåé ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, åñëè
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ,
îñíîâà ãðàô Êýëè äàííîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì ãðàôîì.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Îðèåíòèðîâàííûé ïîìå÷åííûé ìóëüòèãðàô íàçûâàåì ïëà-
íàðíûì [âíåøíåïëàíàðíûì], åñëè åãî îñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì [âíåøíå-
ïëàíàðíûì] ãðàôîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóãðóïïà S äîïóñêàåò ïëàíàð-
íûé [âíåøíåïëàíàðíûé] ãðàô Êýëè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X åãî
îáðàçóþùèõ îñíîâà SCay(S,X) ãðàôà Cay(S,X) ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì [âíåø-
íåïëàíàðíûì] ãðàôîì.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô íàçûâàåòñÿ âíåøíåïëàíàðíûì, åñëè âíåøíÿÿ ãðàíü åãî
ïëîñêîé óêëàäêè ñîäåðæèò âñå åãî âåðøèíû.

Ñèñòåìó ïîëóãðóïïîâûõ òîæäåñòâ {xw ≈ w,wx ≈ w} ïðè ëþáîì ñëîâå w,
íå ñîäåðæàùåì ïåðåìåííóþ x, áóäåì çàïèñûâàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå òîæ-
äåñòâîì w ≈ 0. Ïîëóãðóïïîâûå òîæäåñòâà âèäà w ≈ 0, ïðè w 6= 0, à òàêæå
ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñ íóëåì 0, çàäàâàåìûå ñèñòåìàìè òîæäåñòâ òàêîãî âè-
äà, íàçûâàþòñÿ 0-ïðèâåä¼ííûìè. Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàþò íåïðèâîäèìûì
áàçèñîì òîæäåñòâ âèäà w ≈ 0 è èõ ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà [53].

Íàïîìíèì òàêæå:

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîãîîáðàçèå, êàæäàÿ ïîëóãðóïïà êîòîðîãî äîïóñêàåò
ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì.

È ïðèâåäåì åù¼ îïðåäåëåíèå êîíå÷íûõ ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ ìîíîè-
äîâ, òàê êàê áóäåì ññûëàòüñÿ íà ðàíåå âûïîëíåííûå íàìè èññëåäîâàíèÿ âîïðî-
ñîâ ïëàíàðíîñòè èõ ãðàôîâ Êýëè. Êîíå÷íóþ ïîëóãðóïïó [ìîíîèä, ïîëóãðóï-
ïó ñ íóëåì], ÿâëÿþùóþñÿ êîììóòàòèâíî-ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì öèêëè÷å-
ñêèõ ïîëóãðóïï [ìîíîèäîâ, ïîëóãðóïï ñ íóëåì], óñëîâèìñÿ íàçûâàòü êîíå÷íîé
ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé [ìîíîèäîì, ïîëóãðóïïîé ñ íóëåì]. Â
÷àñòíîñòè, â êëàññå êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ òàêîé ìîíîèä èìååò êîïðåäñòàâ-
ëåíèå:

S =
〈
a1, a2, . . . , an | a

mj

j = 1, ari+mi
i = arii , i ∈ I, j ∈ J

〉
,

I ∪ J = 1, n, I ∩ J = ∅, J 6= ∅
Ïîä ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ êîììóòàòèâíî�ñâîáîäíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï [ìîíîèäîâ, ïîëóãðóïï ñ íóëåì] ìû ïîíèìàåì
ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïîâûõ îáðàçóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëè÷åñêèõ ñîìíî-
æèòåëåé.

Êðîìå òîãî, â îáîçíà÷åíèÿõ ìîíîèäîâ [ïîëóãðóïï ñ íóëåì], óñëîâèìñÿ ðàçëè-
÷àòü îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ åäèíèöû [íóëÿ] è âíåøíåãî ïðèñîåäèíåíèÿ åäè-
íèöû [íóëÿ] ê ïîëóãðóïïå S. Â ïåðâîì ñëó÷àå åäèíèöó [íóëü] áóäåì äîáàâëÿòü
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îíà [îí] îòñóòñòâóåò â ïîëóãðóïïå S, è ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïîëóãðóïïó îáîçíà÷àòü, êàê îáû÷íî, ÷åðåç S1 [S0]. Âî âòîðîì ñëó÷àå åäèíèöó
[íóëü] áóäåì ïðèñîåäèíÿòü âñåãäà è ïîëó÷åííóþ ïîëóãðóïïó îáîçíà÷àòü ÷åðåç
S+1 [ S+0].

Âàæíåéøèé êëàññ ïîëóãðóïï ôîðìèðóþò êëèôôîðäîâû ïîëóãðóïïû, ïî îïðå-
äåëåíèþ, ÿâëÿþùèåñÿ îáúåäèíåíèåì ãðóïï. Òèïè÷íûå ñèòóàöèè âîçíèêíîâå-
íèÿ ãðóïï â òåîðèè ïîëóãðóïï ïåðå÷èñëåíû â [67], ãäå ìîæíî ïî÷åðïíóòü è
äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, êðàòêèé ïåðå÷åíü ñîâðåìåííûõ ïî-
íÿòèé è àêòóàëüíûõ ôàêòîâ òåîðèè ïîëóãðóïï ïðèâåäåí â ôóíäàìåíòàëüíîì
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îáçîðå [48, còð. 218�225]. Ñðåäè ïðî÷åãî èç óïîìÿíóòîãî îáçîðà íàïîìíèì, ÷òî
ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a èç S íàéäåò-
ñÿ ýëåìåíò x ∈ S òàêîé, ÷òî axa = a. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíîé, åñëè â íåé äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ðàçðåøèìî óðàâíåíèå axa = a.
Äàëåå, äâà ýëåìåíòà a è b ïîëóãðóïïû S íàçûâàþòñÿ èíâåðñíûìè, åñëè aba = a
è bab = b. Â ðåçóëüòàòå, òåñíî ñâÿçàííûìè ñ ïîíÿòèåì ðåãóëÿðíîñòè îêàçûâà-
þòñÿ èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû. Èíâåðñíîé ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà,
â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò èìååò åäèíñòâåííûé èíâåðñíûé ê íåìó ýëåìåíò.

Êàê ìû óïîìÿíóëè âûøå, ïîëóãðóïïà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ãðóïï,
íàçûâàåòñÿ êëèôôîðäîâîé (âïîëíå ðåãóëÿðíîé). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýëåìåíòû
ïîëóãðóïïû, ïðèíàäëåæàùèå ìàêñèìàëüíûì ïîäãðóïïàì, íàçûâàòü ãðóïïîâû-
ìè, òî ñîîòâåòñòâåííî ïîëóãðóïïû, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ãðóïïîâûå ÿâëÿþòñÿ
âïîëíå ðåãóëÿðíûìè èëè êëèôôîðäîâûìè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóðåø¼òêîé íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà èäåì-
ïîòåíòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ óìåñòíî áóäåò
âñïîìíèòü è õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò î òîì, ÷òî êëèôôîðäîâà èíâåðñíàÿ ïî-
ëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåø¼òêîé ãðóïï, áîëåå òîãî, äëÿ íå¼ ìîæíî óêàçàòü
äåòàëüíîå ñòðîåíèå, îïèñûâàåìîå â òåîðåìå 1.1.

Òåîðåìà 1.1 ( [63, Òåîðåìà 4.11]). Ïóñòü Y � ïîëóñòðóêòóðà. Êàæäîìó ýëå-
ìåíòó α èç Y ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãðóïïó Gα òàêèì îáðàçîì, ÷òî Gα
è Gβ íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè α 6= β. Êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ α, β èç Y , äëÿ êî-
òîðûõ α > β, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãîìîìîðôèçì fα,β, ãðóïïû Gα â Gβ
òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè α > β > γ, òî fα,βfβ,γ = fα,γ . ×åðåç fα,α îáîçíà÷èì
òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Gα. Ïóñòü S � îáúåäèíåíèå âñåõ ãðóïï
Gα(α ∈ Y ). Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå â S, ïîëàãàÿ äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ aα, bβ
èç S (aα ∈ Gα, bβ ∈ Gβ) aαaβ = (aαfα,γ)(bβfβ,γ), ãäå γ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
αβ ýëåìåíòîâ α è β ïîëóñòðóêòóðû Y . Òîãäà S � ïîëóãðóïïà ñ êîììóòè-
ðóþùèìè èäåìïîòåíòàìè, ÿâëÿþùàÿñÿ îáúåäèíåíèåì ãðóïï, èëè (÷òî ýêâè-
âàëåíòíî) èíâåðñíàÿ ïîëóãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáúåäèíåíèåì ãðóïï. Îáðàòíî,
êàæäàÿ òàêàÿ ïîëóãðóïïà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà óêàçàííûì ñïîñîáîì.

Â 2012 ãîäó [82] íà÷àòî èçó÷åíèå ïðåäëîæåííîãî Ë.Ì.Ìàðòûíîâûì ïîíÿòèÿ
ðàíãà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï. Òðåòèé ðàçäåë íàñòîÿùåãî îáçîðà
ñîäåðæèò äåòàëüíîå èçëîæåíèå àêòóàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ
äåë â äàííîé îáëàñòè.

Óñëîâèìñÿ áóêâîé O îáîçíà÷àòü ìíîãîîáðàçèå îäíîýëåìåíòíûõ ïîëóãðóïï
è íàçûâàòü åãî òðèâèàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü V � íåòðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï. Åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r, ÷òî âñå V-ñâîáîäíûå ïîëóãðóïïû
ðàíãà ≤ r äîïóñêàþò ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè (îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ èõ
ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ), à V-ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà ðàíãà r + 1 óæå íå äîïóñ-
êàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, òî ðàíãîì ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ V íàçûâà-
åòñÿ ýòî ÷èñëî r = rπ(V). Åñëè äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ V òàêîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V èìååò áåñêîíå÷íûé
ðàíã ïëàíàðíîñòè è ïèøóò rπ(V) =∞.
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Çàìåòèì, ÷òî ðàíã ïëàíàðíîñòè äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
V îãðàíè÷åí ñíèçó, à èìåííî, rπ(V ) ≥ 1, òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ öèê-
ëè÷åñêàÿ (ìîíîãåííàÿ) ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, âûðîæäåííûé ñëó÷àé ôîðìèðóåò òðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå O ,
äëÿ êîòîðîãî íàì óäîáíî áóäåò ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ðàíã ïëàíàðíîñòè
rπ(O) = 0, â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ èíôîðìàòèâíîñòè ïîíÿòèÿ ñïåêòðà ðàíãîâ ïëà-
íàðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñïåêòðîì ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ V íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî Specrπ(V) âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè
ïîäìíîãîîáðàçèé X ìíîãîîáðàçèÿ V.

Åñëè ÷åðåç L(V ) îáîçíà÷èòü ðåø¼òêó ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ V ,
òî Specrπ(V ) = {rπ(X ) | X ∈ L(V )}. Êðîìå òîãî, çàôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèå
N∞ = {0, 1, 2, 3, . . . ,∞}.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñïåêòð ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ïîëóãðóïïîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
V íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îí ñîäåðæèò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ñèìâîë∞,
òî åñòü Specrπ(V) = N∞.

Êîëü ñêîðî âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ñîäåðæèò òðèâèàëüíîå ìíîãîîá-
ðàçèå â êà÷åñòâå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, òî ñïåêòð ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîäåðæèò
÷èñëî 0, à Specrπ(O) = {0}.

Ïðè ïîëó÷åíèè ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïëà-
íàðíîñòè îáûêíîâåííîãî ãðàôà èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå êðèòåðèè. Íàèáîëåå
÷àñòî ïðèìåíÿëñÿ èçâåñòíûé êðèòåðèé Ïîíòðÿãèíà�Êóðàòîâñêîãî: îáûêíî-
âåííûé ãðàô ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò ïîäãðàôîâ,
ãîìåîìîðôíûõ ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K3,3 èëè ïîëíîìó ïÿòèýëåìåíòíî-
ìó ãðàôó K5. Íàïîìíèì åãî â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå:

Òåîðåìà 1.2. (Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí 1927 � Ê.Êóðàòîâñêèé 1930). Ãðàô ïëàíàðåí
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò ïîäðàçáèåíèé ïîëíîãî ãðàôà ñ
ïÿòüþ âåðøèíàìè (K5) è ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè â
êàæäîé äîëå (K3,3).

Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿëàñü òåîðåìà Âàãíåðà: îáûêíîâåííûé ãðàô ïëàíàðåí
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò ïîäãðàôîâ, ñòÿãèâàåìûõ ê ãðàôàì
K5 èëè K3,3.

Äëÿ ïîëóãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ, ñòðîèòñÿ ïëîñêàÿ óêëàäêà å¼ ãðàôà Êýëè. Åñëè ïîëóãðóïïà íå óäîâëåòâî-
ðÿåò ýòèì óñëîâèÿì, òî îñíîâà å¼ ãðàôà Êýëè ñîäåðæèò ïîäãðàô, ëèáî ãîìåî-
ìîðôíûé K5 èëè K3,3, ëèáî ñòÿãèâàåìûé ê ãðàôó K5 èëè K3,3. Íàïîìíèì, ÷òî
èçâåñòíûé êðèòåðèé Ïîíòðÿãèíà�Êóðàòîâñêîãî, ðàâíî êàê è ýêâèâàëåíòíûé
åìó êðèòåðèé Âàãíåðà, ïîäðàçóìåâàåò ïîèñê ïîäãðàôîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà K5

èëè K3,3, â òîé èëè èíîé ôîðìå, ÷òî ïîä÷åðêèâàåò âàæíóþ ðîëü ïîñëåäíèõ. Â
ñòàòüå [69] ýòè ãðàôû áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû.

Áîëåå òîãî, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ïëàíàðíîñòè ãðàôà. Íàïðèìåð, Ëåìïåë, Ýâåí è Öåäåðáàóì â [41]
ïðåäëîæèëè ðàáîòàþùèé ëèíåéíîå âðåìÿ O(n) àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ñïå-
öèàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ (PQ-äåðåâüÿ) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà ïîðÿäêà
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n; íà åãî áàçå Êëåéí è Ðåéô [38] ïîñòðîèëè ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì, äîâîëü-
ñòâóþùèéñÿ O(log2 n) îïåðàöèÿìè; ïîñëåäíèé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïòèìèçèðîâà-
ëè Áàäåð è Ñðåùà [4], äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà p ≤ n ïðîöåññîðàõ ñ
CREW PRAM (ýòî îäíà èç ðàçíîâèäíîñòåé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äëÿ ìóëüòè-
ïðîöåññîðíûõ ñèñòåì, êîòîðàÿ äîïóñêàåò îäíîâðåìåííîå ÷òåíèå, íî çàïðåùà-
åò îäíîâðåìåííóþ çàïèñü), è ïîëó÷èëè áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè
O(log2 p

√
nn).

Â [79] âñå èçâåñòíûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ïëàíàðíîñòè ãðàôà óñëîâíî ðàç-
äåëåíû íà ñëåäóþùèå ãðóïïû:

1) Êðèòåðèè ïëàíàðíîñòè ãðàôà.
1.1. Êðèòåðèé Ìàêëåéíà.
1.2. Êðèòåðèé Óèòíè.
1.3. Êðèòåðèé Ïîíòðÿãèíà�Êóðàòîâñêîãî (âàðèàöèÿ äëÿ ñõåì � óñëîâèÿ Ëèí-

ñêîãî).
1.4. Êðèòåðèé Õàðàðè�Òàòòà.
2) Àëãîðèòìè÷åñêèå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïëàíàðíîñòè ãðàôà.
2.1. Öèêëè÷åñêèå ìåòîäû.
2.2. Ìàòðè÷íûå ìåòîäû.
2.3. Ñìåøàííûå ìåòîäû.
Çàìåòèì, ÷òî ê êðèòåðèþ 1.3 ìîæíî àäàïòèðîâàòü ïðåäñòàâëåííûé â [77]

âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïîèñêà ïîäãðàôà ãîìåîìîðôíîãî çàäàííîìó.
Ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèîíàëà Ìàêëåéíà è ñòðóêòóðíûõ ÷èñåë, ìîæíî ïðåä-

ëîæèòü áîëåå àëãîðèòìèçèðóåìûé êðèòåðèé. Õîòÿ è ìåíåå ýôôåêòèâíûé, ÷åì
èñïîëüçóþùèé PQ-äåðåâüÿ, íî ëåã÷å ðåàëèçóåìûé. Äëÿ ïîèñêà áàçèñà ïðî-
ñòðàíñòâà öèêëîâ â ãðàôå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ñòðóêòóðíûå
÷èñëà. Âîîáùå ãîâîðÿ, çàäà÷à ïîèñêà öèêëîâ äëÿ ïîëóãðóïï çàñëóæèâàåò îò-
äåëüíîãî âíèìàíèÿ [27].

Â öåëîì, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû ðàç-
áèâàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû:

1) ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï;
2) ýâðèñòè÷åñêèé àíàëèç;
3) ïðåäâàðèòåëüíûé âûáîð;
4) îêîí÷àòåëüíûé âûáîð.
Íà ïîäãîòîâèòåëüíîì ýòàïå ôèêñèðóåòñÿ êëàññ èññëåäóåìûõ ïîëóãðóïï è

ìåòîä ïðîâåðêè ïëàíàðíîñòè îñíîâû èõ ãðàôà Êýëè, ïîñëå ÷åãî ýâðèñòè÷åñêèé
àíàëèç ïîçâîëÿåò ïðåäîïðåäåëèòü ýôôåêòèâíîñòü âûáðàííîãî ìåòîäà. Âûáîð
èç âñåõ ïîëóãðóïï ëèøü äîïóñêàþùèå ïëàíàðíûå ãðàôû çàâåðøàåò ðåøåíèå
çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî âñåõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ïîðÿäêà n áåç

ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð ðàâíî 2
n2−n

2 , èçâåñòíû òàê æå îöåíêè ÷èñëà çàâåäî-
ìî ïëàíàðíûõ è çàâåäîìî íå ïëàíàðíûõ èç íèõ [57]. Åñòåñòâåííî, äàëåêî íå
êàæäûé èç íèõ ïëàíåðåí è ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé íåêîòîðîãî ãðàôà Êýëè
ïîëóãðóïïû. Òåì íå ìåíåå, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïåðåáîðîì ñîïðÿæå-
íî ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Íàïðèìåð, ÷èñëî âñåõ
íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ïîðÿäêà 6 ðàâíî 32 768, ÷èñëî çàâåäîìî íå ïëà-
íàðíûõ èç íèõ 121, à çàâåäîìî ïëàíàðíûõ � 22 818, ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíàÿ
ïðîâåðêà òðåáóåòñÿ åùå äëÿ 9 829 ãðàôîâ.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì, èìååò ñìûñë èíäóêòèâíî ñòðîèòü öåïü ïîëóãðóïï, â êîòî-
ðîé ãðàô Êýëè êàæäîé ïðåäøåñòâóþùåé ñîäåðæàëñÿ áû â ñëåäóþùåì ïëàíàð-
íîì ãðàôå. Ïîëó÷èòñÿ, àíàëîãè÷íî ïèôàãîðîâûì ïîëÿì, ñâîåîáðàçíàÿ öåïî÷êà
ðàñøèðåíèé. Ïðè å¼ ïîñòðîåíèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ëþáóþ ïåòëþ ìîæíî
ïðîâåñòè áåç ïåðåñå÷åíèé. Áîëåå òîãî, äëÿ êðàòíûõ ðåáåð ñïðàâåäëèâî óòâåð-
æäåíèå - åñëè îäíî èç êðàòíûõ ðåáåð ðàñïîëîæåíî áåç ïåðåñå÷åíèé, òî è äðóãèå
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñòðîèòü öåïî÷êè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè, òî ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ îïèñàíèåì ñîîòíîøåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ êðàòíûõ ðå-
áåð è ïåòåëü â êîíå÷íîì ñëó÷àå, ëèáî ôðàêòàëüíûõ ãðàôîâ â áåñêîíå÷íîì ñëó-
÷àå. Ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå èíûõ ðåáåð, â ïðåäåëå, èíñïèðèðóåò íàèáîëüøèå ïî
âêëþ÷åíèþ ïëàíàðíûå ãðàôû, òàê íàçûâàåìûå òðèàíãóëÿöèè, èññëåäîâàííûå
òàêæå â [69].

2. Î êîíå÷íûõ ïîëóãðóïïàõ ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè

Ïèîíåðñêèå ðàáîòû â îáîçíà÷åííîì íàïðàâëåíèè, èíèöèèðîâàííûå â 2001
ãîäó Ë.Ì.Ìàðòûíîâûì, ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü ïî ñëåäóþùèì êàòåãîðèÿì,
â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ðåøàåìîé çàäà÷è:

1) êðèòåðèé ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè êîììóòàòèâíî-ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäå-
íèé öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, ìîíîèäîâ è ïîëóãðóïï ñ íóëåì;

2) êðèòåðèé ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé öèêëè÷åñêèõ
ïîëóãðóïï, ìîíîèäîâ è ïîëóãðóïï ñ íóëåì;

3) çàäà÷à î äîïóñòèìîñòè ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöèé, ïîëíîãî ïÿòèýëåìåíòíîãî
ãðàôà K5 è ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà K3,3 ñ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé ðåáåð â
êà÷åñòâå ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï;

4) ðàññûï÷àòûå ïîëóãðóïïû ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè.
À èìåííî, â [68] îõàðàêòåðèçîâàíû ïîëóãðóïïû, ÿâëÿþùèåñÿ êîììóòàòèâíî-

ñâîáîäíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè [67, ñ. 69] öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, öèêëè÷åñêèõ
ìîíîèäîâ è öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï ñ íóëåì ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè. Ïðè
ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì ñíà÷àëà ñëó÷àè êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï, à çàòåì â êà÷å-
ñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷àåì îïèñàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ñ óêàçàííûì ñâîé-
ñòâîì.

2.1. Î êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ

ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè

Âûáîð òåìàòèêè äàííîãî ðàçäåëà îáúÿñíÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ðîëüþ êîì-
ìóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï â òåîðèè ïîëóãðóïï, ñðàâíèìîé ïî óðîâíþ ðàçâèòèÿ ñî
ñòðóêòóðíîé òåîðèåé àáåëåâûõ ãðóïï.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì î êîíå÷íûõ ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ
ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.1 ( [68, Òåîðåìà 1]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ñâîáîäíîé êîììóòà-
òèâíîé ïîëóãðóïïû S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ïëà-
íàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S çàäàíà êîïðåäñòàâëåíèåì îäíîãî èç ñëå-
äóþùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | ar+m = ar〉, ãäå r è m � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;
2) S =

〈
a, b

∣∣ ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh
〉
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

r, m, h, t âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
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à) m ≤ 2, t ≤ 2;
á) r = 1, h = 1, t = 2; èëè r = 1, h = 2, t = 1;
â) r = 1, h = 1, m = 2; èëè r = 2, h = 1, m = 1;
ã) r = 1, m = 1; èëè h = 1, t = 1;
3) S =

〈
a, b, c

∣∣ ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck+l = ck
〉
, ãäå k è

l � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì l ≤ 2.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì óñëîâèè òåîðåìû ïðèñóòñòâóþò áåñêîíå÷íûå ñåðèè
ïîëóãðóïï.

Òåì íå ìåíåå, ÷èñëî îáðàçóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóãðóïï ñ ïëàíàðíûìè
ãðàôàìè Êýëè â äàííîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíî ÷èñëîì 3. Ïîçäíåå [71] áûëè îõàðàê-
òåðèçîâàíû êîíå÷íûå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ìîíîèäû, äîïóñêàþùèå ïëà-
íàðíûé ãðàô Êýëè.

Òåîðåìà 2.1.2 ( [71, Òåîðåìà 1]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîãî ñâîáîäíîãî êîììóòà-
òèâíîãî ìîíîèäà S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ïëàíà-
ðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S çàäàí êîïðåäñòàâëåíèåì îäíîãî èç ñëåäó-
þùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | am = 1〉, ãäå m � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
2.1) S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bt = 1〉, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r,

m, t âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
à) t ≤ 2;
á) m ≤ 2, t > 2;
2.2) S = 〈a, b | ab = ba, am = 1, bt = 1〉, ãäå m è t � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

ïðè÷åì t ≤ 2;
3.1) S =

〈
a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, bh+t = bh, ck = 1

〉
, ãäå äëÿ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r, m, h, t, k âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) h = 1, t = 1, k = 1;
á) m ≤ 2, t ≤ 2, k = 1;
â) m ≤ 2, h = 1, t = 1, k = 2;
3.2) S =

〈
a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, b2 = 1, c2 = 1

〉
, ãäå r è m

� íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m ≤ 2;
3.3) S =

〈
a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = 1, b2 = 1, c2 = 1

〉
;

4) S = 〈a, b, c, d | ab = ba, ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db, cd = dc,
ar+m = ar, b2 = b, c2 = c, d = 1〉, ãäå r è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m ≤ 2.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì è ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò èç [68], î
êîíå÷íûõ ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ ñ íóëåì, äîïóñêàþùèõ ïëà-
íàðíûé ãðàô Êýëè.

Òåîðåìà 2.1.3 ( [68, Òåîðåìà 2]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ñâîáîäíîé êîììóòà-
òèâíîé ïîëóãðóïïû S ñ íóë¼ì 0 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðà-
çóþùèõ ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S çàäàíà êîïðåäñòàâëåíèåì
îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | ar = 0〉, ãäå r � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
2) S =

〈
a, b

∣∣ ab = ba, ar = 0, bh = 0
〉
, ãäå r, h� ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;

3) S =
〈
a, b

∣∣ ab = ba, ar+m = ar, bh = 0
〉
, ãäå r, m, h � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

ïðè÷åì m ≤ 2, ëèáî r = 1 è h = 1;
4) S =

〈
a, b, c

∣∣ ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, ck = 0
〉
, ãäå k �

ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
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Êîëü ñêîðî ñîãëàñíî òåîðåìå Áèðêãîôà [8] ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï çàìêíó-
òû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé âçÿòèÿ ïîäïîëóãðóïï, ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è ãî-
ìîìîðôíûõ îáðàçîâ ïîëóãðóïï, òî âòîðûì åñòåñòâåííûì ýòàïîì ýâîëþöèè ïî-
çíàíèÿ ñòðóêòóðû ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè, ÿâëÿåòñÿ
àíàëèç ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé îíûõ. Ïîëóãðóïïû, ÿâëÿþùèåñÿ ïðÿìûìè ïðî-
èçâåäåíèÿìè öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, ìîíîèäîâ è ïîëóãðóïï ñ íóëåì, äîïóñ-
êàþùèå ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè îõàðàêòåðèçîâàíû â [72] è [73] ñëåäóþùèìè
òåîðåìàìè.

Òàê êàê ãðàô Êýëè êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì,
òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïðÿìûõ
ïðîèçâåäåíèÿõ áîëåå îäíîãî.

Òåîðåìà 2.1.4 ( [72, Òåîðåìà]). Êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì íåîäíîýëåìåíòíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, äîïóñêàåò ïëàíàð-
íûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r, m,

h, t âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
1.1) r = 1, h = 1, ÍÎÄ(m, t) < 3;
1.2) r = 1, m = 2, t < 3;
1.3) r = 2, m = 1, h < 4, t < 3;
1.4) r = 2, m = 1, h < 5, t = 1;
1.5) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;
2) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉 ×

〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉
×
〈
c
∣∣ ck+l = ck

〉
, ãäå äëÿ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë r, m, h, t, k, l âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
2.1) r = 1, m = 2, h = 1, t = 2, k = 1, l = 2;
2.2) r = 1, m = 2, h = 2, t = 1, k = 2, l = 1;
2.3) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 2, l < 3;
2.4) r = 2, m = 1, h = 2, t = 1, k = 3, l = 1;
3) S ∼=

〈
a0
∣∣ ar+m0 = ar0

〉
×
∏n
i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2i
〉
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

r è m âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
3.1) r = 1, m = 2; 3.2) r = 2, m < 3; 3.3) r = 3, m = 1.

Òåîðåìà 2.1.5 ( [73, Òåîðåìà 1]). Êîíå÷íûé ìîíîèä S, ÿâëÿþùèéñÿ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì íåîäíîýëåìåíòíûõ öèêëè÷åñêèõ ìîíîèäîâ, äîïóñêàåò ïëàíàð-
íûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉1 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉1
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, m, h, t

è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
1.1) r = 1, m = 2;
1.2) m ≤ 2, t ≤ 2;
1.3) r = 1, m > 2, t ≤ 2;

2) S ∼=
〈
a
∣∣ a3 = a

〉
×
〈
b
∣∣ b3 = b

〉
×
〈
c
∣∣ ck+l = ck

〉i
, ãäå i ïðèíèìàåò óêà-

çàííûå íèæå çíà÷åíèÿ, è äëÿ íàòóðàëüíûõ k, l âûïîëíÿåòñÿ îäíîãî èç ñëåäó-
þùèõ îãðàíè÷åíèé:

2.1) i = 1, l ≤ 2;
2.2) i = +1, k = 1, l ≤ 2;

3) S ∼=
〈
a
∣∣ a1+m = a1

〉+1 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉i
, ãäå m, h, t � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, i ∈ {1,+1} è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
3.1) m = 1;
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3.2) i = 1, h = 1, t = 2;
3.3) m = 2, h = 1, i = 1;
3.4) m = 2, h = 1, t = 2, i = +1.

4) S ∼=
〈
a0
∣∣ ar+m0 = ar0

〉1×∏n
i=1

〈
ai
∣∣ a2i = ai

〉+1
, ãäå m ≤ 2, n ≤ 2; èëè r = 1,

m = 1, n ≤ 3.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.5 ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿþò óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 2.1.2, ñ ó÷¼òîì íåîäíîýëåìåíòíîñòè ïåðåìíîæàåìûõ ìîíîèäîâ.

Òåîðåìà 2.1.6 ( [73, Òåîðåìà 2]). Êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà S ñ íóëåì, ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íåîäíîýëåìåíòíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï ñ íóëåì,
äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉0 ×
〈
b
∣∣ bh+t = bh

〉0
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r,

m, h, t âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
1.1) r = 2, m = 1, h < 5, t = 1;
1.2) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;
1.3) r = 2, m = 1, h = 1, t = 2;
2) S ∼=

〈
a0
∣∣ ar+1

0 = ar0
〉
×
∏n
i=1

〈
ai
∣∣ a2+1

i = a2i
〉
, ãäå r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

ïðè÷åì r ≤ 3;

3.1) S ∼=
〈
a
∣∣ a2+1 = a2

〉
×
〈
b
∣∣ b2+1 = b2

〉+0
;

3.2) S ∼= 〈a | ar+m = ar〉+0×
〈
b
∣∣ b2 = b

〉+0
, ãäå r è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

ïðè÷åì m ≤ 2;

4) S ∼=
〈
a0
∣∣ ar+1

0 = ar0
〉
×
∏n
i=1

〈
ai
∣∣ a2i = ai

〉+0
, ãäå n ≤ 2; èëè r = 1, n ≤ 3.

2.2. Î ïîëóãðóïïàõ ñ àöèêëè÷åñêèìè ãðàôàìè Êýëè

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïîëóãðóïïàõ ñ àöèêëè÷åñêèìè ãðàôàìè Êýëè.
Èõ èçó÷åíèåì ñèñòåìàòè÷åñêè çàíèìàëñÿ À.Ë.Ìàêàðüåâ ñ 2006 ãîäà, è íà ýòîì
ïóòè áûëè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.2.1 ( [43, Òåîðåìà 1]). Îñíîâà ãðàôà Êýëè íèëüïîòåíòíîé ïîëó-
ãðóïïû S ñòóïåíè n ≥ 2 ñ ìèíèìàëüíûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì X ÿâ-
ëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y èç
ìíîæåñòâà X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî xy = x2.

Îïèðàÿñü íà äàííóþ òåîðåìó, å¼ ñëåäñòâèÿ è ðÿä öåííûõ ïðåäëîæåíèé, áû-
ëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, õàðàêòåðèçóþùàÿ êîíå÷íîå äåðåâî, êîòîðîå
ìîæåò áûòü îñíîâîé ãðàôà Êýëè íåêîòîðîé íèëüïîòåíòíîé ïîëóãðóïïû, è ïîç-
âîëÿþùàÿ óêàçàòü òàêèå ïîëóãðóïïû, åñëè îíè èìåþòñÿ.

Òåîðåìà 2.2.2 ( [43, Òåîðåìà 2]). Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíå÷íîå äåðåâî áûëî îñíî-
âîé ãðàôà Êýëè íåêîòîðîé íèëüïîòåíòíîé ïîëóãðóïïû ñòóïåíè n ≥ 2 íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñðåäè öåíòðàëüíûõ èëè âèñÿ÷èõ âåðøèí ýòî-
ãî äåðåâà èìåëàñü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ω, óäàëåííàÿ îò êàæäîé âèñÿ÷åé
âåðøèíû äåðåâà (îòëè÷íîé îò ω) íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå (n − 1) èëè (n − 2),
è âñå ïðîñòûå öåïè, ñîåäèíÿþùèå ïðîèçâîëüíóþ âèñÿ÷óþ âåðøèíó ñ âåðøè-
íîé ω, ëèáî íå èìåëè îáùèõ âåðøèí (êðîìå ω), ëèáî èìåëè îäèíàêîâóþ äëèíó
(èëè, â ÷àñòíîñòè, ñîâïàäàëè). Ïðè ýòîì âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû äåðåâà (êðî-
ìå âåðøèíû ω, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé) ñîîòâåòñòâóþò ïîðîæäàþùèì
ýëåìåíòàì, à äàííàÿ âåðøèíà ω ñîîòâåòñòâóåò íóëþ ýòîé ïîëóãðóïïû.
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Ãîäîì ïîçäíåå îêàçàëèñü îõàðàêòåðèçîâàíû ðàññûï÷àòûå è ïðÿìîóãîëüíûå
ïîëóãðóïïû ñ àöèêëè÷åñêèìè ãðàôàìè Êýëè (â ÷àñòíîñòè, äåðåâüÿìè), à òàêæå
íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àöèêëè÷åñêèé íåîðãðàô (â ÷àñòíîñòè, äåðåâî)
ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé ãðàôà Êýëè íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé èëè ðàññûï÷à-
òîé ïîëóãðóïïû.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, êàñàþùèìñÿ ðàññûï÷àòûõ ïîëóãðóïï, ÿâèëàñü ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.3 ( [44, Òåîðåìà 1]). Îðäèíàëüíàÿ ñóììà S = ∪e∈PSe ñèíãóëÿð-
íûõ ïîëóãðóïï èìååò àöèêëè÷åñêèé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) |P | = 1 è |S| ≤ 2, ïðè÷¼ì S � ëþáàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ïîëóãðóïïà;
2) |P | = 1 è S > 2, ïðè÷¼ì S � ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé;
3) |P | = 2, ïðè÷¼ì îäíà èç êîìïîíåíò � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóãðóïïà ëåâûõ

íóëåé, à âòîðàÿ êîìïîíåíòà � îäíîýëåìåíòíàÿ ïîëóãðóïïà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 2.2.4 ( [44, Òåîðåìà 2]). Îñíîâà ãðàôà Êýëè ïðÿìîóãîëüíîé ïîëóãðóï-
ïû S = L × R ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|R| ≤ 2.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ôîðìóëèðóåìàÿ, íî íåòðèâèàëüíî äîêàçûâàåìàÿ, ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò àöèêëè÷åñêèé íåîðãðàô, êîòîðûé ìîæåò áûòü
îñíîâîé ãðàôà Êýëè íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîëóãðóïïû.

Òåîðåìà 2.2.5 ( [44, Òåîðåìà 3]). Äëÿ òîãî ÷òîáû àöèêëè÷åñêèé íåîðãðàô ìîã
ñëóæèòü îñíîâîé ãðàôà Êýëè íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîëóãðóïïû íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òîëüêî îäíî èç óñëîâèé:

1) êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èçîëèðîâàíà;
2) âñå âåðøèíû ãðàôà ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè.

Êàê ñëåäñòâèå èç ïðèâåä¼ííîé òåîðåìû âûòåêàåò, äëÿ òîãî ÷òîáû íåîðèåíòè-
ðîâàííîå äåðåâî ìîãëî ñëóæèòü îñíîâîé ãðàôà Êýëè íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé
ïîëóãðóïïû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî äåðåâî èìåëî íå áîëüøå äâóõ
âåðøèí.

Â 2008 ïðîäîëæèëîñü ðàññìîòðåíèå ïîëóãðóïï ñ àöèêëè÷åñêèìè ãðàôàìè
Êýëè, íà÷àòîå â [43] è [44]. À èìåííî, ðàññìàòðèâàëñÿ âàæíûé êëàññ ïîëóãðóïï
èäåìïîòåíòîâ � ïîëóðåø¼òêè.

Õàðàêòåðèçàöèþ ïîëóðåø¼òîê, èìåþùèõ àöèêëè÷åñêèé ãðàô Êýëè, äàåò ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.6 ( [46, Òåîðåìà]). Äëÿ ïîëóðåø¼òêè S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-
âèâàëåíòíû:

1) îñíîâà ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì;
2) S � âååðíàÿ ïîëóãðóïïà;
3) îñíîâà ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ íóëü- èëè îäíîÿðóñíûì äåðå-

âîì.

Çàêëþ÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì â äàííîé ñåðèè áûëà òåîðåìà 2.2.7, çíà÷èòåëü-
íî óñèëèâàþùàÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.2.3. Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå íàéäåíû óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ îðäèíàëüíàÿ ñóììà ñèíãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï èìååò àöèêëè÷åñêèé
ãðàô Êýëè, à â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
àöèêëè÷åñêèé ãðàô Êýëè èìååò îðäèíàëüíàÿ ñóììà ïðîèçâîëüíûõ ïîëóãðóïï.
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Òåîðåìà 2.2.7 ( [45, Òåîðåìà]). Îðäèíàëüíàÿ ñóììà S = ∪e∈PSe ïîëóãðóïï
èìååò àöèêëè÷åñêèé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) |P | = 1 è S � ëþáàÿ ïîëóãðóïïà ñ àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì Êýëè;
2) |P | = 2, ïðè÷¼ì âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
à) ïåðâàÿ êîìïîíåíòà � öèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ñ ïåðèîäîì 1 èëè 2, à âòî-

ðàÿ � ëåâîñèíãóëÿðíàÿ ïîëóãðóïïà;
á) âòîðàÿ êîìïîíåíòà � îäíîýëåìåíòíàÿ ïîëóãðóïïà, à ïåðâàÿ � ëþáàÿ

íåöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà S ñ ìèíèìàëüíûì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì X,
â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: åñëè xa = yb èëè xa = y, òî x = y, ãäå
x, y ∈ X è a, b ∈ S.

2.3. Î êëèôôîðäîâûõ ïîëóãðóïïàõ

ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè

×àñòíûì ñëó÷àåì ïîëóãðóïï ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû. Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê,
÷òî èçó÷åíèå ãðóïï áûëî íà÷àëî ðàíüøå, ÷åì ïîëóãðóïï, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïåðâûõ. Íåñìîòðÿ íà èõ áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ìíîãèå
ïðîáëåìû òåîðèè ïîëóãðóïï íûíå ðåøàþòñÿ ïî ìîäóëþ òåîðèè ãðóïï. Â ÷àñò-
íîñòè, èññëåäîâàòåëÿì âîïðîñîâ ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè äëÿ ãðóïï óäàëîñü
ïîëó÷èòü çàâåðøåííûå ðåçóëüòàòû.

Êàê áûëî óïîìÿíóòî âî ââåäåíèè, îïèñàíèå äîïóñêàþùèõ ïëîñêèå ãðàôû
Êýëè êîíå÷íûõ ãðóïï äàâíî èçâåñòíî, íî ïåðåä òåì êàê ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâó-
þùóþ òåîðåìó, íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè ãðóïï. Zn =
{0, . . . , n− 1} � àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Çàìåòèì, ÷òî
Zm × Zn ∼= Zmn ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ m è n. Â ÷àñòíîñòè, Z2 × Z2

∼= D2.
Çäåñü Dn =

〈
x, y | xn = y2 = (xy)2 = 1

〉
� äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà. Ýëåìåíòàìè Dn

ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìû ãðàôà ñîñòîÿùåãî òîëüêî èç öèêëà ñ n âåðøèíàìè,
òàêèì îáðàçîì | Dn | = 2n. Î÷åâèäíî, ÷òî Z2 × Dn

∼= D2n ïðè íå÷åòíîì n.
Íàêîíåö An è Sn � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà è ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäñòà-
íîâîê ñòåïåíè n, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ÷¼òíûå è, ñîîòâåòñòâåííî, âñå âîçìîæíûå
ïîäñòàíîâêè äàííîé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 2.3.1 ( [54, �5]). Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ïëàíàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà G = G1 ×G2, ãäå G1 = Z1 èëè Z2, a G2 = Zn, Dn, S4, A4 èëè A5.

Íàïîìíèì, ÷òî ðîäîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî
ðó÷åê, êîòîðûå íóæíî äîáàâèòü ê ñôåðå, ÷òîáû óëîæèòü G íà ýòîé ñôåðå.

Îïèðàÿñü íà ïðèâåä¼ííîå îïèñàíèå ïëîñêèõ ãðóïï, îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì â
ðàáîòå [39] áûëà íàéäåíà ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëóãðóïï, ãðàôû Êýëè
êîòîðûõ äîïóñêàþò óêëàäêó íà òîðå, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè ìèíèìàëüíîãî
ðîäà ðàâíîãî 1. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ýòîé õàðàêòåðèçàöèè çàíÿëè òàê íàçû-
âàåìûå ïðàâûå ãðóïïû, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâèìûå ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ãðóïïû G íà ïîëóãðóïïó ïðàâûõ íóëåé Rn ïîðÿäêà n.

Òåîðåìà 2.3.2 ( [39, Òåîðåìà 3.6]). Ïóñòü G × Rr - êîíå÷íàÿ ïðàâàÿ ãðóïïà
ñ r ≥ 2. Ìèíèìàëüíûé ðîä ãðàôà Cay(G × Rr, C × Rr) ñðåäè âñåõ ïîðîæ-
äàþùèõ ìíîæåñòâ C ⊆ G ãðóïïû G ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà G × Rr èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïðàâûõ ãðóïï: Zn × Rr ñ (n, r) ∈
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{(2, 3), (2, 4), (3, 3), (i, 2)} äëÿ i ≥ 4; Dn × R2 äëÿ âñåõ n ≥ 2. Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå, ÷òî ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àåò â ñåáÿ Z2 × Dn × R2 è Z2 × Zn × R2 äëÿ
íå÷åòíîãî n ≥ 3.

Óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò ïîçäíåå áûë äîïîëíåí ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ ïðàâûõ
ãðóïï, ãðàôû Êýëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïëàíàðíûìè, òî åñòü ìèíèìàëüíîãî ðîäà
ðàâíîãî 0.

Òåîðåìà 2.3.3 ( [40, Òåîðåìà 7.1]). Ëþáàÿ ïëîñêàÿ ïðàâàÿ ãðóïïû ïðåäñòà-
âèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ G × Rk ñ k ≥ 2, ãäå îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí
G ∈ {{e},Zn, Dn, S4, A4, A5} ïðè k ≤ 3, ëèáî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ {e} × R4.
Çäåñü {e} îçíà÷àåò îäíîýëåìåíòíóþ ãðóïïó.

Ïðèâåäåì òåïåðü èçâåñòíóþ êëàññèôèêàöèþ ïëîñêèõ êëèôôîðäîâûõ ïîëó-
ãðóïï, ïîíÿòèå êîòîðûõ òàê áëèçêî ê ïîíÿòèþ ãðóïï. Óñòîÿâøèéñÿ â íàó÷íîé
ëèòåðàòóðå òåðìèí äëÿ ýòèõ ïîëóãðóïï ïðèäàí â ÷åñòü àìåðèêàíñêîãî ìàòåìà-
òèêà À. Êëèôôîðäà, îäíîãî èç ïèîíåðîâ òåîðèè ïîëóãðóïï, âûÿâèâøåãî ñðåäè
ïðî÷åãî îñíîâîïîëàãàþùèå ñâîéñòâà îáñóæäàåìûõ ïîëóãðóïï, êîòîðûå ñàì îí
íàçûâàë îáúåäèíåíèÿìè ãðóïï [63].

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, ðàçúÿñíèì èñ-

ïîëüçóåìûå â [95] îáîçíà÷åíèÿ. Çàïèñü Gα
f−→ Gβ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îáîçíà÷å-

íèÿ ãðóïï è ñîîòâåòñòâóþùåãî ãîìîìîðôèçìà fα,β , îïèñàííîãî â òåîðåìå 1.1.

Çàïèñü Gα
(f,f ′)−−−→ Gβ ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åííûå îòîáðàæåíèÿ

fα,β íà êàæäîé èç êîìïîíåíò Gα, åñëè Gα èìååò äâà îáðàçóþùèõ. Êðîìå òî-
ãî, 0 îáîçíà÷àåò íóëåâîå îòîáðàæåíèå, id îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå. Íàïðèìåð, â ïóíêòå 2b òåîðåìû 2.3.4 ïåðâûé ìíîæèòåëü îòîáðàæàåòñÿ
òîæäåñòâåííî, à âòîðîé - íóëåâûì îòîáðàæåíèåì. Èíúåêòèâíîå è áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ êàê injective è bijective ñîîòâåòñòâåííî. Íàêîíåö
çàìåòèì, ÷òî åñëè k è m âçàèìíî ïðîñòû, òî ãðóïïû Zk×Zm è Zkm èçîìîðôíû
äðóã äðóãó.

Òåîðåìà 2.3.4 ( [95, Òåîðåìà 2.5]). Ïóñòü S = Gα
⋃
Gβ � êîíå÷íàÿ êëèô-

ôîðäîâà ïîëóãðóïïà ñ α > β. Òîãäà S ïëàíàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Gα = Zm, Gβ = Zn ïðè

a) Zm
0−→ Zn èëè

b) m = n, Zm
bijective−−−−−→ Zm èëè

c) n = 2m, Zm
injective−−−−−−→ Z2m.

2) Gα = Z2 × Z2 ïðè

a) Z2 × Z2
0−→ Zn èëè

b) Z2 × Z2
(id,0)−−−→ Z2 èëè

c) Z2 × Z2
(injective,0)−−−−−−−−→ Z4.

3) Gα = Z2, Gβ = Z2 × Z2 èëè D2.
4) Gβ = Zn, Z2 × Z2n, Dn, ãäå (n > 2), A4, A5, S4 èëè Z2 ×A4 è
a) Gα = {0} èëè
b) Gα = Z2 ñ fα,β, ÿâëÿþùèìñÿ íóëåâûì îòîáðàæåíèåì.
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Êðîìå òîãî, íåêîòîðûìè àâòîðàìè àêòèâíî çàäåéñòâîâàëèñü ìàøèííûå âû-
÷èñëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ïèîíåðñêàÿ ðàáîòà Ìàêêüþíà [56] îçíàìåíîâàëà íà-
÷àëî ýïîõè àâòîìàòèçàöèè ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì, ýòî íà÷èíàíèå
íå îáîøëî ñòîðîíîé è âîïðîñû ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
Òàêèì ñïîñîáîì, íàïðèìåð, ×åäëè íåäàâíî áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3.5 ( [14, Òåîðåìà 1.1]). Ïóñòü L � êîíå÷íàÿ n-ýëåìåíòíàÿ ïîëó-
ðåø¼òêà. Òîãäà, åñëè L èìååò íå ìåíåå ÷åì 127 · 2n−8 ïîäïîëóðåø¼òîê, òî
ýòà ïîëóðåø¼òêà ïëàíàðíà.

2.4. Î ïîëóãðóïïàõ ñ âíåøíåïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè

Âûáîð òåìàòèêè äàííîãî ïîäðàçäåëà îáóñëîâëåí ñëåäóþùèì íàáëþäåíè-
åì, àíîíñèðîâàííûì â [78]. Â ðÿäå ðàáîò èññëåäîâàëîñü ñâîéñòâî ïëàíàðíî-
ñòè ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï [93]. Êàê îêàçàëîñü, ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè ãðà-
ôà Êýëè ïîëóãðóïïû íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùèì òåîðåòèêî-
ïîëóãðóïïîâûì êîíñòðóêöèÿì: êîììóòàòèâíî-ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [71], îð-
äèíàëüíîé ñóììû [70], ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ [72] öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, ìî-
íîèäîâ è ïîëóãðóïï ñ íóëåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à õà-
ðàêòåðèçàöèè ïîëóãðóïï ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè òåõ èëè èíûõ êëàññîâ
K ïîëóãðóïï, ïðèìåíåíèå ê êîòîðûì íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè ïîëó-
ãðóïï êîíñòðóêöèé íàñëåäóþò ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâà-
íèè â êà÷åñòâå K áûë âûáðàí êëàññ íèëüïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï, à â êà÷åñòâå
êîíñòðóêöèè âçÿòî 0�ïðÿìîå îáúåäèíåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî 0�ïðÿìûì îáúåäè-
íåíèåì äèçúþíêòíîãî ñåìåéñòâà ïîëóãðóïï Si (i ∈ I) ñ íóëåì íàçûâàåòñÿ ïîëó-
ãðóïïà S ñ íóëåì, îïðåäåëåííàÿ íà îáúåäèíåíèè ïîëóãðóïï Si ñ ïîñëåäóþùèì
îòîæäåñòâëåíèåì íóëåé âñåõ Si è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, ñîâïàäàþùåé ñ èñõîä-
íûìè îïåðàöèÿìè íà êàæäîé ïîëóãðóïïå Si, è xy = 0, åñëè x ∈ Si, y ∈ Sj è
i 6= j.

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì, ìîòèâèðóþùèì ê èññëåäîâàíèþ ïîëóãðóïï, äîïóñ-
êàþùèõ âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè, ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.4.1 ( [78, Òåîðåìà]). Ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ïîëóãðóï-
ïû íàñëåäóåòñÿ 0-ïðÿìûì îáúåäèíåíèåì íèëüïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï, åñëè è
òîëüêî åñëè îñíîâà ãðàôà Êýëè êàæäîé èç îáúåäèíÿåìûõ ïîëóãðóïï â ðåçóëü-
òàòå óäàëåíèÿ íóëåâîãî ýëåìåíòà äîïóñêàåò òàêóþ ïëîñêóþ óêëàäêó, ÷òî
âñå å¼ âåðøèíû ïðèíàäëåæàò îäíîé ãðàíè.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáçîð èññëåäîâàíèé ïî-
ëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ âíåøíåïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè. Íà ïóòè äîñòèæåíèÿ
óêàçàííîé öåëè, áóäóò ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ âîïðîñîâ âíåøíåïëàíàðíîñòè ãðà-
ôîâ Êýëè äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

1) êîíå÷íûå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ïîëóãðóïïû;
2) êîíå÷íûå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ìîíîèäû;
3) ðàññûï÷àòûå ïîëóãðóïïû;
4) êîíå÷íîïîðîæäåííûå ïîëóãðóïïû ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì

è ñ òîæäåñòâîì;
5) ñâîáîäíûå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ïîëóãðóïïû è n-âååðíûå ïîëóðåø¼ò-

êè.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ:
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6) î äîïóñòèìîñòè ãðàôîâ è âçÿòûõ ñ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé è ïîìåòêîé
ðåáåð, â êà÷åñòâå ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï.

Â äàííîì ïàðàãðàôå îïèñûâàþòñÿ êîíå÷íûå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ïî-
ëóãðóïïû, à òàêæå êîíå÷íûå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ïîëóãðóïïû ñ íóë¼ì,
ãðàôû Êýëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âíåøíåïëàíàðíûìè.

Òåîðåìà 2.4.2 ( [80, Òåîðåìà 2.1]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ñâîáîäíîé êîììó-
òàòèâíîé ïîëóãðóïïû S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ
âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S çàäàíà êîïðåäñòàâëåíèåì îä-
íîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | ar+m = ar〉, ãäå r è m � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;
2) S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh〉, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, m, h, t

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) h = 1, m ≤ 2, t = 1; èëè r = 1, m = 1, t ≤ 2;
á) r ≤ 2, h ≤ 2, m ≤ 2, t ≤ 2 ïðè r +m ≤ 3, h+ t ≤ 3.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïîëóãðóïï ñ íóë¼ì.

Òåîðåìà 2.4.3 ( [80, Òåîðåìà 2.2]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ñâîáîäíîé êîììóòà-
òèâíîé ïîëóãðóïïû S ñ íóë¼ì 0 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçó-
þùèõ âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S çàäàíà êîïðåäñòàâëå-
íèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | ar = 0〉, ãäå r � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
2) S = 〈a, b | ab = ba, ar = 0, bh = 0〉, ãäå r, h � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì

r ≤ 2, h ≤ 2;
3) S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bh = 0〉, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, m, h

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) h = 1;
á) r +m = 3, h = 2;
â) r +m = 2, h > 2.
4) S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c1 = 0〉.
Ïåðå÷èñëèì êîíå÷íûå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ìîíîèäû, äîïóñêàþùèå

âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè:

Òåîðåìà 2.4.4 ( [80, Òåîðåìà 3.1]). Ãðàô Êýëè ñâîáîäíîãî êîììóòàòèâíîãî
ìîíîèäà S ñ öèêëè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) S = 〈a | am = 1〉, ãäå m � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
2) S = 〈a, b | ab = ba, ar+m = ar, bt = 1〉, ëèáî ïîëóãðóïïà S èìååò êîïðåä-

ñòàâëåíèå S = 〈a, b | ab = ba, am = 1, bt = 1〉, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, m, t
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:

à) t = 1; á) m ≤ 2, t = 2;
3) S = 〈a, b, c | ab = ba, ac = ca, bc = cb, ar+m = ar, b2 = b, c = 1〉, ãäå r è m �

íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m ≤ 2.

Ðåøåíà è çàäà÷à îïèñàíèÿ ðàññûï÷àòûõ ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ âíåøíå-
ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè. Ëþáàÿ ðàññûï÷àòàÿ ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëüíîé
ñóììîé ñèíãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï [67, ñ. 50]. Íàïîìíèì, ÷òî îðäèíàëüíîé ñóììîé
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóãðóïï Se, ãäå e ïðîáåãàåò öåïü P , íàçûâàåòñÿ
ïîëóãðóïïà S =

⋃
e∈P Se, â êîòîðîé ïðè e < f äëÿ ëþáûõ a ∈ Se è b ∈ Sf äåé-

ñòâóåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ab = ba = a. Ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé,
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ëåâûõ èëè ïðàâûõ íóëåé.
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Òåîðåìà 2.4.5 ( [80, Òåîðåìà 4.1]). Ïóñòü S - ðàññûï÷àòàÿ ïîëóãðóïïà è
S =

⋃
e∈P Se, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðäèíàëüíàÿ ñóììà ñèíãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï.

Òîãäà S äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) |P | = 1 è |S| < 4, åñëè S � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ íóëåé;
2) |P | = 2 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
à) îáå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ïðàâûõ íóëåé è |S| < 4;
á) òîëüêî îäíà èç êîìïîíåíò Se ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé, ïðè

ýòîì | Se | ≤ 2, è äðóãàÿ êîìïîíåíòà òàêæå ñîäåðæèò ìåíåå òðåõ ýëåìåí-
òîâ;

â) îáå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ëåâûõ íóëåé, è îäíà èç íèõ îäíîýëåìåíò-
íàÿ, ëèáî êàæäàÿ ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ;

3) |P | = 3 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
à) âñå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ïðàâûõ íóëåé è |S| < 4;
á) âñå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè ëåâûõ íóëåé è |S| < 5;

Ïðèâåä¼ííîå íàìè âî ââåäåíèè îïðåäåëåíèå ãðàôà Êýëè çàäàåò îðèåíòèðî-
âàííûé ìóëüòèãðàô ñ ïîìå÷åííûìè ð¼áðàìè. Íî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íåáîëü-
øèõ ðàçíîâèäíîñòåé, íàïðèìåð, â íåêîòîðûõ êîíòåêñòàõ, âìåñòî ïðàâîãî óìíî-
æåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëåâîå. Òåì ñàìûì ìîæíî ðàçäåëÿòü ïðàâûå è ëåâûå ãðàôû
Êýëè. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò äëÿ ñëó÷àÿ êîììóòàòèâíûõ
ïîëóãðóïï, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå èõ ìîæíî èññëåäîâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî àí-
òèèçîìîðôèçìà, à ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò íå âîñïðîèçâîäèòü ñî-
îòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ îäíîãî èç âçàèìíî äâîéñòâåííûõ ñëó÷àåâ. Â
ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì, îêàçàëàñü âåðíà òåîðåìà ïðèâåä¼ííàÿ íèæå.

Òåîðåìà 2.4.6 ( [80, Òåîðåìà 5.1]). Íåöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ñ îäíèì îïðåäå-
ëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì è ñ òîæäåñòâîì, äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô
Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àíòèèçîìîðôíà îäíîé èç ïîëóãðóïï:
S2,k = 〈a, b | ab = bk〉, ïðè k ≤ 3, S3 = 〈a, b | aba = ba〉 èëè èçîìîðôíà ïîëó-
ãðóïïå S2,1 = 〈a, b | ab = b〉.

Íàïîìíèì èç [61, ñ. 1296] è [15, ñ. 460], ÷òî åñëè äàí îáûêíîâåííûé ãðàô
Γ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V Γ = {a1, . . . , an}, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ñâîáîäíóþ
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíóþ ïîëóãðóïïó, êàê ïîëóãðóïïó S(Γ), çàäàííóþ ìíîæå-
ñòâîì {a1, . . . , an} îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ è ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé âèäà aiaj = ajai äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ ai è aj , êîòîðûå ñîåäèíåíû
ðåáðîì â ãðàôå Γ.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå îïèñûâàåòñÿ âëèÿíèå ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè ìíîæå-
ñòâà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû
íà âíåøíåïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè ïîñëåäíåé. Êàê îêàçàëîñü, ñóùåñòâåííîé
ÿâëÿåòñÿ âàëåíòíîñòü âåðøèí ãðàôà êîììóòàòèâíîñòè, òî åñòü íå òîëüêî ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ, íî è êîëè÷åñòâî êîììóòèðóþùèõ ïàð
âëèÿåò íà âíåøíåïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû.

Òåîðåìà 2.4.7 ( [80, Òåîðåìà 6.1]). Ãðàô Êýëè ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé
ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû S(Γ), ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàôó êîììóòàòèâíîñòè Γ
ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ, âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû â ãðàôå Γ ðàâíà íóëþ, òî åñòü ïîëóãðóïïà
S(Γ) íåêîììóòàòèâíàÿ.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê n-âååðíûì ïîëóðåø¼òêàì. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóðåø¼òêîé
íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà èäåìïîòåíòîâ [67, ñ. 31].

Áóäåì íàçûâàòü n-âååðíîé ïîëóðåø¼òêó Snk ñ íóëåì, äëÿ 1 ≤ n ≤ k, çàäàííóþ
êîïðåäñòàâëåíèåì

〈a1, a2, . . . , ak | a2i = ai, aiaj = ajai, ai1ai2 . . . ain = 0〉,
ãäå (i1, i2, . . . , in) � ïðîáåãàþò âñå ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé èç k ýëåìåíòîâ
1, 2, . . . , k ïî n, à i, j ïðèíèìàþò âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî k. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà âûäåëÿåò â êëàññå òàêèõ ïîëóãðóïï âñå äîïóñêàþùèå âíåøíåïëàíàð-
íûå ãðàôû Êýëè ïîëóãðóïïû, íà ÿçûêå îãðàíè÷åíèé êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ
ôèêñèðîâàííîé äëèíû.

Òåîðåìà 2.4.8 ( [80, Òåîðåìà 6.2]). n-âååðíàÿ ïîëóðåø¼òêà S = Snk äîïóñêàåò
âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ≤ 2.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå â [76] àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ñâîáîäíûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï è n-âååðíûõ ïî-
ëóðåø¼òîê ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè. Ïðèâîäèì ýòîò ðåçóëüòàò â ðàçäåëå
ïîñâÿùåííîì âíåøíåïëàíàðíîñòè îò÷àñòè âûáèâàÿñü èç îáùåé êàíâû ïîâåñò-
âîâàíèÿ ïîòîìó, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû, îí íå îòíîñèòñÿ íè ê îäíîé èç âûøå
âûäåëåííûõ êàòåãîðèé ïîëóãðóïï ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè, íî ñ äðóãîé
� íå óïîìÿíóòü åãî íåëüçÿ, ðåçóëüòàò èíòåðåñåí îðèãèíàëüíîñòüþ äîêàçàòåëü-
ñòâà, òàì åñòü ñâåæèå èäåè, ñâÿçàííûå ñ ïîÿâëåíèåì ôðàêòàëüíûõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 2.4.9 ( [76, Òåîðåìà 1]). Ãðàô Êýëè ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ñâî-
áîäíîé ïîëóãðóïïû S(Γ), ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàôó êîììóòàòèâíîñòè Γ ìíî-
æåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ, ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû â ãðàôå Γ íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.

Òåîðåìà 2.4.10 ( [76, Òåîðåìà 2]). n-âååðíàÿ ïîëóðåø¼òêà S = Snk äîïóñêà-

åò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |S(2)| ≤ 3, ãäå S(2) �
ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ñëîâ ïîëóãðóïïû S âèäà aiaj, i 6= j.

Ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ ïëàíàðíîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ãðàôû K5 è K3,3.
Ðàíåå [69] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè Cay(S,E) � ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ïîëóãðóï-
ïû S, òî Cay(S,E):

1) íå èçîìîðôåí ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K3,3 ñ ëþáîé îðèåíòàöèåé è
ðàñêðàñêîé (ðàçìåòêîé) ðåáåð;

2) èçîìîðôåí ïîëíîìó ãðàôó K5 ñ åäèíñòâåííîé îðèåíòàöèåé ðåáåð òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà S èìååò êîïðåäñòàâëåíèå:
S = 〈a, b | ab = ba, a = b2 = a3b, a2 = ab2, b = a3 = a2b2〉.

Ïðîäîëæàÿ îáçîð èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâëåíèè, çàìåòèì, ÷òî ïðè
èçó÷åíèè âîïðîñîâ âíåøíåïëàíàðíîñòè, íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ ×àðòðýíäà�
Õàðàðè, êëþ÷åâàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ ãðàôàì K4 è K2,3. Â òåîðåìå íèæå ïîêàçà-
íî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëóãðóïï, ãðàôû Êýëè êîòîðûõ èçîìîðôíû ïîëíîìó
ãðàôó K4 èëè ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K2,3 ñ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé è
ðàñêðàñêîé ðåáåð.

Òåîðåìà 2.4.11 ( [80, Òåîðåìà 7.1]). Åñëè Cay(S,E) � ãðàô Êýëè êîíå÷íîé
ïîëóãðóïïû S, òî Cay(S,E):

1) íå èçîìîðôåí ïîëíîìó ãðàôó K4 ñ ëþáîé îðèåíòàöèåé è ðàñêðàñêîé ðåáåð;
2) íå èçîìîðôåí ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K2,3 ñ ëþáîé îðèåíòàöèåé è

ðàñêðàñêîé ðåáåð.
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Òàêîâ ñïèñîê îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â õîäå èññëåäîâàíèÿ ïîëó-
ãðóïï, äîïóñêàþùèõ âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè.

2.5. Î ïîëóãðóïïàõ ñ îáîáùåííûìè

âíåøíåïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè

Íàïîìíèì, ÷òî îáîáùåííûì âíåøíåïëàíàðíûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïëàíàð-
íûé ãðàô, êîòîðûé ìîæíî óëîæèòü íà ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîå
ðåáðî îáëàäàåò õîòÿ áû îäíîé êîíöåâîé âåðøèíîé íà ãðàíèöå âíåøíåé ãðà-
íè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îáîáùåííûå âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû âïåðâûå
ââåë â ðàññìîòðåíèå Èðæè Ñåäëà÷åê [66]. Äàííîå ïîíÿòèå ñûãðàëî âàæíóþ
ðîëü ïðè èçó÷åíèè ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ãðàôîâ. Êðîìå òîãî, Ñåäëà÷åê íàøåë
õàðàêòåðèçàöèþ îáîáùåííûõ âíåøíåïëàíàðíûõ ãðàôîâ â òåðìèíàõ çàïðåùåí-
íûõ ïîäãðàôîâ.

Ñòàòüÿ [50] îòêðûëà öèêë ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïåðå÷èñëåíèþ ïîëóãðóïï, äî-
ïóñêàþùèõ îáîáùåííûå âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè. Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì
ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ñîäåðæàùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî êîíå÷íûõ
ñâîáîäíûõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï, ãðàôû Êýëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåííî âíåøíåïëàíàðíûìè.

Òåîðåìà 2.5.1 ( [50, Òåîðåìà 1]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ñâîáîäíîé êîììóòà-
òèâíîé ïîëóãðóïïû S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ îáîá-
ùåííî âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S çàäàíà êîïðåäñòàâëå-
íèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | ar+m = ar〉, ãäå r è m � ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;
2) S =

〈
a, b

∣∣ ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh
〉
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, m, h,

t âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) h = 1, t = 1, m ≤ 2; èëè r = 1, m = 1, t ≤ 2;
á) ((h ≤ 2, t = 2) èëè (h ≤ 3, t = 1)), ïðè r +m = 3; èëè
((r ≤ 2, m = 2) èëè (r ≤ 3, m = 1)), ïðè h+ t = 3;
3) S =

〈
a, b, c

∣∣ ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c2 = c
〉
.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå äàííîé òåîðåìû ñîäåðæèò âñå êîíå÷íûå ñâîáîäíûå
êîììóòàòèâíûå ïîëóãðóïïû, äîïóñêàþùèå âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 2.1 èç [80]. Áîëåå òîãî, ñâîáîäíûìè êîììóòàòèâíûìè ïîëóãðóï-
ïàìè, äîïóñêàþùèìè îáîáùåííî âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè, íî íå äîïóñ-
êàþùèìè âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïû, èìåþùèå êî-
ïðåäñòàâëåíèÿ

S =
〈
a, b

∣∣ ab = ba, ar+m = ar, bh+t = bh
〉
,

ãäå ((h = 2, t = 2) èëè (h = 3, t = 1)), ïðè r +m = 3; ëèáî ((r = 2, m = 2) èëè
(r = 3, m = 1)), ïðè h+ t = 3; èëè

S =
〈
a, b, c

∣∣ ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c2 = c
〉

è òîëüêî îíè.
Äàëåå, ïîä öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé ñ íóë¼ì ïîíèìàåòñÿ ëþáîé ãîìîìîðô-

íûé îáðàç ñâîáîäíîé îäíîïîðîæä¼ííîé ïîëóãðóïïû ñ íóë¼ì. Î÷åâèäíî, ÷òî
ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ñ íóë¼ì èçîìîðôíà ëèáî öèêëè÷åñêîé íèëüïî-
ëóãðóïïå, ëèáî ïîëó÷åíà èç öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïû âíåøíèì ïðèñîåäèíåíè-
åì íóëÿ. Êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà ñ íóë¼ì íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé êîììóòàòèâíîé,
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åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíî-ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì öèêëè÷åñêèõ ïîëó-
ãðóïï ñ íóë¼ì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî êîíå÷íûõ ñâî-
áîäíûõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï ñ íóë¼ì, ãðàôû Êýëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
îáîáùåííî âíåøíåïëàíàðíûìè.

Òåîðåìà 2.5.2 ( [50, Òåîðåìà 2]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ñâîáîäíîé êîììóòà-
òèâíîé ïîëóãðóïïû S ñ íóë¼ì 0 îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ îáðà-
çóþùèõ îáîáùåííî âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S çàäàíà
êîïðåäñòàâëåíèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | ar = 0〉, ãäå r � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
2) S =

〈
a, b

∣∣ ab = ba, ar = 0, bh = 0
〉
, ãäå r,h � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì

r = 1 èëè h = 1 èëè r + h ≤ 5;
3) S =

〈
a, b

∣∣ ab = ba, ar+m = ar, bh = 0
〉
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, m, h

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
à) ïðè m = 1 èìååì h = 1; èëè r = 1; èëè r + h ≤ 5;
á) ïðè m = 2 èìååì h = 1; èëè r + h ≤ 4;
â) ïðè m = 3 èìååì h = 1;
ã) ïðè m ≥ 4 èìååì r = 1 è h = 1;
4) S =

〈
a, b, c

∣∣ ab = ba, ac = ca, bc = cb, a2 = a, b2 = b, c = 0
〉
.

Íèæå ïåðå÷èñëåíû âñå êîíå÷íûå ñâîáîäíûå êîììóòàòèâíûå ìîíîèäû, äî-
ïóñêàþùèå îáîáùåííûå âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè.

Òåîðåìà 2.5.3 ( [51, Òåîðåìà 2]). Ãðàô Êýëè êîíå÷íîãî ñâîáîäíîãî êîììóòà-
òèâíîãî ìîíîèäà S îáîáùåííî âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
S â êëàññå âñåõ êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ èìååò êîïðåäñòàâëåíèå îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) S = 〈a | am = 1〉, ãäå m - ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
2) S = 〈a, b | ar+m = ar, bt = 1〉, ëèáî S = 〈a, b | am = 1, bt = 1〉, ãäå äëÿ íà-

òóðàëüíûõ r, m, t âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
à) t = 1; á) m ≤ 2, t = 2;
3) S =

〈
a, b, c

∣∣ ar+m = ar, b2 = b, c = 1
〉
, ãäå r è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

ïðè÷åì m ≤ 2.

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïðèâîäèëèñü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññûï÷àòûå
ïîëóãðóïïû äîïóñêàþò ïëàíàðíûå è, â ÷àñòíîñòè, âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû
Êýëè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ðàññûï÷àòûå ïîëóãðóïïû, äîïóñêà-
þùèå îáîáùåííûå âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè.

Òåîðåìà 2.5.4 ( [52, Òåîðåìà 1]). Ïóñòü S � ðàññûï÷àòàÿ ïîëóãðóïïà è S =⋃
e∈P Se ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðäèíàëüíàÿ ñóììà ñèíãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï. Òîãäà

S äîïóñêàåò îáîáùåííûé âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) |P | = 1 è ((|S| < 5, åñëè S � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ íóëåé) èëè (S � ïîëóãðóïïà
ëåâûõ íóëåé));

2) |P | = 2 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
à) îáå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ íóëåé |S| < 5;
á) òîëüêî îäíà èç êîìïîíåíò Se ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé è

|Se| ≤ 3, à äðóãàÿ êîìïîíåíòà îäíîýëåìåíòíàÿ (ïðè |Se| = 3);
â) îáå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ëåâûõ íóëåé è îäíà èç íèõ ñîäåðæèò

ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ;
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3) |P | = 3 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
à) âñå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ïðàâûõ íóëåé è |S| < 5;
á) äâå èç êîìïîíåíò ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó, à òðåòüÿ êîìïîíåíòà

� ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé;
â) âñå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè ëåâûõ íóëåé è |S| ≤ 5;
4) |P | = 4 è |S| = 4.

2.6. Î ãèïåðãðàôàõ ïîëóãðóïï

Íà ïóòè èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï ìîãóò
ïîÿâëÿòüñÿ êîìáèíàòîðíûå ïðîáëåìû, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî

Ãèïîòåçà 1 ( [81, Ãèïîòåçà]). Ãðàô Êýëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû
êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n < 9
èëè n - ïðîñòîå ÷èñëî.

Â òî æå âðåìÿ, ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ íîñÿò ÷àñòíûé õàðàêòåð, ïîýòîìó
óäîáíåå ðàñïðîñòðàíèòü èçâåñòíîå ïîíÿòèå ãðàôîâ Êýëè äî ãèïåðãðàôîâ àë-
ãåáð. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîé ìîäåëè îêàçàëîñü âîçìîæíûì ñîïîñòàâèòü ãèïåð-
ãðàô, ìíîæåñòâîì âåðøèí êîòîðîãî ñëóæèò îñíîâíîå ìíîæåñòâî ìîäåëè, à ãè-
ïåðð¼áðàìè - ýëåìåíòû (êîðòåæè) îòíîøåíèé ìîäåëè [10].

Òàê êàê âñÿêàÿ n-ìåñòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ (n+ 1)-
ìåñòíûì îòíîøåíèåì, òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïðèìåíèìî è äëÿ àëãåáð [97],
áîëåå òîãî, óñòàíîâëåí ìåõàíèçì ñòðóêòóðíîãî îïèñàíèÿ ìîäåëåé òåîðèé ïî
ñåìåéñòâàì ãèïåðãðàôîâ ïðîñòûõ ìîäåëåé ïðîèçâîëüíîé ìàëîé òåîðèè [90];
ïîýòîìó, íàïðàâëåíèå âèäèòñÿ âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì. Ê¼íèãîâî ïðåäñòàâëå-
íèå ãèïåðãðàôîâ [98, c. 93] àëãåáð, ïðè òàêîì ïîäõîäå, ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì
ãðàôîì, ñëåäîâàòåëüíî, áîëåå äîñòóïíî äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ àöèêëè÷íîñòè è
âíåøíåïëàíàðíîñòè. Îñîáûé æå èíòåðåñ âûçûâàþò ãèïåðãðàôû ïîëóãðóïï, îá-
ëàäàþùèå íèæå ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè 1◦-3◦, îòðàæàþùèìè òåñíóþ èõ
ñâÿçü ñ ãðàôàìè Êýëè. Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ïîíÿòèé òåîðèè ãèïåðãðàôîâ
ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç [98].

Äàäèì êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ãèïåðãðàôà ïîëóãðóïïû S, îòíîñèòåëü-
íî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ X: êàæäîé ïîëóãðóïïå ñîïîñòàâëåí
ãèïåðãðàô HCay(S,X), ìíîæåñòâîì âåðøèí êîòîðîãî ñëóæèò îñíîâíîå ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû S, à ãèïåðð¼áðàìè � âñåâîçìîæíûå òðîéêè âèäà
(a, x, b), ãäå a, b ∈ S, x ∈ X è ax = b.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãèïåðãðàôà óñòàíàâëèâàþòñÿ ÷åðåç îäíîèìåííûå ñâîé-
ñòâà ê¼íèãîâà ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ê¼íèãîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ãè-
ïåðãðàôà íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô, îòðàæàþùèé îòíîøåíèå èíöèäåíòíî-
ñòè ýëåìåíòîâ ãèïåðãðàôà. Ýòîò ãðàô íåñåò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ãèïåðãðàôå
è îäíîçíà÷íî åãî îïðåäåëÿåò. Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî íàçûâàòü ãèïåðãðàô
ïëîñêèì èëè ïëàíàðíûì, åñëè åãî ê¼íèãîâî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì
ãðàôîì.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðãðàô HCay(S,X) ïîëóãðóïïû S, îòíîñèòåëüíî ìíî-
æåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ X, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ê¼íèãîâûì äâóäîëüíûì
ãðàôîì, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî âåðøèí îäíîé èç äîëåé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìíî-
æåñòâîì ýëåìåíòîâ si ïîëóãðóïïû S, à ìíîæåñòâî âåðøèí äðóãîé äîëè èñ÷åð-
ïûâàåòñÿ âñåâîçìîæíûìè òðîéêàìè ej = (aj , xj , bj), ãäå aj , bj ∈ S, xj ∈ X è
ajxj = bj ; ïðè ýòîì, âåðøèíà si ñîåäèíåíà äóãîé ñ âåðøèíîé ej = (aj , xj , bj)
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà si ∈ (aj , xj , bj), òî åñòü ãèïåðâåðøèíà si ïðèíàä-
ëåæèò ãèïåððåáðó ej â ãèïåðãðàôå HCay(S,X). Äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ, äó-
ãà (si; ej) ïîìå÷àåòñÿ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì êîìïîíåíòû si â óïîðÿäî÷åííîé
òðîéêå ej . Îñíîâîé äàííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïîìå÷åííîãî ìóëüòèãðàôà ìû
íàçûâàåì îáûêíîâåííûé ãðàô, ïîëó÷åííûé èç äàííîãî ãðàôà óäàëåíèåì ìåòîê,
ïåòåëü è çàìåíîé âñåõ äóã, ñîåäèíÿþùèõ äâå âåðøèíû îäíèì ðåáðîì, ñîåäèíÿ-
þùèì ýòè âåðøèíû.

1◦) Ãèïåðãðàô ìîíîãåííîé ïîëóãðóïïû ïëàíàðåí.
2◦) Ñóùåñòâóþò ïîëóãðóïïû, äîïóñêàþùèå ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, íî íå

äîïóñêàþùèå ïëàíàðíûé ãèïåðãðàô.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà êîëüöà âû÷åòîâ

ïî ìîäóëþ 8, ïîðîæäàåìàÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè Z8 = 〈2, 3, 5〉 è äîïóñêàþùàÿ
ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, â òî âðåìÿ êàê å¼ ãèïåðãðàô ïëàíàðíûì íå ÿâëÿåòñÿ,
â ñèëó òåîðåìû î íèõ.

3◦) Åñëè ãèïåðãðàô ïîëóãðóïïû ïëàíàðåí, òî å¼ ãðàô Êýëè ïëàíàðåí.
Â ñàìîì äåëå, êàæäîìó ðåáðó ãðàôà Êýëè ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðàô ê¼íèãîâà

ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðãðàôà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â ê¼íèãîâîì ïðåäñòàâëåíèè
ãèïåðãðàôà îòñóòñòâîâàë ïîäãðàô, ãîìåîìîðôíûé K5 èëè K3,3, òî îí íå îáíà-
ðóæèòñÿ è â ãðàôå Êýëè, òî åñòü ïëàíàðíîñòü íàñëåäóåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëóãðóïïû ñ ïëàíàðíûìè ãèïåðãðàôàìè îáðàçóþò êëàññ
áîëåå óçêèé, ÷åì ïîëóãðóïïû, äîïóñêàþùèå ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè. Áîëåå
òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.6.1 ( [81, Òåîðåìà]). Ãèïåðãðàô ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû
Zn êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 1
èëè Zn =

〈
a, b| al = 0, bk = 1, ab = a

〉
, l, k ∈ N .

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåðîì äîïóñêàþùåé ïëàíàðíûé ãèïåðãðàô 2-ïîðîæäåííîé
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, ïîðîæäàþùèå
ýëåìåíòû {a, b} êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó ab = a, ñëóæèò Z4 = 〈2, 3〉.
Êðîìå òîãî, óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî êîãäà n - ïðîñòîå ÷èñëî, òàê êàê 0β = 0
è Zp = 〈0, β〉 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p, ãäå β - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñðàâíåíèÿ
βp−1 ≡ 1 (mod p).

Ñëåäñòâèå 2 ( [81, Ñëåäñòâèå]). Ãèïåðãðàô ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû
êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
n < 3.

2.7. Î äðóãèõ ïîëóãðóïïàõ ñ ïëàíàðíûìè ãðàôàìè Êýëè

Â [83] èçó÷àþòñÿ ñâîáîäíûå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå íèëüïîòåíòíûå ïîëó-
ãðóïïû, äîïóñêàþùèå ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè. Åñëè äàí îáûêíîâåííûé ãðàô
Γ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V Γ = {a1, . . . , at}, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ñâîáîäíóþ
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíóþ ïîëóãðóïïó êàê ïîëóãðóïïó S(Γ), çàäàííóþ ìíîæå-
ñòâîì {a1, . . . , at} îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ è ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé âèäà ai · aj = aj · ai äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ ai è aj , êîòîðûå ñîåäèíåíû
ðåáðîì â ãðàôå Γ. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ôàêòîðïîëóãðóïïó Ðèñà
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S(Γ)/Sn íàçîâåì ñâîáîäíîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé n�íèëüïîòåíòíîé ïîëó-
ãðóïïîé, îïðåäåëÿåìîé ãðàôîì Γ ïîðÿäêà t; óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ýòó ïîëó-
ãðóïïó ÷åðåç Snt (Γ). Êàê îêàçàëîñü, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðèáëè-
æàþùàÿ íàñ ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè ñâîáîäíûõ
ïîëóãðóïï êâàçèìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 2.7.1 ( [83, Òåîðåìà 1]). Ïîëóãðóïïà Snt (Γ) äîïóñêàåò ïëàíàðíûé
ãðàô Êýëè, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Γ � ïóñòîé ãðàô;
2) ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ãðàôà Γ ÿâëÿþòñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ èëè èçîëè-

ðîâàííûå âåðøèíû, à n ≤ 5;
3) ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ãðàôà Γ ÿâëÿþòñÿ öåïè èëè èçîëèðîâàííûå âåð-

øèíû, à n ≤ 4;
4) ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ãðàôà Γ ÿâëÿþòñÿ ¾äåðåâüÿ¿ èç ïðîñòûõ öèê-

ëîâ (êàêòóñû) èëè èçîëèðîâàííûå âåðøèíû, à n ≤ 3;
5) Γ � ëþáîé ãðàô, à n ≤ 2, ëèáî n > 2 è t ≤ 2.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû î ðàçíîîáðàçèè ðåçóëüòàòîâ â äàííîé îáëàñòè è â
êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê âàðèàöèÿì íà òåìó îñíîâíîãî îïðåäåëåíèÿ ãðàôà Êýëè
ïîëóãðóïïû, ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.7.2 ( [74, Òåîðåìà]). Íåöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ñ îäíèì îïðåäå-
ëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì è ñ òîæäåñòâîì, äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àíòèèçîìîðôíà îäíîé èç ïîëóãðóïï: S1 =
〈a, b | ab = ba〉, S2,k =

〈
a, b

∣∣ ab = bk
〉
, k = 1, 2, . . ., S3 = 〈a, b | aba = ba〉,

S4 = 〈a, b | aba = b〉, S5 =
〈
a, b

∣∣ a2 = b2
〉
, S6 =

〈
a, b

∣∣ aba2 = ba
〉
; èëè èçîìîðôíà

îäíîé èç ïîëóãðóïï: S1, S2,1, S4, S5.

Êàê áûëî èçëîæåíî âûøå, ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ
âàæíóþ ðîëü èãðàþò íå ïëàíàðíûå ãðàôû K5 èëè K3,3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìàêñèìàëüíûìè ïëîñêèìè ãðàôàìè (ãðàôàìè, êîòîðûå ïåðåñòàþò áûòü ïëîñ-
êèìè ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî ðåáðà) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå òðèàíãóëÿöèè (ãðàôû,
êàæäàÿ ãðàíü êîòîðûõ � òðåóãîëüíèê). Ïîýòîìó, ïðè èçó÷åíèè êîíå÷íûõ ïîëó-
ãðóïï ñî ñâîéñòâîì ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè âîçíèêàåò çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ
âñåõ ïîëóãðóïï, ãðàôû Êýëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âûøåóïîìÿíóòûìè ñ íåêîòî-
ðîé îðèåíòàöèé ðåáåð.

Â [69], â ÷àñòíîñòè, ðåøåíà çàäà÷à î äîïóñòèìîñòè ãðàôîâK3,3,K5 è ïëîñêèõ
òðèàíãóëÿöèé â êà÷åñòâå ãðàôîâ Êýëè êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 2.7.3 ( [69, Òåîðåìà]). Åñëè Cay(S,X) � ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ïîëó-
ãðóïïû S, òî Cay(S,X):

1) íå èçîìîðôåí ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K3,3 ñ ëþáîé îðèåíòàöèåé è
ïîìåòêîé ðåáåð;

2) èçîìîðôåí ïëîñêîé òðèàíãóëÿöèè ñ åäèíñòâåííîé îðèåíòàöèåé ðåáåð
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S èìååò êîïðåäñòàâëåíèå

S =
〈
a
∣∣ a4 = a

〉
;

3) èçîìîðôåí ïîëíîìó ãðàôó K5 ñ åäèíñòâåííîé îðèåíòàöèåé ðåáåð òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà S èìååò êîïðåäñòàâëåíèå

S =
〈
a, b

∣∣ ab = ba, a = b2 = a3b, a2 = ab2, b = a3 = a2b2
〉
.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîäîëæàÿ íà÷àòîå â [69] èññëåäîâàíèå âîïðîñà î äîïóñòèìîñòè
íåêîòîðûõ ãðàôîâ â êà÷åñòâå ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï, â [75] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ãðàôîì Êýëè ïîëóãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, èçîìîðôíàÿ
ãðàôó îêòàýäðà, ñ íåêîòîðîé (íå åäèíñòâåííîé) îðèåíòàöèåé è ïîìåòêîé ðåáåð,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé
S ∼=

〈
a
∣∣ a7 = a

〉
, îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ

{
a, a2

}
èëè{

a, a4
}
, ëèáî ïîëóãðóïïîé S ∼=

〈
a, b

∣∣ a4 = a, b4 = b, a2 = ba, b2 = ab
〉
.

Êðîìå òîãî, ïîëóãðóïïà S, óêàçàííàÿ â óñëîâèè 3) ýòîé òåîðåìû, íà ñà-
ìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 5 (ïðè âûáîðå îäíîãî îáðà-
çóþùåãî îíà èìååò êîïðåäñòàâëåíèå S =

〈
a
∣∣ a6 = a

〉
) è ïîýòîìó äîïóñêàåò

ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè. Äàííîå çàìå÷àíèå èëëþñòðèðóåò èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî
ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáî-
ðà ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ãðàôû
îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ.

Èçó÷åíèþ ñâîéñòâà ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè â êëàññå ïîëóãðóïï, ñîâïàäà-
þùèõ ñ ëþáûì ñâîèì ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì îáðàçóþùèõ ïîñâÿùåíà ñòà-
òüÿ [70]. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ðàññûï-
÷àòûõ ïîëóãðóïï, òî åñòü òàêèõ ïîëóãðóïï S, â êîòîðûõ äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
a, b èç S âûïîëíÿåòñÿ ab = a èëè ab = b. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ðàññûï÷àòàÿ
ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëüíîé ñóììîé ñèíãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï [67, ñ. 50].
Íàïîìíèì, ÷òî îðäèíàëüíîé ñóììîé ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóãðóïï Se,
ãäå e ïðîáåãàåò öåïü P , íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà S =

⋃
e∈P Se, â êîòîðîé ïðè

e < f äëÿ ëþáûõ a ∈ Se è b ∈ Sf äåéñòâóåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ a · b = b · a = a.
Ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ëåâûõ
èëè ïðàâûõ íóëåé.

Ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì èç äàííîé ñåðèè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.7.4 ( [70, Òåîðåìà 1]). Ïóñòü S � ðàññûï÷àòàÿ ïîëóãðóïïà è S =⋃
e∈P Se � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðäèíàëüíàÿ ñóììà ñèíãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï. Òî-

ãäà S äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) |P | = 1 è |S| < 5, åñëè S � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ íóëåé;
2) |P | = 2 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
à) îáå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ïðàâûõ íóëåé è |S| < 5;
á) òîëüêî îäíà èç êîìïîíåíò Se ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé è

|Se| ≤ 3, à äðóãàÿ êîìïîíåíòà ñîäåðæèò ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ (ïðè |Se| = 3);
â) îáå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ëåâûõ íóëåé, è îäíà èç íèõ ñîäåðæèò

ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ;
3) |P | = 3 è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:
à) âñå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ïðàâûõ íóëåé è |S| < 5;
á) äâå èç êîìïîíåíò ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó, à òðåòüÿ êîìïîíåíòà

� ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé;
â) âñå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè ëåâûõ íóëåé è |S| ≤ 5 èëè

|Se| = 2 äëÿ ëþáîãî e ∈ P ;
4) |P | = 4 è |S| ≤ 5.

Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè çàêëþ÷èòåëüíûé ðåçóëüòàò äàííîé ñåðèè, íàïîìíèì,
÷òî ïðÿìîóãîëüíîé ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà, èçîìîðôíàÿ ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ L× R, ãäå L � ëåâîñèíãóëÿðíàÿ ïîëóãðóïïà, à R � ïðàâîñèíãó-
ëÿðíàÿ ïîëóãðóïïà.
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Òåîðåìà 2.7.5 ( [75, Òåîðåìà]). Ïóñòü S � îðäèíàëüíàÿ ñóììà ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïîëóãðóïï. Òîãäà S äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, åñëè è òîëüêî åñëè
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) |P | = 1 è S = (Li ×Rj),ãäå 1 ≤ j < 5, i ≥ 1;
2) |P | = 2 è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
à) îäíà èç êîìïîíåíò � R1, à äðóãàÿ � (Li ×Rj), ãäå 1 ≤ j ≤ 3, i ≥ 1;
á) îäíà èç êîìïîíåíò � R2, à äðóãàÿ � (Li ×Rj), ãäå 1 ≤ j ≤ 2, i ≥ 1;

ïðè÷åì, åñëè R2 � áîëüøàÿ, òî âîçìîæíî j = 3, i ≥ 2;
â) îäíà èç êîìïîíåíò � L2, ëèáî (L2 ×R2) ÿâëÿåòñÿ ìåíüøåé, à äðóãàÿ �

(Li ×Rj), ãäå 1 ≤ j ≤ 2, i ≥ 1, ëèáî j = 3, i = 1; ïðè÷åì, åñëè L2 � áîëüøàÿ,
òî âîçìîæíî j = 3, i ≥ 2;

ã) ìåíüøàÿ èç êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì � (Li ×Rj), ãäå 1 ≤ j ≤
4, i ≥ 2, áîëüøàÿ � R1, R2 ëèáî L2;

3) |P | = 3 è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
à) äâå èç êîìïîíåíò îäíîýëåìåíòíûå, à òðåòüÿ � (Li ×Rj), ãäå 1 ≤

j ≤ 4, i ≥ 2, äëÿ ìåíüøåé êîìïîíåíòû; 1 ≤ j ≤ 3, i ≥ 2, äëÿ ñðåäíåé;
1 ≤ j ≤ 2, i ≥ 1, äëÿ áîëüøåé;

á) êîìïîíåíòàìè îðäèíàëüíîé ñóììû îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ R1, R2 (ëè-
áî L2) è L2; ïðè÷åì, âìåñòî L2 ìåíüøåé èëè ñðåäíåé êîìïîíåíòîé âîçìîæíà
(L2 ×R2);

â) âñå êîìïîíåíòû � L2, ëèáî ìåíüøàÿ èç íèõ � (L2 ×R2);
4) |P | = 4 è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
à) âñå êîìïîíåíòû � ïîëóãðóïïû ëåâûõ íóëåé è |S| ≤ 5;
á) òðè èç êîìïîíåíò îäíîýëåìåíòíûå, à (L2 ×R2) � íå íàèáîëüøàÿ.

3. Î ñïåêòðàõ ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïðèíàäëåæàò èñêëþ÷èòåëüíî àâòîðó.
Çà âðåìÿ âñåñòîðîííåãî èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ðàíãà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîá-

ðàçèÿ ïîëóãðóïï áûëî ñäåëàíî ìíîãî íîâûõ îòêðûòèé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî
âûäåëèòü ñëåäóþùèå òåîðèîîáðàçóþùèå:

1) Îïèñàíû ðàíãè ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ è
ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ ïî ðàíãàì
ïëàíàðíîñòè [82].

2) Íàéäåíû âñå ïëàíàðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï è ïðè ýòîì, â ÷àñòíî-
ñòè, âû÷èñëåíû ðàíãè ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé èç ðåø¼òêè, ïîðîæäåííîé
íåãðóïïîâûìè àòîìàìè [85].

3) Îïèñàíû ðàíãè ïëàíàðíîñòè êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï è âû÷èñëåíû ðàí-
ãè ïëàíàðíîñòè íåêîòîðûõ ñåðèé ìíîãîîáðàçèé êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï [84,
86].

4) Íàéäåíû ðàíãè ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïîëóãðóïï èäåìïîòåíòîâ
è ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, çàäàííûõ ïåðåñòàíîâî÷íûì òîæäåñòâîì [87].

5) Â êëàññå ìíîãîîáðàçèé íèëüïîëóãðóïï óêàçàíà êîíòèíóàëüíàÿ ñåðèÿ ìíî-
ãîîáðàçèé áåñêîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè è êîíòèíóàëüíàÿ ñåðèÿ ìíîãîîáðà-
çèé êîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè [88].

6) Îïèñàíû ðàíãè ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï [89].
Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå âîïðîñ î òîì, êàêèå íàáîðû çíà-

÷åíèé ñîñòàâëåííûå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ñèìâîëà ∞ ìîãóò áûòü íàáîðàìè
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çíà÷åíèé ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè íåòðèâèàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé X ïðîèçâîëü-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ V ïîëóãðóïï. Ë.Ì.Ìàðòûíîâ ïðåäëîæèë íàçûâàòü ýòîò
âîïðîñ ¾Ïðîáëåìà ñïåêòðîâ ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï¿.

Íàïðèìåð, â ñèëó òåîðåìû 3.2.6, ñïåêòð ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
âñåõ ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïîñëåäíåå îòêðûâàåò îáøèðíûå ãîðèçîíòû
äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

3.1. Ðàíãè ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ìîíîèäîâ
è àáåëåâûõ ïîëóãðóïï

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ïîäðàçäåëà èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû
ñòðóêòóðíîé òåîðèè ïîëóãðóïï, òåîðèè ìíîãîîáðàçèé è òåîðèè ãðàôîâ.

Â ÷àñòíîñòè, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî. Ïåð-
âûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì (ëèíåéíîé âðåìåííîé ñëîæíîñòè) äëÿ ïðîâåðêè
ãðàôà íà ïëàíàðíîñòü ïðèíàäëåæèò Õîïêðîôòó è Òàðüÿíó [26], è êàê ðèñî-
âàòü ïëàíàðíûå ãðàôû çà ëèíåéíîå âðåìÿ èçâåñòíî äàâíî [13].

Íàìè æå áûë ïåðâûì ïîëó÷åí ðåçóëüòàò êàñàþùèéñÿ ìîíîèäîâ.
Ôîðìóëèðîâêå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ïðåäïîøëåì íåêîòîðûå îáîçíà-

÷åíèÿ èç [82]:
M � ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ;
Am = var{xm ≈ 1} � ìíîãîîáðàçèå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ýêñïîíåíòû m,

ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M;
S1
i,m = var{xi+m ≈ xi} � ìíîãîîáðàçèå êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ òèïà (i,m),

ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M.
Èñïîëüçóÿ ðàçâèòûé â [71] èíñòðóìåíòàðèé, â [82] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.1.1 ( [82, Òåîðåìà]). Ïóñòü V � íåòðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå êîì-
ìóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ, rπ(V) � åãî ðàíã ïëàíàðíîñòè. Òîãäà rπ(V) ≤ 3. Áîëåå
òîãî:

1) rπ(V) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V = Am èëè V = S
1
i,m, ãäå m > 2,

i ≥ 1, n > 2;
2) rπ(V) = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V = M, èëè V = S

1
i1,1, èëè

V = S
1
i2,2, ãäå i1 ≥ 2, i2 ≥ 1;

3) rπ(V) = 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V = A2 èëè V = S
1
1,1.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 3.1.1 âûòåêàåò, ÷òî Specrπ(M) = {0, 1, 2, 3}. Ýòà
òåîðåìà íå òîëüêî ðåøàåò ïðîáëåìó ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè äëÿ ìíîãîîáðàçèé
êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ [25], íî è ïðèâîäèò êëàññèôèêàöèþ ìíîãîîáðàçèé
êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ ïî ðàíãàì ïëàíàðíîñòè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà óêàçàíèþ ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè íåêîòîðûõ
ìíîãîîáðàçèé êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà ïðè-
âåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
C = var{xy ≈ yx} � ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï;
An = var{xny ≈ y, xy ≈ yx} � ìíîãîîáðàçèå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ýêñïîíåíòû

n > 1;
CBr,m = var{xr+m ≈ xr, xy ≈ yx} � ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâíûõ

ïîëóãðóïï áåðíñàéäîâñêîãî òèïà, ãäå r > 0, m > 0;
CNs = var{x1x2 . . . xsy ≈ x1x2 . . . xs, xy ≈ yx} � ìíîãîîáðàçèå êîììóòàòèâ-

íûõ íèëüïîòåíòíûõ ïîëóãðóïïû ñòóïåíè s > 1;
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CNilr = var{xry ≈ xr, xy ≈ yx} � ìíîãîîáðàçèå âñåõ êîììóòàòèâíûõ íèëü-
ïîëóãðóïï èíäåêñà r > 1.

Ñïðàâåäëèâà äîêàçàííàÿ â [84, 86]

Òåîðåìà 3.1.2 ( [84, 86, Òåîðåìà 1]). Íåòðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå êîììó-
òàòèâíûõ ïîëóãðóïï ëèáî èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã ïëàíàðíîñòè è ïðè ýòîì
ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì ïîëóãðóïï ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì, ëèáî èìååò
ðàíã ïëàíàðíîñòè 1, 2 èëè 3.

1) rπ(C) = 2;
2) rπ(A2) = 3 è rπ(An) = 1 ïðè n > 2;
3) rπ(CB1,1) = 3, rπ(CBr,m) = 1 ïðè r > 0, m > 2, è rπ(CBr,m) = ∞ â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ;
4) rπ(CN2) =∞, rπ(CN3) = 3, rπ(CNs) = 2 ïðè s > 3;
5) rπ(CNilr) = 2 ïðè ëþáîì r > 1.

Äàáû ðàçíîîáðàçèòü èçëîæåíèå, ïðèâåäåì íåñêîëüêî êîíôèãóðàöèé, âîçíè-
êàþùèõ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.2. Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñâî-
áîäíóþ n-ïîðîæäåííóþ ïîëóãðóïïó ìíîãîîáðàçèÿ V íàä n-ýëåìåíòíûì ìíî-
æåñòâîì îáðàçóþùèõ X ⊆ {x, y, z, t, x1, x2, ..., xn, ...}, ÿâëÿþùèìñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì áåñêîíå÷íîãî ñ÷¼òíîãî àëôàâèòà, êàê FV 〈X〉. Ãðàô Êýëè ñâîáîäíîé ïî-
ëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var

{
xy ≈ yx, x1+m ≈ x1

}
ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè ñîäåð-

æèò èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 1 ïîäãðàô, îñíîâà êîòîðîãî ãîìåîìîðôíà ãðàôó
K3,3. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì, à ðàíã ïëàíàðíîñòè
òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íå ïðåâûøàåò 2 è òåì áîëåå 3.

Ðèñ. 1. Ïîäãðàô ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé 3-ïîðîæäåííîé ïî-
ëóãðóïïû FV 〈{x, y, z}〉 êîììóòàòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ V =
var
{
xy ≈ yx, x1+m ≈ x1

}
ïðè m > 1

Âûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé: x2z = z, x2y = y,
x = xy2, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âûïîëíåíî òîæäåñòâî x2y = y, èç êîòîðîãî
ñëåäóåò x2z = z, ÷òî ïðèâîäèò ê x2 = xxy2 = x2yy = y2 �ìíîãîîáðàçèþ
ïîëóãðóïï, çàäàâàåìûõ ñèñòåìîé òîæäåñòâ var{xy ≈ yx, x1+m ≈ x, x2 ≈ y2},
ðàíã ïëàíàðíîñòè êîòîðîãî îãðàíè÷åí 3, ñîãëàñíî ðèñ. 2, íà êîòîðîì èçîáðàæåí
ïîäãðàô, îñíîâà êîòîðîãî ãîìåîìîðôíà ãðàôó K5.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.2 ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçîâàëèñü
ðåçóëüòàòû èç [82].
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Ðèñ. 2. Ïîäãðàô ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé 4-ïîðîæäåííîé ïî-
ëóãðóïïû FV 〈{x, y, z, t}〉 êîììóòàòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ V =
var
{
xy ≈ yx, x1+m ≈ x1

}
ïðè m ≥ 1

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [87] ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíî-
ãîîáðàçèé ïîëóãðóïï èäåìïîòåíòîâ, íèëüïîëóãðóïï è ïîëóãðóïï ñ ïåðåñòàíî-
âî÷íûì òîæäåñòâîì.

Òåîðåìà 3.1.3 ( [87, Òåîðåìà]). Ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïîëó-
ãðóïï èäåìïîòåíòîâ ðàâåí 3; ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ íèëüïîëóãðóïï
çàäàííîãî òîæäåñòâîì w ≈ 0, ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè; ðàíã ïëàíàðíîñòè ëþáîãî
ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ðàâåí 1 èëè 2.

Ïîçæå áûë ïîëó÷åí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò î íèëüìíîãîîáðàçèÿõ, ïðèâåäåì
åãî â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

Â ñëó÷àå æå ìíîãîîáðàçèé âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï Nl äàííîé ñòóïå-
íè íèëüïîòåíòíîñòè l ëåãêî âèäåòü, ÷òî Specrπ(N2) = {0,∞}, òàê êàê ìíîãîîá-
ðàçèå N2 ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì è ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ðåø¼òêè ìíîãîîáðàçèé ïî-
ëóãðóïï (àíàëîãè÷íî Specrπ(L0) = {0,∞}, Specrπ(R0) = {0, 4}, Specrπ(A2) =
{0, 3}, Specrπ(Ap>2) = {0, 1}).

Êðîìå òîãî, Specrπ(N3) = {0, 3,∞}, òàê êàê íå 0-ïðèâåä¼ííûå ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ N3 èñ÷åðïûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè: CN3 = var{xyz ≈
0;xy ≈ yx} âñåõ êîììóòàòèâíûõ íèëüïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï ñòóïåíè 3, äëÿ êî-
òîðîãî ðàíã ïëàíàðíîñòè rπ(CN3) = 3, è ìíîãîîáðàçèåì var{xyz ≈ 0;x2 ≈
0;xy ≈ yx}, ðàíã ïëàíàðíîñòè êîòîðîãî òàê æå ðàâåí 3; à êàæäîå èç îñòàâøèõ-
ñÿ 0-ïðèâåä¼ííûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ N3 èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã
ïëàíàðíîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçíîîáðàçèå ñèòóàöèè ñ ðàíãàìè äåìîíñòðèðóåò óïîìÿíóòàÿ
íàìè òåîðåìà 3.1.2 î òîì, ÷òî ðàíãè ïëàíàðíîñòè íåòðèâèàëüíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï ìîãóò áûòü 1, 2, 3, ëèáî ∞; äðóãèìè ñëîâàìè,
Specrπ(C) = {0, 1, 2, 3,∞}.

3.2. Î ðàíãàõ ïëàíàðíîñòè íèëüìíîãîîáðàçèé

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè èç [88] áûëà ïðèâåäåíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ìíîãî-
îáðàçèé íèëüïîëóãðóïï áåñêîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè è áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ
ìíîãîîáðàçèé íèëüïîëóãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè.
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Òåîðåìà 3.2.1 ( [88, Òåîðåìà]). Ðàíã ïëàíàðíîñòè 0-ïðèâåä¼ííîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ íèëüïîëóãðóïï áåñêîíå÷åí. Êðîìå òîãî, åñëè ñèñòåìà òîæäåñòâ, îïðå-
äåëÿþùàÿ ìíîãîîáðàçèå íèëüïîëóãðóïï, ñðåäè òîæäåñòâ íå ýêâèâàëåíòíûõ
ñèñòåìå 0-ïðèâåä¼ííûõ òîæäåñòâ èìååò òîëüêî îäíî ìèíèìàëüíîé äëèíû
âèäà u1xu2yu3 ≈ v1yv2xv3, ãäå ñëîâà ui, vj � íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå, äîïó-
ñòèìî ïóñòûå äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé, à u1v1 íå ñîäåðæèò ñèìâîëû x
è y, òî ðàíã ïëàíàðíîñòè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.1 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ëåììà 3.2 ( [88, Ëåììà 1]). Ôàêòîð-ïîëóãðóïïà Ðèñà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû
ïî ëþáîìó èäåàëó äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè.

Ñëåäñòâèå 3 ( [88, Ñëåäñòâèå 1]). Ðàíã ïëàíàðíîñòè ëþáîãî 0-ïðèâåäåííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ìíîæåñòâî 0-ïðèâåä¼ííûõ ìíîãîîáðàçèé èìååò ìîù-
íîñòü êîíòèíóóìà, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 4 ( [88, Ñëåäñòâèå 2]). Ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïîâûõ ìíîãîîáðàçèé
áåñêîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè èìååò êîíòèíóàëüíóþ ìîùíîñòü.

Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû 3.2.1 âûòåêàåò è îáñëóæèâàåìîå îäíîé êîíôèãóðà-
öèåé ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 5 ( [88, Ñëåäñòâèå 3]). Ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïîâûõ íèëüìíîãîîá-
ðàçèé êîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè èìååò êîíòèíóàëüíóþ ìîùíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íîãî ðàíãà åñòü è íå 0-ïðèâåä¼ííûå ìíîãîîáðàçèÿ
íèëüïîëóãðóïï, íàïðèìåð òàêîå, êàê rπ(var{xyy ≈ xyx, xm ≈ 0}) = ∞, ãäå
m > 2. Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå áûëî èçâåñòíî íè îäíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ ïîëóãðóïï ñ êîíå÷íûì ðàíãîì ïëàíàðíîñòè áîëåå ÷åì 4. Òåì íåîæèäàííåå
îêàçàëàñü ñïðàâåäëèâîñòü îïóáëèêîâàííîãî â [89] ðåçóëüòàòà àâòîðà, èç êîòî-
ðîãî âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëóãðóïïîâûõ ìíîãîîáðàçèé ëþáîãî íàïåð¼ä
çàäàííîãî êîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè, ÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòà-
òàìè àâòîðà ðåøàåò óïîìÿíóòóþ ïðîáëåìó Ë.Ì.Ìàðòûíîâà îïèñàíèÿ ðàíãîâ
ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï:

Òåîðåìà 3.2.6 ( [89, Òåîðåìà]). Ðàíã ïëàíàðíîñòè ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî-
ëóãðóïï ëèáî áåñêîíå÷åí, ëèáî ìîæåò áûòü ëþáûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

Èç òåîðåìû 3.2.6 â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî ñïåêòð ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíî-
ãîîáðàçèé âñåõ ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî åñòü Specrπ(S) = N∞, ãäå S ýòî
ìíîãîîáðàçèå âñåõ ïîëóãðóïï.

Ìíîãîîáðàçèå âñåõ íèëüïîëóãðóïï äàííîãî êîíå÷íîãî íèëü-èíäåêñà k ñ îä-
íèì ïåðåñòàíîâî÷íûì òîæäåñòâîì äëèíû n, ïåðåñòàâëÿþùèì ýëåìåíòû â ïî-

çèöèÿõ i, j, îáîçíà÷èì ÷åðåç NilkP
(i;j)
n . Òîãäà èç òîãî, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäûäóùåé òåîðåìû 3.2.1 îáíàðóæèâàþòñÿ êîíôèãóðàöèè, ñîäåðæàùèå âõîæ-
äåíèÿ ýëåìåíòîâ â ñòåïåíè íå âûøå 4, âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 7 ( [89, Ñëåäñòâèå 1]). Ïðè k > 4 ñóùåñòâóþò ïîäìíîãîîáðàçèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ íèëüïîëóãðóïï Nilk ðàíãà ïëàíàðíîñòè 1 è 2, ïðèìåðû êî-

òîðûõ äîñòàâëÿþò ìíîãîîáðàçèÿ NilkP
(1;2)
3 è NilkP

(2;3)
3 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

ïåðåñòàíîâî÷íûì òîæäåñòâîì.
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Â êà÷åñòâå êîììåíòàðèÿ ê òåîðåìå 3.2.6 íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ áåñ-
êîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè ïðèñóòñòâóþò ïî÷òè â êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ
òåîðåì 3.2.1 è 3.2.6. È êîíå÷íûå ðàíãè ïëàíàðíîñòè 1, 2, 3 ìíîãîîáðàçèé ïî-
ëóãðóïï ñîäåðæàò ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû àâòîðà. Ðåøàþùåå çíà÷åíèå äàþò
ñëåäóþùèå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï

Nil2P
(1;2)
n = var{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1x2x3x4 . . . xn ≈ x2x1x3x4 . . . xn}

ïðè êàæäîì n > 3, èìåþùèå ðàíã ïëàíàðíîñòè n− 1.
Ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâû ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé (n− 1)-ïîðîæäåííîé ïîëó-

ãðóïïû ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îòïðàâíîé òî÷-
êîé áåðåòñÿ ëåñ, êàê äëÿ âñÿêîãî 0-ïðèâåä¼ííîãî ìíîãîîáðàçèÿ; â ñèëó âíåø-
íåïëàíàðíîñòè ëåñà ìîæíî äîáàâèòü ê íåìó èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó � 0 è
âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ëåñà ñîåäèíèòü ðåáðîì ñ 0 òàê, ÷òîáû ïëàíàðíîñòü
ñîõðàíèëàñü [80]. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ n-ïîðîæäåííóþ ïîëóãðóïïó

ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
(1;2)
n . Ïðè äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå îáðàçóþùèõ íà÷èíàåò

ðàáîòàòü òîæäåñòâî âèäà x1x2x3x4 . . . xn ≈ x2x1x3x4 . . . xn, êîòîðîå â ñëó÷àå
(n − 1)-ïîðîæäåííîé ïîëóãðóïïû âûðîæäàëîñü, ïîñêîëüêó â ëþáîé (n − 1)-

ïîðîæäåííîé ïîëóãðóïïå ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
(1;2)
n ëþáîå ñëîâî äëèíû n ðàâ-

íî 0. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ñêëååê ñëîâ äëèíû n â ñâîáîäíîé

n-ïîðîæäåííîé ïîëóãðóïïå Fn(Nil2P
(1;2)
n ) ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P

(1;2)
n ïðè íàòó-

ðàëüíîì n > 3 ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ â îñíîâå ãðàôà Êýëè ýòîé ïîëóãðóïïû
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ Xn = {x1, x2, . . . , xn} ïîäãðàôà ãîìåî-
ìîðôíîãî ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K3,3.

Íåïîñðåäñòâåííî èç äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé òåîðåìû 3.2.6 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8 ( [89, Ñëåäñòâèå 2]). Íàòóðàëüíûå ÷èñëà n ≥ 3 è∞ ìîãóò áûòü
ðàíãàìè ïëàíàðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ Nilk = var{xk ≈ 0} âñåõ
íèëüïîëóãðóïï äàííîãî êîíå÷íîãî íèëü-èíäåêñà k, ïðè ëþáîì k ≥ 2.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 8 èç íàøåé òåîðåìû 3.2.6 è òîãî ôàêòà, ÷òî ïðèìåðû îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ðàíãè ïëàíàðíîñòè 1 è 2 îïèñàíû â ñëåäñòâèè 7 èç òåîðåìû 3.1.3,
ñïåêòð ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé âñåõ íèëüïîëóãðóïï Nilk äàííîãî
êîíå÷íîãî íèëü-èíäåêñà k > 4 áóäåò ïîëíûì, òî åñòü Specrπ(Nilk) = N∞.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
(1;2)
n ïðè n > 3 íå åäèíñòâåííû â ñâî¼ì

ðîäå. Ïðèìåðû èíûõ ñåðèé ïîëóãðóïïîâûõ ìíîãîîáðàçèé êîíå÷íîãî íàïåð¼ä
çàäàííîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè ïîëó÷àþòñÿ ïî àíàëîãèè äîáàâëåíèåì ê òîæäå-
ñòâàì x2 ≈ 0, xyx ≈ 0 äðóãèõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ òîæäåñòâ ôèêñèðîâàííîãî
ïîðÿäêà n > 3 è èõ íàáîðîâ. À èìåííî, ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 3.9 ( [89, Ïðåäëîæåíèå]). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n >
3 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
(n−1;n)
n ïîëóãðóïï, çàäàííîãî ñè-

ñòåìîé òîæäåñòâ

{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1 . . . xn−2xn−1xn ≈ x1 . . . xn−2xnxn−1}
ðàâåí n;

2) ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
(i;j)
n ïîëóãðóïï, çàäàííîãî ñèñòå-

ìîé òîæäåñòâ
{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0,

x1 . . . xi−1xixi+1 . . . xj−1xj . . . xn ≈ x1 . . . xi−1xjxi+1 . . . xj−1xi . . . xn}



32 Ä.Â. ÑÎËÎÌÀÒÈÍ

ïðè i+ 1 6= n, ðàâåí n− 1;

3) ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
(i;j)
n ïîëóãðóïï, çàäàííîãî ñèñòå-

ìîé òîæäåñòâ
{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0,

x1 . . . xi−1xixi+1 . . . xj−1xj . . . xn ≈ x1 . . . xi−1xjxi+1 . . . xj−1xi . . . xn}
ïðè j 6= n, ðàâåí n− 1;

4) ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
Sn−1
n ïîëóãðóïï, çàäàííîãî ñèñòå-

ìîé òîæäåñòâ

{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1x2 . . . xn−1xn ≈ xπ(1)xπ(2) . . . xπ(n−1)xn | π ∈ Sn−1},
ãäå Sn−1 � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà (n − 1)-ýëåìåíòíîì ìíî-
æåñòâå, ðàâåí n− 1;

5) ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Nil2P
Sn
n ïîëóãðóïï, çàäàííîãî ñèñòåìîé

òîæäåñòâ

{x2 ≈ 0, xyx ≈ 0, x1x2 . . . xn−1xn ≈ xπ(1)xπ(2) . . . xπ(n−1)xπ(n) | π ∈ Sn},
ãäå Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå,
ðàâåí n− 1.

Â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ åùå áîëåå àêòóàëüíîé ñòàíî-
âèòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ïî ðàíãàì ïëàíàðíî-
ñòè, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï áåñêîíå÷íîãî ðàíãà
ïëàíàðíîñòè.

3.3. Î ðàíãàõ ïëàíàðíîñòè äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï

Ïîçäíåå âñåõ ñòàëè èçâåñòíû ïëàíàðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï [85].

Òåîðåìà 3.3.1 ( [85, Òåîðåìà 1]). Íåòðèâèàëüíûå ïëàíàðíûå ìíîãîîáðàçèÿ
ïîëóãðóïï èñ÷åðïûâàþòñÿ:
- ìíîãîîáðàçèåì ïîëóãðóïï ëåâûõ íóëåé L0 = var{xy ≈ x};
- ìíîãîîáðàçèåì ïîëóãðóïï ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì N2 = var{xy ≈ zt};
- è èõ ïîêðûâàþùèì ìíîãîîáðàçèåì L0 ∨N2 = var{xy ≈ xz}.

Êàê ñëåäñòâèå èç äàííîé òåîðåìû ëåãêî âûòåêàåò ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ïëà-
íàðíûõ ìíîãîîáðàçèé êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï.

Ñëåäñòâèå 2 ( [84, Òåîðåìà 1]). Åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì ïëàíàðíûì
ìíîãîîáðàçèåì êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï
ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.1 ìû íàøëè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï áåñ-
êîíå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè è ðàíãà 2, 3, 4 (ïðèâåäåíû â ñòàòüå [85] íà ïðè-
ìåðå èçâåñòíîé ðåø¼òêè èç [19], ïîðîæäåííîé íåãðóïïîâûìè àòîìàìè). È â
çàâåðøåíèå, êàê áûëî àíîíñèðîâàíî âî ââåäåíèè, ïðèâåäåì íîâûé ðåçóëüòàò,
ïîëó÷åííûé â ïðîöåññå íàïèñàíèÿ îáçîðà.

Òåîðåìà 3.3.3. Specrπ(var{x2 = x}) = {0, 2, 3, 4,∞}.
Íå ñìîòðÿ íà ñòîëü êðàòêóþ ôîðìóëèðîâêó, íèæåïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 3.3.3 ïîêàçàòåëüíî òåì, ÷òî îïèðàåòñÿ íà îáøèðíûå ðåçóëüòàòû
ïðåæíèõ èññëåäîâàíèé è â ïðîöåññå ïîèñêà ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëè ñóùå-
ñòâåííî çàäåéñòâîâàíû ìàøèííûå âû÷èñëåíèÿ, ñîãëàñíî îïèñàííîé â [3] îáùåé
ìåòîäîëîãèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â [22] ïðèâåäåíî òàêîå ìíîæåñòâî G, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå
òîæäåñòâà ìíîãîîáðàçèé ñâÿçîê ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè ýòîì
êàæäîå òîæäåñòâî èç G íåïðèâîäèìî (òî åñòü ëþáîå òîæäåñòâî èç G íå ýê-
âèâàëåíòíî íåêîòîðîìó òîæäåñòâó îò ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ), è êàæ-
äîå ìíîãîîáðàçèå ñâÿçîê çàäàåòñÿ ñèñòåìîé òîæäåñòâ, îáðàçîâàííîé òîæäå-
ñòâîì x2 = x è îäíèì èç òîæäåñòâ ìíîæåñòâà G. Äàííîå ìíîæåñòâî G =
∪4i=1(ai ∪ ai ∪ bi ∪ bi) ∪ c ∪ d ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì íèæåïå-
ðå÷èñëåííûõ ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç òîæäåñòâ, â ñëîâàõ êîòîðûõ d ýòî
ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò ïåðåìåííûõ a, x, y, {xi}∞i=1:
a1 = {Rn = Qn | n = 3, 5, ...}, a2 = {Rn = Sn | n = 3, 5, ...},
a3 = {Rn = Qn | n = 4, 6, ...}, a4 = {Rn = Sn | n = 4, 6, ...},
b1 = {RndxnRn−1 = QndxnSn−1 | n = 5, 7, ...},
b2 = {RndRn = SndQn | n = 3, 5, ...},
b3 = {RndxnRn−1 = QndxnSn−1 | n = 4, 6, ...},
b4 = {RndRn = SndQn | n = 4, 6, ...},
c = {AdA = BdB | A = B ∈ a1 ∪ a2 ∪ a3 ∪ a4}∪
∪{R3dR2 = Q3dS2, R2dR3 = S2dQ3},

d = {x = y, ax = a, xa = a, axya = ayxa,R2 = Q2, R2 = Q2, ax = axa,
axya = axaya, xa = axa, a = a,R2 = S2, R2 = S2, xy = yx, a = axa},

ãäå

Rn =


x3x2x1 ïðè n = 2

x1x2x3 ïðè n = 3

Rn−1xn ïðè n = 4, 6, ...

xnRn−1 ïðè n = 5, 7, ...

; Qn =


x2x3x1 ïðè n = 2

x1x2x3x1x3 ïðè n = 3

Qn−1xnRn ïðè n = 4, 6, ...

RnxnQn−1 ïðè n = 5, 7, ...

;

Sn =


x3x1x2x1 ïðè n = 2

x1x2x3x1x3x2x3 ïðè n = 3

Sn−1xnRn ïðè n = 4, 6, ...

RnxnSn−1 ïðè n = 5, 7, ...

;

à ñëîâî Ā îáîçíà÷àåò çåðêàëüíîå îòðàæåíèå (òî åñòü ðåçóëüòàò çàïèñè áóêâ
èñõîäíîãî ñëîâà, çàïèñàííîãî ñëåâà íàïðàâî, â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
� ñïðàâà íàëåâî) èç ñëîâà A ∈ {Rn, Qn, Sn | n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, ...}, ïîëàãàÿ,
÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà òîæäåñòâ f ∈ ∪4i=1{ai, bi} îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî
ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî çåðêàëüíûõ òîæäåñòâ f = {P = Q | P = Q ∈ f}.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèÿ ñâÿçîê ôîðìèðóþò ðåø¼òêó ñ÷¼òíîãî ïîðÿä-
êà. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåäåì å¼ íà ðèñ. 3, ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì èç [22], ñ
óêàçàíèåì ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàíãè ïëàíàð-
íîñòè âîñüìè ìíîãîîáðàçèé íèæíèõ ýòàæåé äàííîé ðåø¼òêè è ñàìîãî âåðõíåãî
âû÷èñëåíû â [85] è [87] ñîîòâåòñòâåííî. Ðàíãè ïëàíàðíîñòè ýòèõ ìíîãîîáðà-
çèé ïðèíèìàþò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé {0, 3, 4,∞}.
Êðîìå òîãî, íå òðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â êëàññå ìíîãîîáðàçèé ñâÿçîê
rπ(var{xa ≈ axa}) = rπ(var{R2 ≈ S2}) = rπ(var{R3 ≈ Q3}) = 2, rπ(var{axya ≈
axaya}) = rπ(var{R3 ≈ S3}) = rπ(var{R3 ≈ S3}) = 3, rπ(var{R2 ≈ S2}) =
rπ(var{R3 ≈ Q3}) = 4, à rπ(var{ax ≈ axa}) = ∞ (òàê êàê îñíîâà ãðàôà Êý-
ëè ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ÷èñëà
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îáðàçóþùèõ ÿâëÿåòñÿ ëåñîì). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç çíà÷åíèé ðàíãîâ ïëà-
íàðíîñòè âî ìíîæåñòâå {0, 2, 3, 4,∞} äîñòèæèìî.

  

 

2 2R Q

ax a

x y

xa axy yx

a axa

axya ayxa

2 2R Q

axya axaya

xa axa

2 2R S

ax axa

2 2R S
3 3R Q 3 3R Q

3 3R S

4 4R Q

4 4R S 4 4R S

3 3R S

4 4R Q

3 2 3 2R dR Q dS 2 3 2 3R dR S dQ

3 3 3 3R dR S dQ 3 3 3 3R dR Q dS

4 4 3 4 4 3R dx R Q dx S 3 4 4 3 4 4R x dR S x dQ

4 4 4 4R dR S dQ 4 4 4 4R dR Q dS

3 3 3 3R dR Q dQ

3 3 3 3R dR S d S

4 4 4 4R dR Q dQ

3 
...

x x

...... ...
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4 ∞ 
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∞ 
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3 3 3 

3 3 
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3 3 

3 3 
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3 3 
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3 3 
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Ðèñ. 3. Áåñêîíå÷íàÿ ñ÷¼òíàÿ ðåø¼òêà âñåõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿ-
çîê ñ óêàçàíèåì â êðóæî÷êàõ çíà÷åíèé èõ ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè,
íèæíèå 8 èç êîòîðûõ è 1 âåðõíåå áûëè âû÷èñëåíû ðàíåå â [85]
è â [87] ñîîòâåòñòâåííî

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà îòîæäåñòâëÿåìûõ ñëîâ â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå âûøå-
óêàçàííûõ ìíîãîîáðàçèé íå ïðåâîñõîäèò âîñüìè. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàí-
ãè ïëàíàðíîñòè îñòàâøèõñÿ èç ðàíåå íå èññëåäîâàííûõ íà ïðåäìåò çíà÷åíèÿ
ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ñâÿçîê (äëèíà îòîæäåñòâëÿåìûõ ñëîâ â ñâî-
áîäíîé ïîëóãðóïïå êîòîðûõ áîëåå âîñüìè) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{2, 3, 4,∞}, à èìåííî, ðàâíû 3. Â ñàìîì äåëå, ïëîñêàÿ óêëàäêà ãðàôà Êýëè 3-
ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû êàæäîãî èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàåò
ñ ïðèâåä¼ííîé â [87] ïëîñêîé óêëàäêîé ãðàôà Êýëè 3-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé
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ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var{a ≈ a} â êëàññå ìíîãîîáðàçèé ñâÿçîê, ïîñêîëüêó
êàæäûé èç 159 ýëåìåíòîâ ýòîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì èìåþùèì äëèíó
íå ïðåâûøàþùóþ âîñüìè.

Ïðè âûáîðå 4 è áîëüøåãî ÷èñëà îáðàçóþùèõ ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà
êàæäîãî èç àíàëèçèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé íå äîïóñêàåò ïëîñêîé óêëàä-
êè ïî òåîðåìå Ïîíòðÿãèíà�Êóðàòîâñêîãî, òàê êàê â îñíîâå å¼ ãðàôà Êý-
ëè ñîäåðæèòñÿ ïîäãðàô, ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3, ñîäåðæàùèé â îä-
íîé èç äîëåé âåðøèíû xyzuxyz, xyzuy, xyzuzy, à â äðóãîé äîëå âåð-
øèíû xyzu, xyzuyu, xyzuyz, ñîåäèíåííûå ñëåäóþùèìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ìàðøðóòàìè: xyzuxyz�xyzu, xyzuxyz�xyzuxy�xyzuxyux�xyzuyuxz�xyzuyux�
xyzuyu, xyzuxyz�xyzuxyzx�xyzuyzxu�xyzuyzx�xyzuyz, xyzuy�xyzu, xyzuy�
xyzuyu, xyzuy�xyzuyz, xyzuzy�xyzuz�xyzu, xyzuzy�xyzuyuz�xyzuyu, xyzuzy�
xyzuzyu�xyzuyzy�xyzuyz. Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò òîò ôàêò, ÷òî êàæ-
äàÿ èç âåðøèí äàííîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò
âîñüìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðî÷óâñòâîâàòü õîòÿ áû ìàëóþ òîëèêó êîëîññàëüíûõ òðóä-
íîñòåé, ñ êîòîðûìè ïðèøëîñü ñòîëêíóòüñÿ â ïîèñêàõ âûøåóêàçàííîé ìèíè-
ìàëüíîé êîíôèãóðàöèè K3,3, îäíîé èç ìíîãèõ, ÷òî ëåæàëè â ôóíäàìåíòå ðå-
çóëüòàòîâ íàñòîÿùåãî îáçîðà, îòìåòèì, ÷òî ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåí-
ñòâà ñëîâ xyzuxyuxz = xyzuyuxz â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàí-
íîãî òîæäåñòâîì x2 ≈ x, èñïîëüçóåìîãî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåáðà
xyzuxyux�xyzuyuxz ïîìå÷åííîãî ýëåìåíòîì z â ãðàôå Êýëè ñâîáîäíîé ïîëó-
ãðóïïû äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 320 òîæäåñòâåííûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé. À èìåííî, ðàâåíñòâî îêàçàëîñü âåðíî, òàê êàê, åñëè âçÿòü â êà÷å-
ñòâå îòïðàâíîé òî÷êè (((((((xy)z)u)x)y)u)x)z = ((((((xy)z)u)y)u)x)z, - äîêàçû-
âàåìîå òîæäåñòâî, âûïîëíÿåìîå äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ x, y, z, u; x2 = x, - èñõîäíîå òîæäåñòâî èäåìïîòåíòíî-
ñòè; (xy)z = x(yz), - èñõîäíîå òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè; è ïðåäïîëîæèòü,
÷òî (((((((c1c2)c3)c4)c1)c2)c4)c1)c3 6= ((((((c1c2)c3)c4)c2)c4)c1)c3, - ïðîòèâíîå ê
äîêàçûâàåìîìó, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c1, c2, c3, c4, äëÿ êîòîðûõ
èíòåðåñóåìîå íàñ òîæäåñòâî íå âåðíî; òî â ðåçóëüòàòå ñåðèè òîæäåñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå
íå âåðíî. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

È íàêîíåö, ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ îáîñíîâàíèÿ
òîãî ôàêòà, ÷òî âñå âåðøèíû íàéäåííîé êîíôèãóðàöèè ðàçëè÷íû â èññëåäóå-
ìîì ìíîãîîáðàçèè, ñòðîÿòñÿ êîíêðåòíûå ìîäåëè ýêâàöèîíàëüíîé ëîãèêè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà. Âñå èõ ïðèâîäèòü íå áóäåì çà íåîáõîäèìîñòüþ íå çàãðîìîæ-
äàòü èçëîæåíèå, íî â êà÷åñòâå òèïîâîãî íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà ïîêàæåì,
÷òî xyzuyux 6= xyzuxyux â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî
òîæäåñòâîì x2 ≈ x, äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí
xyzuyux, xyzuxyux â ãðàôå Êýëè ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû äàííîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ.
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Â ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî xyzuyux = xyzuxyux íå
âûïîëíÿåòñÿ â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå èññëåäóåìîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñâÿçîê, âîçìîæíî óäîâëåòâîðÿþùåé
òîæäåñòâó íå ýêâèâàëåíòíîìó òîæäåñòâó èäåìïî-
òåíòíîñòè, íî îòîæäåñòâëÿþùåå ñëîâî èç áîëåå ÷åì
âîñüìè ñèìâîëîâ ñ ëþáûì äðóãèì ñëîâîì, òàê êàê
îíî îáðàùàåòñÿ â ëîæíîå, ïðè èíòåðïðåòàöèè óìíî-
æåíèÿ ïðèëàãàåìîé ñïðàâà òàáëèöåé Êýëè.

0 1 2 3 4 5
0 0 0 2 0 4 5
1 1 1 2 1 4 5
2 4 5 2 2 4 5
3 0 1 2 3 4 5
4 4 4 2 4 4 5
5 5 5 2 5 4 5

Äëÿ òàêîãî óìíîæåíèÿ âûïîëíåíû òîæäåñòâà èäåìïîòåíòíîñòè è àññîöèà-
òèâíîñòè, ïîñëåäíåå ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåòñÿ òåñòîì àññîöèàòèâíîñòè ïî Ëàé-
òó âïåðâûå îïóáëèêîâàííîì â [62], íî âçÿâ x := 0, y := 1, z := 2, u := 3, ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå xyzuyux := 0123130 = 023130 = 23130 = 2130 = 530 = 50 = 5 ñ
xyzuxyux := 01230130 = 0230130 = 230130 = 20130 = 4130 = 430 = 40 = 4. ×òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�

Çàêëþ÷åíèå

Ïîäâîäÿ èòîãè, ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå îòêðûòûå ïðîáëåìû, ïîñòàíîâêà êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæèò Ë.Ì.Ìàðòûíîâó, è óêàæåì íà ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ïðî-
áëåìàòèêè. Â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðîäåëàííîé ðàáîòû àêòóàëüíîé ñòàíîâèò-
ñÿ, ïî-âèäèìîìó, âåñüìà òðóäíàÿ ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà.
Ïðîáëåìà 1.Îïèñàòü ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, èìåþùèå áåñêîíå÷íûé ðàíã

ïëàíàðíîñòè.
Íà ïîäñòóïàõ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü îòâåòû íà ñëåäó-

þùèå äâà âîïðîñà.
Âîïðîñ 1. Êàêèå èç òîæäåñòâ îïðåäåëÿþò ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, èìåþ-

ùèå áåñêîíå÷íûé ðàíã ïëàíàðíîñòè?
Âîïðîñ 2. Êàêèå ñèñòåìû èç äâóõ òîæäåñòâ îïðåäåëÿþò ìíîãîîáðàçèÿ ïî-

ëóãðóïï, èìåþùèå áåñêîíå÷íûé ðàíã ïëàíàðíîñòè?
Äåëî â òîì, ÷òî íåêîòîðûå êëþ÷åâûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï çàäàþòñÿ

èìåííî äâóìÿ òîæäåñòâàìè â ïîëóãðóïïîâîé ñèãíàòóðå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè-
ìåðû ìîæíî íàéòè ñðåäè ìíîãîîáðàçèé ãðóïï è 0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïåðâóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê íå ìåíåå òðóäíîé ïðîáëåìå çàäàíèÿ ìàò-
ðèöû ñìåæíîñòè îñíîâû ãðàôà Êýëè ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ïîëóãðóï-
ïû. À èìåííî, îïèðàÿñü íà äîêàçàííîå â [91], èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü
rπ(V ) = ∞ ⇔ limn→∞ µ(SCay(Fn(V ))) ≤ 3, ãäå µ � èíâàðèàíò Êîëåí äå Âåð-
äüåðà. Íàïîìíèì, åñëè G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîëîæèì (íå
òåðÿÿ îáùíîñòè), ÷òî V = {1, . . . , n}, òî µ(G) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì êîðàíãîì
(äåôåêòîì) òàêîé ìàòðèöû M = (Mi,j) ∈ R(n), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå òðè óñëîâèÿ: 1) äëÿ âñåõ i, j ïðè i 6= j èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Mi,j < 0,
åñëè i è j ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, è ðàâåíñòâîMi,j = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; 2)M
èìååò ðîâíî îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 1; 3) íå ñó-
ùåñòâóåò íåíóëåâîé ìàòðèöû X = (Xi,j) ∈ R(n) òàêîé, ÷òî MX = 0, â êîòîðîé
Xi,j = 0, êîãäà i = j èëèMi,j 6= 0 (òî åñòü âåðøèíû i è j ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè).
Äàííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæíî ðàñêðûòü, èñïîëüçóÿ ìåòîäû èç [28], ðàçâèòûå
â ðàáîòå [21].

Íà ïðèìåðå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ïðàâûõ íóëåé R0 = var{xy ≈ y} èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî limn→∞ µ(SCay(Fn(R0))) = limn→∞(n − 1) = ∞ > 3. Â
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ñàìîì äåëå, Fn(R0) = 〈a1, a2, . . . , an | xy ≈ y〉, SCay(Fn(R0)) = Kn, µ(Kn) =
n−1. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ìíîãîîáðàçèå èìååò êîíå÷íûé ðàíã ïëàíàðíîñòè.

Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì N2 = var{xy ≈ zt}
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî limn→∞ µ(SCay(Fn(N2))) = limn→∞(2) = 2 ≤ 3. Â ñà-
ìîì äåëå, Fn(N2) = 〈a1, a2, . . . , an | xy ≈ zt〉, SCay(Fn(N2)) = K1,n, µ(K1,n) =
min{1, n}+ 1 = 2 ïðè n ≥ 4. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ìíîãîîáðàçèå èìååò áåñêî-
íå÷íûé ðàíã ïëàíàðíîñòè.

Îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò åù¼ áîëåå òðóäíàÿ ïðîáëåìà êëàññè-
ôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ïî ðàíãàì ïëàíàðíîñòè.
Ïðîáëåìà 2. Îïèñàòü ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, èìåþùèõ ðàíã ïëàíàðíî-

ñòè r, ãäå r � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç N∞.
Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü êëàññèôèöèðîâàíû ïî ðàíãàì ïëàíàðíîñòè ëèøü ìíî-

ãîîáðàçèÿ êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ (òåîðåìà 3.1.1) è ìíîãîîáðàçèÿ ñâÿçîê
(ðèñ. 3). Êðîìå òîãî, îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ïðîáëåìà ñïåê-
òðîâ ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï.
Ïðîáëåìà 3. Îïèñàòü ñïåêòðû ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèé ïîëó-

ãðóïï.
Ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà âûçîâåò ê æèçíè áîëåå òðóäíóþ ïðîáëåìó êëàññè-

ôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ïî ñïåêòðàì ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè.
Ïðîáëåìà 4. Îïèñàòü ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, èìåþùèõ äàííûé ñïåêòð

ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè S, ãäå S � ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N∞.
Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çäåñü ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Âîïðîñ 3. Äëÿ êàêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñïåêòð ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì?
Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé ïîëíîãî ñïåêòðà ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè

áûëè ïðåäñòàâëåíû â îáçîðå. Ðàíåå îòìå÷àëîñü (òåîðåìà 3.2.6), ÷òî ñïåêòð ðàí-
ãîâ ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïîëóãðóïï ïîëíûé, êðîìå òîãî, îáíàðóæå-
íà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ìíîãîîáðàçèé íèëüïîëóãðóïï ñ ïîëíûì ñïåêòðîì ðàíãîâ
ïëàíàðíîñòè (ñëåäñòâèå 8).

Ïðè ýòîì èç ãðóïïîâûõ ìíîãîîáðàçèé â îáçîðå îõâàòûâàëèñü òîëüêî ìíî-
ãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Òåì èíòåðåñíåå àäðåñîâàòü ïðîáëåìó 1 ê ïðîèç-
âîëüíûì ìíîãîîáðàçèÿì êëèôôîðäîâûõ ïîëóãðóïï, òî åñòü ÿâëÿþùèõñÿ îáú-
åäèíåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï, íå îáÿçàòåëüíî àáåëåâûõ. Íàïîìíèì, ÷òî êàê õî-
ðîøî èçâåñòíî, ëþáàÿ êëèôôîðäîâà ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåøåòêîé ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ñâÿçîê ãðóïï. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â òàêîì ìíîãîîáðàçèè âûïîë-
íÿåòñÿ òîæäåñòâî xn ≈ x äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1. ßñíî,
÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ñâÿçîê ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êëèôôîðäîâûõ ïîëó-
ãðóïï. Ñðåäè ìíîãîîáðàçèé ñâÿçîê ñîãëàñíî òåðåìå 3.3.3 ëèøü äâà ìíîãîîá-
ðàçèÿ var{x2 ≈ x;xy ≈ x} è var{x2 ≈ x;xy ≈ xyx} èìåþò áåñêîíå÷íûé ðàíã
ïëàíàðíîñòè. Ïðèìåðû äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé êëèôôîðäîâûõ ïîëóãðóïï áåñêî-
íå÷íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè íàì íåèçâåñòíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíî ïîëó÷èòü
îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Âîïðîñ 4. Èìååòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèå êëèôôîðäîâûõ ïîëóãðóïï áåñêîíå÷-

íîãî ðàíãà ïëàíàðíîñòè ñîäåðæàùåå íåîäíîýëåìåíòíóþ ãðóïïó?
Íà ïîäñòóïàõ ê ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà èíòåðåñíî ïîëó÷èòü îòâåò íà áîëåå

÷àñòíûé âîïðîñ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
Âîïðîñ 5. Êîíå÷åí ëè ðàíã ïëàíàðíîñòè ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ëþáîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï?
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Ïðè ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà äëÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï
áóäåò óìåñòíûì èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû Ìàøêå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà òåîðå-
ìîé 2.3.1 â íàøåé íóìåðàöèè, îïèñûâàþùåé êîíå÷íûå ãðóïïû ñ ïëàíàðíûìè
ãðàôàìè Êýëè. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ìû íàéä¼ì â òàêîì ìíîãîîáðàçèè ñâî-
áîäíóþ ãðóïïó íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ðàíãà (îíà áóäåò êîíå÷íîé), êîòîðàÿ íå
ïîïàäàåò â ñïèñîê ãðóïï èç òåîðåìû Ìàøêå, òî ðàíã ïëàíàðíîñòè ýòîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ áóäåò êîíå÷íûì.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó ïðî-
ôåññîðó Ë. Ì. Ìàðòûíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáî-
òå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïðîôåññîðó Ì.Â.Âîëêîâó
çà êîíñòðóêòèâíûå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ, âûñêàçàííûå ïîñëå äîêëàäà àâ-
òîðà íà åêàòåðèíáóðãñêîì ñåìèíàðå ¾Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû¿.
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