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Abstract. Artin groups are a generalization of known braid groups, in
which the problems of words and conjugacy of words are algorithmically
solvable. Due to the complexity of solving these problems in the Artin
group class, algorithmic problems are considered in its various subclasses.

In 1983 K. Appel and P. Schupp de�ned the Artin groups extra-large
type.

In 2003, V. N. Bezverkhny introduced the Artin group with a tree
structure.

Artin groups of extra-large type and Artin groups with tree structure
are well studied and most of the algorithmic problems are solved in them,
in particular, the algorithmic solvability of the problem of generalized
conjugacy of words is proved.

The article deals with generalized tree structures of Artin groups,
which are tree products of Artin groups of extra-large type and Artin
groups with a tree structure, united by cyclic subgroups corresponding
to generatings these groups.

The authors provide a original proof of algorithmic solvability of the
problem of generalized conjugacy of words in generalized tree structures
of Artin groups. The method of proof uses the approach of G. S. Makanin,
applied by him to study the �nite generality of the element Normalizer
in braid groups. In addition, this paper shows that the centralizer of
a �nitely generated subgroup in the generalized tree structure of Artin
groups is �nitely generated and there is an algorithm that writes out its
generators.
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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Àðòèíà ñ êîïðåäñòàâëåíèåì

G = 〈a1, ..., al;< aiaj >
mij=< ajai >

mji , i, j = 1, l, i 6= j〉,

ãäå < aiaj >
mij � ñëîâî äëèíû mij , ñîñòîÿùåå èç mij ÷åðåäóþùèõñÿ áóêâ ai

è aj , i 6= j, mij � ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå Êîêñòåðà:

mij ∈ N \ {1} ∪ {∞}, i, j = 1, l, i 6= j. Â ñëó÷àå mij = ∞, i 6= j, îïðåäåëÿþùåãî
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáðàçóþùèìè ai, aj íåò.

Ê. Àïïåëü è Ï. Øóïï [1] îïðåäåëèëè êëàññ ãðóïï Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî
òèïà è â íåì ðåøèëè ïðîáëåìû ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Ãðóïïû Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ââåäåíû Â. Í. Áåçâåðõíèì [2]. Â ãðà-
ôå, ñîîòâåòñòâóþùåì ãðóïïå Àðòèíà, âñåãäà ìîæíî âûäåëèòü ìàêñèìàëüíûé
ïîäãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðóïïå Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé. Â äàííîì
êëàññå ãðóïï Â. Í. Áåçâåðõíèì è Î. Þ. Ïëàòîíîâîé (Êàðïîâîé) ðåøåí ðÿä
àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì [3].

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îðèãèíàëüíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé
ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â îáîáùåííûõ äðå-
âåñíûõ ñòðóêòóðàõ ãðóïï Àðòèíà, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äðåâåñíûå ïðîèçâå-
äåíèÿ ãðóïï Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà è ãðóïï Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóê-
òóðîé, îáúåäèíåííûõ ïî öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçóþ-
ùèì ýòèõ ãðóïï. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî öåíòðàëèçàòîð êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîä-
ãðóïïû â äàííîì êëàññå ãðóïï êîíå÷íî ïîðîæäåí è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âû-
ïèñûâàþùèé åãî îáðàçóþùèå.

Â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä äèàãðàìì, ââå-
äåííûé âàí Êàìïåíîì, ïåðåîòêðûòûé Ð. Ëèíäîíîì [4] è óñîâåðøåíñòâîâàííûé
Â. Í. Áåçâåðõíèì [5], à òàêæå ìåòîäû ðàáîòû [6].

2. Öåíòðàëèçàòîð êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû

Ðàññìîòðèì êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóïïó Àðòèíà, çàäàííóþ êîïðåäñòàâ-
ëåíèåì G = 〈a1, ..., al;< aiaj >mij=< ajai >mji , i, j = 1, l, i 6= j〉, ãäå <
aiaj >mij � ñëîâî äëèíû mij , ñîñòîÿùåå èç mij ÷åðåäóþùèõñÿ áóêâ ai è
aj , i 6= j, mij � ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå Êîêñòåðà:

mij ∈ N \ {1}∪ {∞}, i, j = 1, l, i 6= j, ïðè mij =∞ îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó îáðàçóþùèìè ai, aj íåò.

Åñëè mij > 3, i 6= j, òî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà
[1].

Ïîñòðîèì äëÿ ãðóïïû Àðòèíà G ãðàô Γ òàêîé, ÷òî îáðàçóþùèì ai ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíû ãðàôà Γ, à êàæäîìó îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ
< aiaj >

mij=< ajai >
mji ,mij 6= ∞ � ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ai è aj , i 6= j. Åñëè

ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ äåðåâî-ãðàô Γ, òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Àðòèíà ñ
äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé [3].

Ãðóïïà Àðòèíà G ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê
ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Àðòèíà, îáúåäèíåííûõ ïî áåñ-
êîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì: îò ãðàôà Γ ãðóïïû Àðòèíà G ïåðåéäåì
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ê ãðàôó Γ òàê, ÷òî âåðøèíàì ãðàôà Γ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãðóïïû Àð-
òèíà íà äâóõ îáðàçóþùèõ Gij = 〈ai, aj ;< aiaj >

mij=< ajai >
mji〉, à âñÿêîìó

ðåáðó e, ñîåäèíÿþùåìó âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå Gij è Gjk � öèêëè÷åñêóþ
ïîäãðóïïó 〈aj〉.

Äàëåå â ñòàòüå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó ãðóïïó Àðòèíà

G = 〈
t∏

s=1

∗Gs; aim = ajk , i 6= j, i, j ∈ {1, t}〉,

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Àðòèíà Gs, ãäå Gs ëèáî
ãðóïïà Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé, ëèáî ãðóïïà Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî
òèïà, çàïèñü aim = ajk îçíà÷àåò, ÷òî îáúåäèíåíèå ãðóïï Àðòèíà Gi è Gj âåäåò-
ñÿ ïî áåñêîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì 〈aim〉, 〈ajk〉, ãäå aim � íåêîòîðûé
îáðàçóþùèé ãðóïïû Gi, ajk � íåêîòîðûé îáðàçóþùèé ãðóïïû Gj . Òàêóþ ãðóï-
ïó Àðòèíà G áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ãðóïï Àðòèíà
[7] è äàëåå âñþäó ïîä ãðóïïîé Àðòèíà G áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ãðóïïó, åñëè
íåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê.

Äàííûé êëàññ ãðóïï îòíîñèòñÿ ê ïî÷òè áîëüøèì ãðóïïàì Àðòèíà è â íåì
àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìû ïðîáëåìû ðàâåíñòâà è ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ [8].

Ïóñòü Fi = 〈ai〉, F =
l∏
i=1

∗Fi � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Fi, {ai}i=1,l � ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rij � ìíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ñëîâ, öèêëè÷åñêè

ïðèâåäåííûõ â ñâîáîäíîì ïðîèçâäåíèè Fij = Fi ∗ Fj è ðàâíûõ 1 â ãðóïïå Gij .
Ãðóïïó Àðòèíà Gij ìîæíî çàäàòü êàê Gij = 〈ai, aj ;Rij〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |w| äëèíó ñëîâà w, à ÷åðåç ||w|| � ñëîãîâóþ äëèíó ñëîâà w.
Â äàëüíåéøåì ïîä R áóäåì ïîíèìàòü R =

⋃
i,j∈{1,l}

Rij � ñèììåòðèçîâàííîå

ïîäìíîæåñòâî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ F .
Ïóñòü u, v � äâà öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûõ ñëîâà, u, z /∈ 〈R〉G, íå ñîïðÿæåí-

íûå â F è ñîïðÿæåííûå â G, ãäå 〈R〉G � íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ñèììåòðèçîâàí-
íîãî ìíîæåñòâà R â G [4]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ êîëüöåâàÿ
R-äèàãðàììà M ñ âíåøíåé ãðàíè÷íîé ìåòêîé u è âíóòðåííåé ãðàíè÷íîé ìåò-
êîé v−1, ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè îáëàñòåé D êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ èç
R [4].

Ïîäâåðãíåì R-äèàãðàììó M ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ.
Åñëè äâå îáëàñòè D1, D2 ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî Rij-äèàãðàììàìè, ïåðå-

ñåêàþòñÿ ïî ðåáðó ñ ìåòêîé ϕ(∂D1 ∩ ∂D2), òî, ñòèðàÿ ýòî ðåáðî, îáúåäèíèì
D1, D2 â îäíó îáëàñòü D. Äîïóñòèì, ÷òî êàæäàÿ èç îáëàñòåé D1, D2 åñòü Rij-
äèàãðàììà, D1, D2 ïåðåñåêàþòñÿ ïî âåðøèíå. Òîãäà îáúåäèíÿåì D1, D2 â îäíó
îáëàñòü D. Åñëè â òîì èëè äðóãîì ñëó÷àå ìåòêà ãðàíèöû ïîëó÷åííîé îáëàñòè
ðàâíà åäèíèöå â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè F , òî, óäàëèâ ýòó îáëàñòü, ñêëåèâàåì
åå ãðàíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷èì ïðèâåäåí-
íóþ â F ñâÿçíóþ R-äèàãðàììó M , èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíîãî ðàññìîòðåí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé, ðàâíîé w, ïðè÷åì åñëè äâå îáëàñòè
D′,D′′ èçM ïåðåñåêàþòñÿ ïî ðåáðó, òî ñëîãîâàÿ äëèíà ìåòêè ýòîãî ðåáðà ðàâíà
åäèíèöå.

Ââåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé, ñëåäóÿ ðàáîòàì [3], [5], [9], [10].
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Îáëàñòü D ⊂ M íàçîâåì ãðàíè÷íîé, åñëè ∂M ∩ ∂D 6= ∅. Ñèìâîëàìè i(D)
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð â ãðàíè÷íîì öèêëå D, d(D) � ÷èñëî
ðåáåð â ãðàíè÷íîì öèêëå D.

Îáëàñòü D ñ ãðàíè÷íûì öèêëîì ∂D = eγe−1δ, ðàñïîëîæåííàÿ ïî îáå ñòî-
ðîíû îòíîñèòåëüíî ðåáðà e, â êîòîðîé ñêëååííûå ðåáðà e è e−1 ïåðåñåêàþò
ãðàíè÷íûé öèêë D, íàçûâàåòñÿ (s− i)-îáëàñòüþ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ∂D ∩ ∂M � ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü M , åñëè ∂D ∩ ∂M åñòü
îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l1, l2, . . . , ln çàìêíóòûõ ðåáåð, ãäå l1, . . . , ln
âñòðå÷àþòñÿ â äàííîì ïîðÿäêå â íåêîòîðîì ãðàíè÷íîì öèêëå äëÿ D è â íåêî-
òîðîì ãðàíè÷íîì öèêëå äëÿ M [4].

Ãðàíè÷íóþ îáëàñòü D R-äèàãðàììûM íàçîâåì ïðàâèëüíîé, åñëè ∂D∩∂M
åñòü ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðàâèëüíàÿ îáëàñòü D R-äèàãðàììû M íàçûâàåòñÿ äåíîâ-
ñêîé, åñëè i(D) < d(D)/2.

Îïðåäåëåíèå 2. Óäàëåíèå âíåøíåé ãðàíèöû äåíîâñêîé îáëàñòè R-äèàãðàììû
M íàçûâàåòñÿ äåíîâñêèì ñîêðàùåíèåì R-äèàãðàììû M èëè R-ñîêðàùåíèåì.

R-äèàãðàììà M ÿâëÿåòñÿ R-ïðèâåäåííîé, åñëè â M âûïîëíåíû âñå äåíîâ-
ñêèå ñîêðàùåíèÿ.

Ñëîâî w ∈ G íàçîâåì R-ïðèâîäèìûì (R-ñîêðàòèìûì), åñëè w ïðèâåäåíî
â F è ñîäåðæèò ïîäñëîâî s, ÿâëÿþùååñÿ ïîäñëîâîì íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ
r ∈ R, r = sb, ãäå ||b|| < ||s||.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîääèàãðàììà Π =
n⋃
i=1

Di îáðàçóåò ïîëîñó â R-ïðèâåäåííîé

R-äèàãðàììå M ñ ãðàíè÷íûì öèêëîì ∂M = γ ∪ δ, åñëè
(1) ∂Di ∩ ∂Di+1 = ei, i = 1, n− 1, ãäå ei � ðåáðî ;
(2) ∂Di ∩ γ = γi, i = 1, n, ãäå γi � ñâÿçíûé ïóòü, ïðè÷åì ||γi|| ≥ 1;
(3) ||∂D1 ∩ γ|| = ||∂D1\(∂D1 ∩ γ)|| è ||∂Dn ∩ γ|| = ||∂Dn\(∂Dn ∩ γ)||;
(4) ||∂Dj ∩ γ||+ 2 = ||∂Dj\(∂Dj ∩ γ)||, j = 2, n− 1.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü Π � ïîëîñà R-äèàãðàììû M . Çàìåíó R-äèàãðàììû
M íà R-äèàãðàììó M1, ïîëó÷åííóþ èç M óäàëåíèåì ïîëîñû Π, íàçîâåì R-
ñîêðàùåíèåì.

R-ïðèâåäåííîå ñëîâî w ãðóïïû G íàçîâåì R-ïðèâîäèìûì (R-ñîêðàòèìûì),
åñëè â íåì ìîæíî âûäåëèòü ïîäñëîâî s1s2 · · · sn, ãäå êàæäîå st ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîé ãðóïïå Gij è ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñîîòíîøåíèÿ s−1t d−1t btdt+1 ∈ R,
ïðè÷åì ïðè 1 ≤ t ≤ n ||dt|| = ||dt+1|| = 1, ||st|| = ||bt||+ 2 è äëÿ t, 1 < t < n,
||bt|| = ||st||.
Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî öèêëè÷åñêè ïðè-
âåäåííîãî ñëîâà w ãðóïïû Àðòèíà G âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè w R-ïðèâåäåííûì.

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîãî
ñëîâà w ãðóïïû Àðòèíà G âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè w R-ïðèâåäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðèâåäåííóþ ñâÿçíóþ êîëüöåâóþ R-äèàãðàììó M ñ ãðàíè-
öåé ∂M = σ ∪ τ áóäåì íàçûâàòü îäíîñëîéíîé, åñëè

1) M ñîñòîèò èç îáëàñòåé D1, D2, . . . , Dm, ãäå Dj ∩Dj+1 = ej , j = 1,m− 1,
D1 ∩Dm = em, Dj ∩ σ 6= ∅, Dj ∩ τ 6= ∅, j = 1,m, ej � ðåáðî,



148 È.Â. Äîáðûíèíà, À. Ñ. Óãàðîâ

èëè

2) M = (
p⋃
i=1

Ni) ∪ (
p⋃
j=1

γj), Ni � ïîääèàãðàììû (äèñêè) â M ñ ãðàíèöàìè

∂Ni = σi ∪ τi, σi ∩ τi = {Ai, Bi} � âåðøèíû, i = 1, p, γi � ïðîñòûå ïóòè ñ
êîíöàìè Bi−1, Ai, i = 2, p, ïðîñòîé ïóòü γ1 èìååò íà÷àëî Bp, à êîíåö � A1,
ãäå êàæäîå Ni èç ñîñòîèò èç îáëàñòåé Di1 , Di2 , . . . , Dimi

, ïðè÷åì Dij∩Dij+1
=

eij , j = 1,mi − 1, Dij ∩ σ 6= ∅, Dij ∩ τ 6= ∅, j = 1,mi, eij � ðåáðî.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ èìååì, ÷òî â ñëó÷àå 1) âñå îáëàñòè M ãðàíè÷íûå,
êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ îáëàñòåé, âçÿòûõ â öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ïåðåñåêàåòñÿ ïî ðåáðó, êàæäàÿ îáëàñòü ïåðåñåêàåò è σ, è τ (ïåðåñå÷åíèåì ìî-
æåò áûòü âåðøèíà, îäíî èëè íåñêîëüêî ðåáåð). Â ñëó÷àå 2) èìååì ïðîñòóþ
êîëüöåâóþ R-äèàãðàììó, òî åñòü R-äèàãðàììó, â êîòîðîé σ∩τ 6= ∅. Ïóòè γi, ïî
êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ σ, τ , îòäåëÿþò ïîääèàãðàììû (äèñêè), ïðè÷åì çàìåòèì,
÷òî ýòè ïóòè, â òîì ÷èñëå, ìîãóò èìåòü íóëåâóþ äëèíó (áûòü âåðøèíîé).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � ïðèâåäåííàÿ ñâÿçíàÿ êîëüöåâàÿ R-äèàãðàììà ñîïðÿ-
æåííîñòè ñëîâ ϕ(σ), ϕ(τ) ∈ G íàä ãðóïïîé Àðòèíà G, íå ñîäåðæàùàÿ (s− i)-
îáëàñòåé; σ, τ � ñîîòâåòñòâåííî âíåøíèé è âíóòðåííèé ãðàíè÷íûé öèêëû
M , ñëîâà ϕ(σ), ϕ(τ) öèêëè÷åñêè R è R-íåñîêðàòèìû. Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ îä-
íîñëîéíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëèM � ïðèâå-
äåííàÿ îäíîñâÿçíàÿ R-äèàãðàììà ðàâåíñòâà R è R-íåñîêðàòèìûõ ñëîâ w, v ∈ G
íàä ãðóïïîé Àðòèíà G ñ ãðàíèöåé ∂M = γ ∪ δ, ϕ(γ) = u, ϕ(δ) = v−1, òî
M ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé, òî åñòü M ñîñòîèò èç îáëàñòåé D1, D2, . . . , Dm, ãäå
Dj ∩ Dj+1 = ej , j = 1,m− 1, Dj ∩ γ 6= ∅, Dj ∩ δ 6= ∅, j = 1,m, ej � ðåáðî,

èëè M = (
p⋃
i=1

Ni) ∪ (
p⋃
j=2

ϑj), Ni � ïîääèàãðàììû (äèñêè) â M ñ ãðàíèöàìè

∂Ni = γi∪δi, γi∩δi = {Ai, Bi} � âåðøèíû, i = 1, p, ϑi � ïðîñòûå ïóòè ñ êîíöàìè
Bi−1, Ai, i = 2, p, ãäå êàæäîå Ni ñîñòîèò èç îáëàñòåé Di1 , Di2 , . . . , Dimi

, ïðè÷åì

Dij ∩Dij+1 = eij , j = 1,mi − 1, Dij ∩ γ 6= ∅, Dij ∩ δ 6= ∅, j = 1,mi, eij � ðåáðî.

Èòàê, ïóñòü w = v è w = w1w2 . . . wk, v = v1v2 . . . vk, ãäå wl, vl ∈ Gil , l = 1, k,
Gil åñòü ëèáî ãðóïïà Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé, ëèáî ãðóïïà Àðòèíà
ýêñòðàáîëüøîãî òèïà èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1), ïðè÷åì wl, wl+1, à òàêæå vl, vl+1,
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ãðóïïàì è íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè èç îáúåäèíÿåìûõ
ïîäãðóïï. Ïî òåîðåìå âàí Êàìïåíà [4] ñóùåñòâóåò R - äèàãðàììà M ðàâåíñòâà
ñëîâ w = v íàä G òàêàÿ, ÷òî ∂M = γ ∪ δ, ϕ(γ) = w, ϕ(δ) = v−1, ϕ(∂M) =
ϕ(γ)ϕ(δ) = wv−1. Èìååì w1w2 . . . wk = v1v2 . . . vk.

Ðàññìîòðèì ñëîâà w1, v1. Ïóòè ñ ìåòêàìè v1 è w1 âûõîäÿò èç îäíîé òî÷êè,
v1, w1 èç Gi1 . Äîïóñòèì, ÷òî êîíöû ýòèõ ïóòåé íå ñîâïàäàþò, òîãäà ñóùåñòâóåò
êðàò÷àéøèé ïóòü ñ ìåòêîé u òàêîé, ÷òî ìåòêà ãðàíè÷íîãî öèêëà ïîääèàãðàììû
â M èìååò âèä u−1v−11 w1, ãäå u

−1v−11 w1 = 1, òî åñòü v−11 w1 = u, u ∈ Gi1 . Åñëè
v = w, òî ïî òåîðåìå 2.6, à òàêæå ëåììå 2.3 èç [4], åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè
ñëó÷àÿìè äëÿ ðàâåíñòâà ñëîâ v è w â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ãðóïï ÿâëÿþòñÿ
ñëó÷àè, êîãäà u ðàâíî 1 èëè u ðàâíî a

αi1
i1
, αi1 6= 0, ãäå 〈ai1〉 � îáúåäèíÿåìàÿ

ïîäãðóïïà äëÿ Gi1 è Gi2 . Ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî w1 = v1, ëèáî w1 = v1a
αi1
i1

.
1. Äîïóñòèì, ÷òî w1 = v1, ãäå w1, v1 ∈ Gi1 , òîãäà ïîääèàãðàììà äèàãðàììû

M ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé v−11 w1 (v−11 w1 = 1) ÿâëÿåòñÿ Ri1 - äèàãðàììîé M1 ðà-
âåíñòâà ñëîâ w1 = v1 íàä Gi1 , ïðè÷åì Ri1 ⊂ R è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì Rij èç
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Gi1 ; ∂M1 = γ1 ∪ δ1, ϕ(γ1) = w1, ϕ(δ1) = v−11 , ϕ(∂M1) = ϕ(γ1)ϕ(δ1) = w1v
−1
1 . Èç

ðàáîò [3], [10] èìååì, ÷òî äàííàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé.
2. Åñëè w1 = v1a

αi1
i1

, ãäå 〈ai1〉 � îáúåäèíÿåìàÿ ïîäãðóïïà äëÿ Gi1 è Gi2 , òî

ïîääèàãðàììà äèàãðàììûM ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé a
−αi1
i1

v−11 w1 (a
−αi1
i1

v−11 w1 = 1)

ÿâëÿåòñÿ Ri1- äèàãðàììîé M1 ðàâåíñòâà ñëîâ w1 = v1a
αi1
i1

â Gi1 , ∂M1 = γ1 ∪ δ1,
ϕ(γ1) = w1, ϕ(δ1) = a

−αi1
i1

v−11 , ϕ(∂M1) = ϕ(γ1)ϕ(δ1) = w1a
−αi1
i1

v−11 . Èç ðàáîò [3],
[10] èìååì, ÷òî M1 ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé.

Äàëåå äëÿ ñëó÷àÿ 1 â G èìååì ðàâåíñòâî ñëîâ w2 . . . wk = v2 . . . vk. Äëÿ w2, v2
òàêæå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

a) w2 = v2, ãäå w2, v2 ∈ Gi2 . Òîãäà ïîääèàãðàììà äèàãðàììû M ñ ãðàíè÷-
íîé ìåòêîé v−12 w2 ÿâëÿåòñÿ Ri2 -äèàãðàììîé M2 ðàâåíñòâà ñëîâ w2 = v2 íàä
Gi2 , M2 îäíîñëîéíà, êàê ñëåäóåò èç [3], [10], è ñâÿçàíà âåðøèíîé ñ M1. Äàëåå
ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî ñëîâ w3 . . . wk = v3 . . . vk.

á) w2 = v2a
αi2
i2

, ãäå 〈ai2〉 � îáúåäèíÿåìàÿ ïîäãðóïïà äëÿ Gi2 è Gi3 , òî-

ãäà ïîääèàãðàììà äèàãðàììû M ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé a
−αi2
i2

v−12 w2 åñòü Ri2 -

äèàãðàììà M2 ðàâåíñòâà ñëîâ w2 = v2a
αi2
i2

íàä Gi2 , ∂M2 = γ2 ∪ δ2, ϕ(γ2) = w2,

ϕ(δ2) = a
−αi2
i2

v−12 , ïðè÷åì Ri2 ⊂ R è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì Rij èç Gi2 . Èç
ðàáîò [3], [10] èìååì, ÷òî äàííàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé.M2 ñâÿçàíà
âåðøèíîé ñ M1. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî ñëîâ w3 . . . wk = ai2v3 . . . vk. È
òàê äàëåå.

Â ñëó÷àå 2 ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî w2 . . . wk = a
−αi1
i1

v2 . . . vk è ñëîâà w2, a
−αi1
i1

v2.
Äëÿ íèõ âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

a) w2 = a
−αi1
i1

v2. Òîãäà ïîäääèàãðàììà äèàãðàììû M ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé

v−12 a
αi1
i1
w2 åñòü Ri2-äèàãðàììà M2 ðàâåíñòâà ñëîâ w2 = a

−αi1
i1

v2 íàä Gi2 . Îíà

ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé è áóäåò èìåòü îáùåå ðåáðî ñ ìåòêîé a
αi1
i2

ñ M1. Äàëåå
ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî ñëîâ w3 . . . wk = v3 . . . vk.

á) w2 = a
−αi1
i1

v2a
αi2
i2

. Ðàññìàòðèâàåì Ri2-äèàãðàììó M2 ðàâåíñòâà ñëîâ w2 =

a
−αi1
i1

v2a
αi2
i2

íàä Gi2 . Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé è èìååò îáùåå ðåáðî ñ ìåòêîé

a
αi1
i1

ñ M1. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ðàâåíñòâî ñëîâ w3 . . . wk = a
−αi2
i2

v3 . . . vk.
Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì âûøå, ïîëó÷àåì ñòðî-

åíèå R- äèàãðàììû M íàä G ñ ãðàíè÷íûì öèêëîì ∂M = γ ∪ δ, ϕ(γ) = w,
ϕ(δ) = v−1, ϕ(∂M) = ϕ(γ)ϕ(δ) = wv−1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ëåììû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííàÿ îäíîñâÿçíàÿ R-äèàãðàììà M ðàâåíñòâà R è
R-íåñîêðàòèìûõ ñëîâ w, v ∈ G íàä ãðóïïîé Àðòèíà G ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Ïóñòü
M � ïðèâåäåííàÿ ñâÿçíàÿ êîëüöåâàÿ R-äèàãðàììà ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ w, v,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïóñòü z−1wz = v, w = w1w2 . . . wk,
ãäå wl, vl ∈ Gil , l = 1, k, Gil åñòü ëèáî ãðóïïà Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé,
ëèáî ãðóïïà Àðòèíà ýêñòðàáîëüøîãî òèïà èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1). Íà îñíîâàíèè
òåîðåìû 2.8 èç ðàáîòû [4] ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîå ñëîâî,
ñîïðÿæåííîå w, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ w1, w2, . . . , wk,
è ïîñëåäóþùèì ñîïðÿæåíèåì ñëîâîì èç îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïû. Òîãäà ñëî-
âî v = v1v2 . . . vk äîëæíî áûòü ðàâíî ñëîâó h−1wt+1 . . . wkw1 . . . wth, ãäå h =
1, ëèáî h = a

αit
it
, αit 6= 0, ãäå a

αit
it

ïðèíàäëåæèò îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå

〈ait〉 äëÿ Git , Git+1 . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî z−1wz = v äîëæíî ñâîäèòñÿ ê ðà-
âåíñòâó ñëîâ h−1wt+1 . . . wkw1 . . . wth = v1v2 . . . vk. Äèàãðàììà ðàâåíñòâà ñëîâ
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h−1wt+1 . . . wkw1 . . . wth è v1v2 . . . vk èìååò òàêîå æå ñòðîåíèå, êàê ðàññìîòðåíî
âûøå. Ñêëåèâàÿ åå ïî ðåáðó ñ ìåòêîé h = a

αit
it

, ëèáî ïî âåðøèíå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé h = 1, ïîëó÷àåì äèàãðàììó ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ w, v. Â ïîëó÷åííîé
äèàãðàììå âñå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè, à ëþáàÿ îáëàñòü ïåðåñåêàåò
è σ, è τ , ãäå ϕ(σ) = w, ϕ(τ) = v. Ïîýòîìó ïðèâåäåííàÿ ñâÿçíàÿ êîëüöåâàÿ
R-äèàãðàììà M ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ëåììû, ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîñëîéíîé. �

Îïðåäåëåíèå 6. Êîëüöåâóþ ñâÿçíóþ ïðèâåäåííóþ îäíîñëîéíóþ R-äèàãðàììó
M ñ ãðàíè÷íûìè öèêëàìè σ, τ íàä ãðóïïîé Àðòèíà G, ìåòêè êîòîðîé ϕ(σ),
ϕ(τ) ïðèâåäåíû â F , ϕ(σ) � R-ïðèâåäåíî è R-ïðèâåäåíî, íàçîâåì îñîáî ñïå-
öèàëüíîé R-äèàãðàììîé, åñëè â M ñóùåñòâóåò îäíà îáëàñòü D òàêàÿ, ÷òî
||ϕ(∂D \ (∂D

⋂
σ))|| + 2 = ||ϕ(∂D \ (∂D

⋂
τ))|| (||ϕ(∂D \ (∂D

⋂
σ))|| = ||ϕ(∂D \

(∂D
⋂
τ))||+2), à äëÿ îñòàëüíûõ îáëàñòåé D′ ||ϕ(∂D′ \ (∂D′

⋂
σ))|| = ||ϕ(∂D′ \

(∂D′
⋂
τ))||.

Çàìåíó ñëîâà ϕ(σ)(ϕ(τ)) íà ñëîâî ϕ(τ)(ϕ(σ)) íàçîâåì ñïåöèàëüíûì êîëüöå-
âûì R-ñîêðàùåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîå ñëîâî w
ãðóïïû Àðòèíà G ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì, åñëè w öèêëè÷åñêè R-íåñîêðàòèìî,
öèêëè÷åñêè R-íåñîêðàòèìî è ê íåìó íåïðèìåíèìî ñïåöèàëüíîå êîëüöåâîå R-
ñîêðàùåíèå.

Ëåììà 2. Ïóñòü M � ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ R-äèàãðàììà íàä
ãðóïïîé Àðòèíà G ñ ãðàíè÷íûìè öèêëàìè σ, τ ; ϕ(σ), ϕ(τ) ÿâëÿþòñÿ òóïè-
êîâûìè. Òîãäà åñëè ϕ(σ) = xr, òî ϕ(τ) = yr, ãäå x, y ∈ {a±1i }i=1,l, {ai}i=1,l �

ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàáîò [3] è [9], ãäå òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå
äèàãðàììû ñîñòîÿò èç (s− i)-îáëàñòåé.

Òåîðåìà 2. [5] Ïóñòü Gij = 〈ai, aj ;< aiaj >
mij=< ajai >

mji〉, w ∈ Gij öèêëè-
÷åñêè íåñîêðàòèìî â ñâîáîäíîé ãðóïïå, èìååò ñëîãîâóþ äëèíó, ðàâíóþ 2mij,
è ðàâíî åäèíèöå â Gij. Òîãäà îíî èìååò âèä:

ïðè mij = 2k + 1 ami ajai . . . aia
−m
j a−1i a−1j . . . a−1j , ëèáî aiajai . . . a

m
i a
−1
j a−1i

a−1j . . . a−mj , ëèáî èì îáðàòíûå,

ïðè mij = 2k, k > 1 ami ajai . . . aja
−m
i a−1j a−1i . . . a−1j , ëèáî aiajai . . . a

m
j a
−1
i a−1j

a−1i . . . a−mj , ëèáî èì îáðàòíûå,

ïðè mji = 2 ami a
l
ja
−m
i a−lj , ëèáî èì îáðàòíûå, m, l ∈ Z \ {0}.

Èç [5] òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ìîæíî îãðàíè÷èòü (ïî ìîäó-
ëþ) ÷èñëîì p, íàçûâàåìûì ïàðàìåòðîì äèàãðàììû: p = |w|+ |v|.

Òåîðåìà 3. Öåíòðàëèçàòîð êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïû H îáîáùåííîé
äðåâåñíîé ñòðóêòóðû ãðóïï Àðòèíà G åñòü êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà
è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âûïèñûâàþùèé îáðàçóþùèå öåíòðàëèçàòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = xr, x ∈ {a±1i }i=1,l, òîãäà èç ëåììû 2 ñëåäóåò,

÷òî v = yr, y ∈ {a±1i }i=1,l, è äèàãðàììà ñîïðÿæåííîñòè ýòèõ ñëîâ ñîñòîèò èç

(s− i)-îáëàñòåé.
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Ïóñòü M � êîëüöåâàÿ R-äèàãðàììà, v � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ íåêîòîðîìó çàìêíóòîìó ðåáðó e ∈ M , e = e′e′′, e′

⋂
e′′ = v. Òîãäà çà-

ìêíóòûé ïóòü l ∈ M ñ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êîé v: l = e′−1e1 . . . ent, ãäå
t = e′ ëèáî t = e′′−1, ëèáî l = e′′e′1 . . . e

′
nt
′, ãäå t′ = e′ ëèáî t′ = e′′−1 íàçîâåì

öèêëè÷åñêèì â M , åñëè l ãîìîòîïåí τ , ñîîòâåòñòâåííî σ. Êðàò÷àéøèé èç âñåõ
öèêëè÷åñêèõ ïóòåé êîëüöåâîé R-äèàãðàììû M , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ
òî÷êó v, ïðèíàäëåæàùóþ ðåáðó e, e ∈M , íàçîâåì öèêëè÷åñêèì ãåîäåçè÷åñêèì
ïóòåì ñ íà÷àëîì è êîíöîì â v.

Ïóñòü σ0 = σ, σ1, . . . , σk = τ � ãðàíè÷íûå öèêëû R-äèàãðàìì, ïîëó÷åííûõ
èçM = M0 ïîñëåäîâàòåëüíûì óäàëåíèåì (s− i)-îáëàñòåé. Íî òîãäà ϕ(σi) = xri ,

xi ∈ {a±1j }j=1,l, i = 0, k, è ëþáûå äâà ýëåìåíòà xri−1, x
r
i , i = 1, k, ãäå xr = xr0,

xrk = yr ñîïðÿæåíû â Gxi−1xi
ìàêñèìàëüíûì êóñêîì îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøå-

íèÿ ãðóïïû Gxi−1xi .
Ïóñòüm0 = max{mij | mij <∞}. Òîãäà äëèíà ëþáîãî öèêëè÷åñêîãî ãåîäåçè-

÷åñêîãî ïóòè èçM çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ |u| ≤ d ≤ |u|+2m0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
êîëüöåâûõ R-äèàãðàìì, ñîñòîÿùèõ èç (s− i)-îáëàñòåé, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà p
ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî, â ÷àñòíîñòè, p = 0.

Ïóñòü ñëîâà u, v íå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè îáðàçóþùèõ â G. Â ýòîì ñëó÷àå u,
v áóäóò ìåòêàìè ãðàíè÷íûõ öèêëîâ êîëüöåâîé R-äèàãðàììû M êàê â òåîðåìå
1. Òàê êàê u ñîïðÿæåíî ñ v, u,v ÿâëÿþòñÿ òóïèêîâûìè, òî, êàê ñëåäóåò èç [3],
[10] è òåîðåìû 1, ||u|| = ||v||.

Óêàæåì ãðàíèöû èçìåíåíèÿ äëèíû öèêëè÷åñêîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïóòè äëÿ
äèàãðàììû M . Íà îñíîâàíèè òåîðåì 1, 2 äëèíà d öèêëè÷åñêîãî ãåîäåçè÷åñêîãî
ïóòè çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ |u| ≤ d ≤ |u|+ |v|+ 2p.

Ïóñòü òåïåðü w1, w2, . . . , wn � îáðàçóþùèå H, H < G; ñ÷èòàåì, ÷òî w1 = w10

� òóïèêîâîå ñëîâî è ∀i, i = 2, n, wi = ciwi0c
−1
i , ãäå wi0 ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì;

∆(wi0, wi0) � êîëüöåâàÿ ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ R-äèàãðàììà ñîïðÿæåííîñòè ñëî-
âà wi0 ñëîâó wi0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: c = max{|c1|, . . . , |cn|}, ãäå |c1| = 0 è
S(wi, wi), i = 1, n, � ìíîæåñòâî ñëîâ, äëèíû di êîòîðûõ çàêëþ÷åíû â ïðåäåëàõ
|wi0| ≤ di ≤ 2(|wi0|+ |c|+ p+m0).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

w
(0)
1 , . . . , w(0)

n , H1, w
(1)
1 , . . . , w(1)

n , H2, . . . ,Hm, w
(m)
1 , . . . , w(m)

n , (1)

ãäå ∀i, i = 1,m, H−1i w
(i−1)
1 Hi = w

(i)
1 , . . . ,H−1i w

(i−1)
n Hi = w

(i)
n , Hi ∈ T = {at, a ∈

{a±1i }i=1,l, 1 ≤ t ≤ p}, w(s)
j ∈ S(wj , wj) è ÿâëÿåòñÿ ìåòêîé öèêëè÷åñêîãî ãåîäå-

çè÷åñêîãî äèàãðàììû ∆(wj0, wj0), j = 1, n, s = 0,m, w
(0)
j = cjwj0c

−1
j .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé. Áàçèñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1) íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ∀j, s, 0 ≤ j < s < m, íàáîðû (w
(j)
1 , . . .,

w
(j)
n ), (w

(s)
1 , . . ., w

(s)
n ) ðàçëè÷íû è ñóùåñòâóåò öåëîå v, 0 ≤ v < m, òàêîå ÷òî

w
(v)
1 = w

(m)
1 , . . . , w

(v)
n = w

(m)
n .

Ëåììà 3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òî ñîîò-
âåòñòâóþùåå åé ñëîâî H1H2 . . . HmH

−1
v . . . H−11 ïðèíàäëåæèò öåíòðàëèçàòî-

ðó ïîäãðóïïû H.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Ñëîâî H1H2 . . . HmH

−1
v . . . H−11 , ñâÿçàííîå ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ (1), íàçîâåì áàçèñíûì ñëîâîì.
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Ëåììà 4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé áàçèñ-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî

m ≤ |S| = |S(w1, w1)| . . . |S(wn, wn)|

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Ëåììà 5. ×èñëî ôóíäàìåíòàëüíûõ áàçèñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Ëåììà 6. Ïóñòü F ∈ CG(H), CG(H) � öåíòðàëèçàòîð H â G. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ðàçáèåíèå F â ïðîèçâåäåíèå F = H1H2 . . . Hm, Hi ∈ T = {at, a ∈
{a±1i }i=1,l, 1 ≤ t ≤ p}, i = 1,m, è áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ

äàííûìè ðàçáèåíèåì F , òî åñòü

w
(0)
1 , . . . , w(0)

n , H1, w
(1)
1 , . . . , w(1)

n , H2, . . . ,Hm, w
(m)
1 , . . . , w(m)

n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ∈ CG(H), F 6= 1, òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé
F−1w1F = w1, c2F

−1c−12 w20c2Fc
−1
2 = w20, . . . , cnF

−1c−1n wn0cnFc
−1
n = wn0.

Ïóñòü ∀i, i = 2, n, ∃Xi, Yi, Fi òàêèå, ÷òî F ≡ XiFiYi (≡ � ãðàôè÷åñêîå ðàâåí-
ñòâî), ci = c′iX

−1
i = c′′i Yi. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà F−1w1F =

w1, c
′′
i F
−1
i c′i

−1
wi0c

′
iFic

′′
i
−1

= wi0, i = 2, n, ãäå êàæäîå èç ñëîâ c′iFic
′′−1
i íåñîêðà-

òèìo .
Ðàññìîòðèì êîëüöåâûå ïðèâåäåííûå R - ïðèâåäåííûå, R-ïðèâåäåííûå R-

äèàãðàììû ∆(wi0, wi0) ñ ãðàíè÷íûìè öèêëàìè σ(i0), τ (i0), ãäå ϕ(σ(i0)) = wi0,
ϕ(τ (i0)) = w−1i0 , i = 2, n ( ïðè i = 1, w10 = w1), êàæäàÿ èç êîòîðûõ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé ñîïðÿæåííîñòè äëÿ i-ãî ñîîòíîøåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O(i0) íà÷àëüíóþ òî÷êó íà σ(i0) è ÷åðåç O′
(i0)

� íà÷àëüíóþ
òî÷êó íà τ (i0), i = 1, n. Òîãäà â äèàãðàììå ∆(wi0, wi0), i = 1, n, ñîäåðæèòñÿ

ïóòü ηi, α(ηi) = O(i0), ω(ηi) = O′
(i0)

ñ ϕ(η1) = F , ϕ(ηi) = c′iFic
′′−1
i , i = 2, n,

ãäå α(η), ω(η) � ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëî è êîíåö ïóòè η. Ïóñòü ϕ(η1) = F =

H
(1)
1 H

(1)
2 . . . H

(1)
m(1) � ðàçáèåíèå F â äèàãðàììå ∆(w10, w10) íà ýëåìåíòû ìíîæå-

ñòâà T . Òîãäà F ≡ XiFiYi = H
(1)
1 . . . H

(1)

α
(1)

(i)

H
(1)

α
(1)

(i)+1

. . . H
(1)

β
(1)

(i)

H
(1)

β
(1)

(i)+1

. . . H
(1)
m(1), ãäå

Xi = H
(1)
1 . . . H

(1)

α
(1)

(i)

, Fi = H
(1)

α
(1)

(i)+1

. . . H
(1)

β
(1)

(i)

, Yi = H
(1)

β
(1)

(i)+1

. . . H
(1)
m(1). Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, êàæäîå ϕ(ηi) = c′iFic
′′
i
−1

â ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììå ∆(wi0, wi0) ðàçáèâà-

åòñÿ íà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T ϕ(ηi) = H
(i)
1 . . . H

(i)

α
(1)

(i)

H
(i)

α
(i)

(i)+1

. . . H
(i)

β
(i)

(i)

H
(i)

β
(i)

(i)+1

. . . H
(i)
m(i),

ãäå c′i = H
(i)
1 . . . H

(i)

α
(i)

(i)

,Fi = H
(i)

α
(i)

(i)+1

. . . H
(i)

β
(i)

(i)

, c′′i
−1

= H
(i)

β
(i)

(i)+1

. . . H
(i)
m(i). Îòñþäà

ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ Fi = H
(1)

α
(1)

(i)+1

. . . H
(1)

β
(1)

(i)

= H
(i)

α
(i)

(i)+1

. . . H
(i)

β
(i)

(i)

. Çàìåòèì, ÷òî

ðàçáèåíèå Xi îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì F . Àíàëîãè÷íî, ðàçáèåíèå Yj , òàêæå
îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì F . Ñëåäîâàòåëüíî, Xi, Yj íà èñêîìîå ðàçáèåíèå F
íå âëèÿþò. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî âîçüìåì ðàçáèåíèå ϕ(η1) = F â äèàãðàì-
ìå ∆(w10, w10). Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå F : F = H1H2 . . . Hm è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü w
(0)
1 , . . . , w

(0)
n , H1, w

(1)
1 , . . . , w

(1)
n , H2, . . . ,Hm, w

(m)
1 , . . . , w

(m)
n , ñâÿçàííóþ ñ

ïîëó÷åííûì ðàçáèåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì: ∀i, i = 1,m, H−1i w
(i−1)
1 Hi =
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w
(i)
1 , . . . ,H−1i w

(i−1)
n Hi = w

(i)
n , Hi ∈ Hi ∈ T = {at, a ∈ {a±1i }i=1,l, 1 ≤ t ≤

p}, w(s)
j ∈ S(wj , wj), j = 1, n, s = 1,m.

�

Ëåììà 7. Ìíîæåñòâî âñåõ áàçèñíûõ ñëîâ ïîðîæäàåò öåíòðàëèçàòîð ïîä-
ãðóïïû H.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî
Èç ëåìì 3-7 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3.

�

3. Îáîáùåííàÿ ñîïðÿæåííîñòü ñëîâ

Òåîðåìà 4. Â îáîáùåííîé äðåâåñíîé ñòðóêòóðå ãðóïï Àðòèíà ðàçðåøèìà
ïðîáëåìà îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà ñëîâ w1, w2, . . . , wn è v1, v2, . . . , vn.
Íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü: ∃z, z ∈ G, &n

i=1(z−1wiz = vi).
Ïóñòü ñëîâà w1 = w10, v1 = v10 ÿâëÿþòñÿ òóïèêîâûìè. Ïóñòü wi = aiwi0a

−1
i ,

vi = bivi0b
−1
i , i = 2, n, ãäå wi0, vi0 ÿâëÿþòñÿ òóïèêîâûìè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñîïðÿæåíû, òî ∀i, i = 1, n, |wi0| = |vi0| è åñëè êàêoå-òî èç
wi0 åñòü ñòåïåíü îáðàçóþùåãî, òî ñîïðÿæåííîå åìó ñëîâî vi0 òîæå ñòåïåíü îá-
ðàçóþùåãî y. Ïóñòü ∆(wi0, vi0) � êîëüöåâàÿ ñâÿçíàÿ ïðèâåäåííàÿ R-äèàãðàììà
ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ wi0, vi0. Ïóñòü

|a| = max{|a1|, |a2|, . . . , |an|},

|b| = max{|b1|, |b2|, . . . , |bn|},
ãäå |a1| = |b1| = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(wi, vi), i = 1, n, ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíà di êîòîðûõ
çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ |wi0| ≤ di ≤ |wi0|+ |vi0|+ 2(|a|+ |b|+ p+m0).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ∀i, i = 1, n, wi = w
(0)
i è ðàññìîòðèì áàçèñíûå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó ñëîâ w
(0)
1 , . . . , w

(0)
n :

w
(0)
1 , . . . , w(0)

n , H1, w
(1)
1 , . . . , w(1)

n , H2, . . . ,Hm, w
(m)
1 , . . . , w(m)

n , (2)

ãäå ∀i, i = 1, n, ∀j, j = 0,m, w
(j)
i ∈ S(wi, vi) è ÿâëÿåòñÿ ìåòêîé öèêëè÷åñêîãî

ãåîäåçè÷åñêîãî äèàãðàììû ∆(wi0, vi0).
Áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) íàçûâàåòñÿ îñîáîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò

ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé, òî åñòü âñå Hi =
1. Ñëîâî H1H2 . . . Hm, ñîîòâåòñòâóþùåå îñîáîé áàçèñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
íàçîâåì îñîáûì áàçèñíûì ñëîâîì.

Åñëè â áàçèñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) w
(m)
1 = v1, . . . , w

(m)
n = vn, òî ñëîâà

w1, . . . , wn îáîáùåííî ñîïðÿæåíû ñëîâàì v1, . . . , vn.

Ëåììà 8. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé áàçèñíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ, òî m ≤ |S| = |S(w1, v1)| . . . |S(wn, vn)|.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Ëåììà 9. ×èñëî îñîáûõ áàçèñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
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Ëåììà 10. Ïóñòü F � êàêîå-òî ðåøåíèå ñèñòåìû &n
i=1(z−1wiz = vi), òîãäà

ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå F â ïðîèçâåäåíèå H1H2 . . . Hm ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
T è áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ äàííûì ðàçáèåíèåì F :

w
(0)
1 , . . . , w(0)

n , H1, w
(1)
1 , . . . , w(1)

n , H2, . . . ,Hm, w
(m)
1 , . . . , w(m)

n , (3)

ãäå w
(m)
1 = v1, . . . , w

(m)
n = vn.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6.

Ëåììà 11. Ïóñòü F � êàêîå-òî ðåøåíèå ñèñòåìû &n
i=1(z−1wiz = vi) è (3) �

áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîîòâåòâóþùàÿ äàííîìó ðàçáèåíèþ F . Òîãäà
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) ìîæíî âûäåëèòü îñîáóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
òàêóþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå åé áàçèñíîå ñëîâî F ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñèñòåìà &n
i=1(z−1wiz = vi) òàêîâà, ÷òî ∀i, i = 1, n,

wi ≡ vi, òî â êà÷åñòâå îñîáîé áàçèñíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçüìåì ïóñòóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ F ≡ 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) íå ñîäåðæèò ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî F ′ = F . Åñëè (3) íå îñîáàÿ è ∃j, j =
1, n, òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà v, k, 0 ≤ v < k < m òàêèå, ÷òî ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü w
(0)
1 , . . . , w

(0)
n , H1, . . . ,Hv, w

(v)
1 , . . . , w

(v)
n , Hv+1, . . . ,Hk, w

(k)
1 , . . . , w

(k)
n ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Âû÷åðêíóâ èç (3) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüHv+1, w
(v+1)
1 ,

, . . . , w
(v+1)
n , Hv+2, . . . ,Hk, w

(k)
1 , . . . , w

(k)
n , ïîëó÷èì áàçèñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëîâ, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû. Åñëè ïîëó÷åííàÿ áàçèñíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, òî ïðèìåíèì ê íåé óêàçàííûé âûøå ïðîöåññ. �

Èç ëåìì 8-11 ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. �

Òåîðåìà 5. Ïóñòü G � îáîáùåííàÿ äðåâåñíàÿ ñòðóêòóðà ãðóïï Àðòèíà è
{wi}i=1,n, {vi}i=1,n � ñëîâà èç G. Åñëè F � êàêîå-òî ðåøåíèå ñèñòåìû

&n
i=1(z−1wiz = vi), òî ìíîæåñòâî ñëîâ CG(H)·F , ãäå CG(H) � öåíòðàëèçàòîð

ïîäãðóïïû H, ïîðîæäåííîé ñëîâàìè {wi}i=1,n, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ
ðåøåíèé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ñëîâ èç îáîáùåííîé äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé ãðóïï Àðòèíà G âûïèñàòü
îáðàçóþùèå èõ íîðìàëèçàòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëèçàòîðà êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííîé ïîäãðóïïû è îáîáùåííîé ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ â îáîáùåííûõ äðå-
âåñíûõ ñòðóêòóðàõ ãðóïï Àðòèíà. Äàííûé êëàññ ãðóïï âàæåí äëÿ èçó÷åíèÿ àë-
ãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì [12], [13] â ãðóïïàõ Àðòèíà, êîòîðûå ìîãóò ëèáî áûòü
ïðåäñòàâëåíû êàê îáîáùåííûå äðåâåñíûå ñòðóêòóðû ãðóïï Àðòèíà, îáðàçî-
âàííûå èç ãðóïï Àðòèíà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé çàìåíîé íåêîòîðûõ âåðøèí
ñîîòâåòñòâóþùåãî äåðåâà-ãðàôà ãðóïïàìè Àðòèíà áîëüøîãî èëè ýêñòðàáîëü-
øîãî òèïîâ, à òàêæå ãðóïïàìè Àðòèíà ñ n-óãîëüíîé ñòðóêòóðîé, ëèáî íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðèíàäëåæàò ê ïåðå÷èñëåííûì êëàññàì [11]. Äàííàÿ ðàáîòà ïðî-
äîëæàåò èçó÷åíèå àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðóïï Àðòèíà.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëèçàòîðà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé
ïîäãðóïïû â îáîáùåííûõ äðåâåñíûõ ñòðóêòóðàõ ãðóïï Àðòèíà ïðèìåíÿëèñü
ñîâðåìåííûå êîìáèíàòîðíûå è ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, â ÷àñò-
íîñòè, ìåòîä äèàãðàìì, ââåäåííûé âàí Êàìïåíîì, ïåðåîòêðûòûé Ð. Ëèíäîíîì
è óñîâåðøåíñòâîâàííûé Â. Í. Áåçâåðõíèì â ÷àñòè ââåäåíèÿ R-ñîêðàùåíèé, è
ïîäõîä Ã. Ñ. Ìàêàíèíà, èñïîëüçóåìûé èì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîé ïîðîæ-
äåííîñòè íîðìàëèçàòîðà ýëåìåíòà â ãðóïïàõ êîñ.
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