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Abstract. In this work a difference schemes of higher order approxima-
tion are constructed for the generalized diffusion equation of fractional
order with the Robin boundary value conditions. Using the maximum
principle, we obtain a priori estimates and prove the stability and the
uniform convergence of difference schemes.
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Введение

Интегралы и производные нецелого порядка и дробные интегро-дифференци-
альные уравнения находят множество применений в современных исследовани-
ях в теоретической физике, механике и прикладной математике. Дробное мате-
матическое исчисление является мощным инструментом для описания физиче-
ских систем, которые обладают памятью и нелокальностью. Многие процессы
в сложных системах обладают нелокальностью и характеризуются долгосроч-
ной памятью. Дробные интегральные и дробные дифференциальные опера-
торы позволяют описывать некоторые из этих характеристик. Использование
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дробного математического анализа может быть полезным для получения дина-
мических моделей, в которых интегро-дифференциальные операторы по вре-
мени и координатам описывают степенную долгосрочную память и простран-
ственную нелокальность сложных сред и процессов [1].

Математический аппарат интегро-дифференцирования дробного порядка поз-
воляет описывать процессы в системах, для которых существенен учет нело-
кальных свойств по времени и пространству. Интерпретация производных дроб-
ного порядка как способ учета эффектов памяти (нелокальность по времени)
и пространственных корреляций (нелокальность по координатам) привела к
их широкому применению в естествознании [1]. Наличие в уравнениях дроб-
ной производной по времени интерпретируется как отражение особого свой-
ства описываемого процесса–памяти, или в случае стохастического процесса–
немарковости. Дробная производная по координатам обычно отражает самопо-
добную неоднородность структуры или среды, в которой развивается процесс.
Такие структуры называют фракталами. При этом порядок дробной производ-
ной определяется размерностью фрактала. Простые формулы, связывающие
размерность фрактала df с порядком дробной производной получены в работе
[2]. В настоящее время в качестве математических моделей физических про-
цессов рассматривают дифференциальные уравнения в частных производных
дробных порядков по времени и по пространству [3]–[6].

Для описания структуры неупорядоченных сред и протекающих в них про-
цессов широко используется теория фракталов (см. [7] – [11]). Примерами
неупорядоченных сред являются пористые тела. При этом фракталами мо-
гут быть поровое пространство, скелет породы, поверхность скелета породы
и т.д. В случае когда трещины и сплошные пористые блоки представляются
однородными взаимопроникновении континуумами, для описания фильтрации
однородной жидкости обычно используется модель Баренблатта-Желтова (см.
[12]). В случае, когда пространство представляет собой фрактал с размерно-
стью Хаусдорфа-Безиковича df , погруженный в сплошную среду с размерно-
стью d (d > df , d = 2, 3), для описания движения примеси в потоке однород-
ной жидкости используется дифференциальное уравнение дробного порядка
(см. [13]). Дробно-дифференциальное уравнение возникает также при изуче-
нии физических процессов стохастического переноса (см. [8]).

Краевые задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка воз-
никают при изучении многих физических процессов [14] – [15], при изучении
фильтрации жидкости в сильно-пористой (фрактальной) среде [16].

Перенос, описываемый оператором с дробными производными на больших
расстояниях от источников, приводит к иному поведению относительно малых
концентраций по сравнению с классической диффузией. Эти малые концентра-
ции или "далекие хвосты распределений" при дробной производной подчине-
ны степенному закону убывания, что заставляет пересмотреть существующие
представления о безопасности, базирующиеся на представлениях об экспонен-
циальной скорости затухания (см. [17], [18]). Как отмечено в [19], дробное ис-
числение в теории фракталов и систем с памятью приобретает такое же важное
значение, как и классический анализ в механике сплошных сред.
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Существует достаточно много подтверждений тому, что для диффузионного
процесса характерно нелинейное нарастание среднего квадратичного отклоне-
ния [20]. Нарушения проявляются во многих ситуациях, в том числе при дви-
жении частиц в плазме [21], турбулентной диффузии частиц [22]. В качестве
математических моделей подобных процессов рассматриваются дифференци-
альные уравнения в частных производных дробных порядков по пространству
и времени [3]–[5].

В экономике производные дробного порядка могут применяться для описа-
ния экономических процессов с динамической памятью [23], [24]. Используя ле-
восторонние производные Капуто, можно определить обобщение понятий пре-
дельных и средних величин, которое позволит учитывать эффекты памяти
в экономических процессах [23], [24]. Производную нецелого порядка можно
интерпретировать как предельную (маржинальную) величину экономического
показателя в экономическом процессе с памятью. Впервые предельные (маржи-
нальные) величины нецелого порядка для экономических процессов с памятью
были предложены в работах [25]–[27]. При этом производные нецелого порядка
имеют различную интерпретацию в микроэкономике и макроэкономике. Мак-
роэкономическая интерпретация производных и интегралов нецелого порядка
связана с обобщениями понятий акселератора и мультипликатора, предложен-
ными в [28]–[30] для описания макроэкономических процессов со степенной
памятью [31]–[35].

В работе [36] предложены условия, при которых интегральный оператор
можно считать оператором дробной производной.

Работы [37]–[40] посвящены теоретическим результатам о существовании и
единственности решений дифференциальных уравнений дробного порядка α,
0 < α < 2. В работах [37] – [39] сформулированы условия существования и
единственности решения задач с начальными и краевыми условиями для урав-
нений

∂α0tu = F (t, u(t)ε(0, T )), T <∞,

или

Dα
0tu = F (t, u(t)ε(0, T )), T <∞,

для 0 < α < 2, где ∂α0tu, Dα
0tu – производные дробного порядка Капуто и

Римана-Лиувилля соответственно. Показано, что кроме того, что функция F
непрерывна, она должна удовлетворять определенным условиям, являющимся
аналогом классического условия Липшица.

Аналогичные результаты получены в [40] для системы дифференциальных
уравнений с производными дробного порядка, в том числе и производной Римана-
Лиувилля.

Большое количество работ посвящено численным методам решения диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка.

В работе [6] для численного моделирования аномальной диффузии в мно-
гомерной области применяется метод приближенной факторизации. Для пер-
вой начально-краевой задачи для дифференциального уравнения с частными
производными дробных порядков по пространству и времени изучена чисто
неявная схема на основе метода приближенной факторизации, доказана устой-
чивость схемы для рассматриваемого класса задач.
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В [41] предложен численный алгоритм для решения уравнения дробной кон-
векции - диффузии по временной переменной. В [42] для решения дробного
дифференциала уравнения используется преобразование Лапласа.

В [43] для численного решения дифференциальных уравнений в частных
производных с дробной производной Капуто порядка 1 < α ≤ 2 использованы
итерационные методы.

В [44] представлены некоторые численные методы решения различных диф-
ференциальных уравнений с производными дробного порядка, эксперименталь-
но проверенные на различных примерах. В работах [45], [46] представлен обзор
численных методов решения дифференциальных уравнений дробного порядка.

В работе [47] рассматривается специальная полудискретная схема на основе
метода Галеркина, а также полностью дискретная схема, основанная на ме-
тоде Кранка-Николсона для первой начально-краевой задачи для одномерного
уравнения параболического типа с дробной производной Римана-Лиувилля по-
рядка α ∈ (1, 2) по пространственной переменной:

ut −Dα
xu = f, x ∈ D = (0, 1), 0 < t ≤ T,

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = v, x ∈ D.

Получены оценки для погрешности в нормах L2(D) и Hα/2(D) для полудис-
кретной схемы и в норме L2(D) для полностью дискретной схемы.

Вариационная формулировка типа Петрова-Галеркина для одномерных кра-
евых задач с дробной производной Римана-Лиувилля порядка α ∈ (3/2, 2) рас-
сматривается в работе [48].

В работе [49] рассматривается уравнение с производной дробного порядка
по времени с граничными условиями первого рода

∂α0tu−∆u = f, x ∈ Ω, 0 < t ≤ T, 0 < α < 1,

u
∣∣
Γ
= 0, 0 < t ≤ T,Ω+ Γ = Ω,

u(x, 0) = v, x ∈ Ω.

Здесь получен дискретный аналог дробной производной по времени поряд-
ка аппроксимации O(τ2−α). Доказана сходимость построенной схемы в норме
L2(Ω).

В работах [50] и [51] были рассмотрены локально-одномерные схемы (ЛОС)
для уравнения диффузии дробного порядка в p-мерном параллелепипеде с кра-
евыми условиями первого и третьего рода соответственно, а в [52] для урав-
нения теплопроводности дробного порядка с сосредоточенной теплоемкостью.
В этих работах была доказана сходимость ЛОС в равномерной метрике при
1/2 < α ≤ 1. В работе [53] построены многомерные разностные схемы для урав-
нения диффузии дробного порядка и доказана сходимость разностных схем при
всех α, 0 < α ≤ 1. Работа [54] посвящена рассмотрению локально-одномерных
разностных схем для уравнения диффузии дробного порядка с переменными
коэффициентами в области сложной формы. Доказаны устойчивость и равно-
мерная сходимость локально-одномерных схем для рассматриваемой задачи.

В [55] показано, что для получения априорных оценок при численном реше-
нии уравнения диффузии дробного порядка можно применять метод энерге-
тических неравенств.
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В работе [56] рассмотрено уравнение диффузии дробно-переменного порядка
в конечной области. Для рассматриваемой задачи построена конечно-разностная
схема. Устойчивость и сходимость разностных схем доказывается с помощью
математической индукции. Приведены некоторые численные эксперименты,
подтверждающие эффективность предложенных разностных схем.

В работе [57] предложен алгоритм экстраполяционного типа для численно-
го решения дифференциальных уравнений дробного порядка, основанный на
том, что последовательность приближенных решений обладает асимптотиче-
ским разложением по отношению к размеру шагу.

Работа [58] посвящена исследованию существования, единственности и устой-
чивости решения нелинейных дифференциальных уравнений дробного поряд-
ка по времени.

В работах [59]–[60] рассматриваются дифференциальные уравнения тепло-
проводности дробного порядка с краевыми условиями третьего рода.

Работа [61] посвящена численному методу второго порядка точности реше-
ния дробного дифференциального уравнения диффузии. Алгоритм численно-
го решения, предложенный в данной работе, основан на классическом методе
Кранка-Николсона. Доказывается сходимость предложенного метода.

Принцип максимума для дифференциальной задачи в случае, когда рас-
сматривается уравнение диффузии с дробной производной по времени уста-
новлен в работах Ю. Лучко [62]–[65]. Результаты этих работ использованы в
работах [66], [67] для доказательства принципа максимума для дифференци-
ального уравнения дробного (multi-term) порядка.

В работе [68] построены разностные схемы для дифференциальных уравне-
ний в частных производных дробных порядков по времени и по пространству
в одномерном и многомерном случаях. В многомерном случае для рассмат-
риваемых задач строятся локально-одномерные схемы. С помощью принципа
максимума получены априорные оценки в равномерной метрике, откуда сле-
дует сходимость разностных схем.

В работе [69] рассматривается дифференциальное уравнение с частными
производными дробного порядка:

(1) ∂β0tu = a
∂2u

∂x2
,

где a > 0, 0 < β ≤ 2, x ∈ S ⊂ R, t ∈ R > 0, x, t–пространственная и временная
переменные.

Это уравнение получено из классического волнового уравнения заменой про-
изводной по времени второго порядка дробной производной Капуто порядка
β ∈ (0, 2]. В работе показано, что для 1 < β < 2 поведение фундаментального
решения оказывается промежуточным между диффузией (для вязкой жидко-
сти) и распространением волны (для упругого твердого тела).

В [70] предложен другой подход для решения дробного волнового уравне-
ния (1). Для 0 < β < 1 используется метод разделения переменных. Следует
отметить, что для случая 0 < β < 1 для уравнения (1) в работе [71] получен
дискретный аналог дробной производной по времени

(2) ∂α0tju = ∆α
0tju+O(τ),
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∆α
0tju =

1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s

)
ust , u

s
t =

us+1 − us

τ
.

В работе [72] показано, что если функция v(t) ∈ C3[0, T ], то имеет место
равенство

∂α0tj+1
v = ∆α

0tj+1
v +O(τ2−α), 0 < α < 1.

В работе [73] по аналогии с [71] получен разностный аналог дробной про-
изводной Капуто порядка β, 1 < β ≤ 2 по пространственной переменной, а
также показано, что если функция v(x) ∈ C3[0, ℓ], то имеет место равенство

∂β0xi
v = ∆β

0xi
v +O(h),

где

∆β
0xi
v =

1

Γ(3− β)

i∑
s=1

(
x2−β
i−k+1 − x2−β

i−k

)
vxx,k, vxx,k =

uk+1 − 2uk + uk−1

h2
.

Данная работа посвящена исследованию разностных схем повышенного по-
рядка аппроксимации для третьей краевой задачи для уравнения диффузии
дробного порядка с дробными производными порядка α , 0 < α 6 1, по вре-
мени t, по пространственной переменной x порядка β , 1 < β 6 2 и порядка
γ , 0 < γ 6 1 в младших членах. С помощью принципа максимума получе-
на априорная оценка для приближенного решения, а также по аналогии с [72]
доказана равномерная сходимость разностного решения к решению дифферен-
циальной задачи со скоростью O(h+ τ2−α).

1. Постановка задачи

В прямоугольнике QT = [0 6 x 6 ℓ] × [0 6 t 6 T ] рассматривается третья
начально-краевая задача для уравнения диффузии дробного порядка с дроб-
ной производной по пространственной переменной x порядка β , 1 < β 6 2 и
дробной производной по пространственной переменной x порядка γ , 0 < γ 6 1
в младших членах:

(3) ∂α0tu = ∂β0xu+ r(x, t)∂γ0xu− q(x, t)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

(4)


∂u

∂x
= κ−(0, t)u− µ−(0, t), 0 6 t 6 T,

− ∂u

∂x
= κ+(ℓ, t)u− µ+(ℓ, t), 0 6 t 6 T,

(5) u(x, 0) = u0(x), 0 < x < ℓ,

где

∂α0tu =
1

Γ(1− α)

t∫
0

uτ (x, τ)dτ

(t− τ)α
, ∂β0xu =

1

Γ(2− β)

x∫
0

uξξ(ξ, t)dξ

(x− ξ)β−1
, ∂γ0xu =

1

Γ(1− γ)
·

x∫
0

uξ(ξ, t)dξ

(x− ξ)γ
– соответственно дробные производные Капуто по времени поряд-

ка α, 0 < α < 1 и по пространственной координате x порядка β, 1 < β 6 2 и
порядка γ, 0 < γ 6 1 в младших членах,

r 6 0, |r| 6 r∗, q > q∗ > 0, κ± > κ∗ > 0.
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2. Разностная схема

Пространственную сетку выберем равномерной с шагом h =
ℓ

N
:

ωh = {xi = ih : i = 0, 1 . . . , N}, ωh = {xi = ih : i = 1, 2, . . . , N − 1}.

На отрезке [0, T ] также введем равномерную сетку

ωτ = {tj = jτ : j = 0, 1 . . . , j0}

с шагом τ =
T

j0
.

Будем обозначать
ωhτ = ωh × ωτ .

Обозначим через yji значение сеточной функции y в узле (xi, tj). Для написа-
ния разностной схемы используем дискретные аналоги производных дробного
порядка [71], [73], [72].

По аналогии с [72], этот результат можно улучшить, если предположить, что
функция v(x) ∈ C4[0, ℓ]. Справедлива

Лемма 1. Для любой функции v(x) ∈ C4[0, ℓ] справедливо равенство

(6) ∂β0xi+1
v = ∆β

0xi+1
v +O(h3−β), 1 < β 6 2.

Доказательство. Для x = xi+1, i = 0, 1, . . . , N − 1, имеем

∂β0xi+1
v =

1

Γ(2− β)

xi+1∫
0

vξξ(ξ)dξ

(xi − ξ)β−1
=

1

Γ(2− β)

i∑
k=0

xk+1∫
xk

uξξ(ξ)dξ

(xi+1 − ξ)β−1
=

=
1

Γ(2− β)

i∑
k=0

xk+1∫
xk

vξξ(xk+1/2) + uξξξ(xk+1/2)(ξ − xk+1/2) +O((ξ − xk+1/2)
2)

(xi+1 − ξ)β−1
dξ =

= ∆β
0xi+1

v +
1

Γ(2− β)

i∑
k=0

vξξξ(xk+1/2)

xk+1∫
xk

ξ − xk+1/2

(xi+1 − ξ)β−1
dξ +O(h2).

Оценим величину∣∣∣∣∣∣ 1

Γ(2− β)

i∑
k=0

vξξξ(xk+1/2)

xk+1∫
xk

ξ − xk+1/2

(xi+1 − ξ)β−1
dξ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 M

Γ(2− β)

i∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
xk+1∫
xk

ξ − xk+1/2

(xi+1 − ξ)β−1
dξ

∣∣∣∣∣∣ =
=

M

Γ(2− β)

i∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣
xk+1∫

xk+1/2

ξ − xk+1/2

(xi+1 − ξ)β−1
dξ −

xk+1/2∫
xk

xk+1/2 − ξ

(xi+1 − ξ)β−1
dξ

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

2βMh3−β

8Γ(2− β)

i∑
k=0

 1∫
0

zdz

(2(i− k) + 1− z)β−1
−

1∫
0

zdz

(2(i− k) + 1 + z)β−1

 =
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=
2βMh3−β

8Γ(2− β)

1∫
0

z
i∑

k=0

 1

(2k + 1− z)β−1
−

1∫
0

1

(2k + 1 + z)β−1

 dz =

=
2βMh3−β

8Γ(2− β)

1∫
0

(
z

(1− z)β−1
− z

(2k + 1− z)β−1

)
dz−

−2βMh3−β

8Γ(2− β)

1∫
0

z
i∑

k=1

(
1

(2k − 1 + z)β−1
− 1

(2k + 1− z)β−1

)
dz 6

6 2βMh3−β

8Γ(2− β)

1∫
0

z

(1− z)β−1
dz =

2βMh3−β

8Γ(2− β)

1

(2− β)(3− β)
=

2βM

8Γ(4− β)
h3−β ,

где M = max
06x6ℓ

|v′′′
(x)|. �

Итак, дифференциальной задаче (3) – (5) поставим в соответствие разност-
ную схему

(7)
1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s

)
yst = Λy(σ) + φ,

где

Λy(σ) =
1

Γ(3− β)

i∑
k=1

(
x2−β
i−k+1 − x2−β

i−k

) (
σŷxx,k + (1− σ)yxx,k

)
+

+
ri

Γ(2− γ)

i∑
k=1

(
x1−γ
i−k+1 − x1−γ

i−k

) (
σŷx,k + (1− σ)yx,k

)
− diy

(σ) + φ̂,

(8)

{
y
(σ)
x,0 = κ−y

(σ)
0 − µ−, x = 0,

−y(σ)x,N = κ+y
(σ)
N − µ+, x = ℓ,

(9) y(x, 0) = u0(x),

где

yxx,k =
yk+1 − 2yk + yk−1

h2
,

ŷ = yj+1, y = yj , y(σ) = σŷ + (1− σ)y.

Для простоты в дальнейшем будем рассматривать случай σ = 1:

(10)
1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s

)
yst = Λŷ + φ̂,

где

Λŷ =
1

Γ(3− β)

i∑
k=1

(
x2−β
i−k+1 − x2−β

i−k

)
ŷxx,k+

ri
Γ(2− γ)

i∑
k=0

(
x1−γ
i−k+1 − x1−γ

i−k

)
ŷx,k−diŷ,

(11)

{
ŷx,0 = κ−ŷ0 − µ−, x = 0,

−ŷx,N = κ+ŷN − µ+, x = ℓ,

(12) y(x, 0) = u0(x),
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где

ŷ = yj+1, y = yj , ŷxx,k =
yk+1 − 2yk + yk−1

h2
.

3. Погрешность аппроксимации разностной схемы

Перейдем теперь к изучению погрешности аппроксимации разностной схе-
мы.

Пусть u = u(x, t)–решение задачи (3) – (5), а yj+1–решение разностной за-
дачи (10)–(12).

Подставляя yj+1 = zj+1 + uj+1 в разностное уравнение (10), получим

(13)
1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s

)
zst = Λzj+1

i + ψj+1
i ,

где

Λzj+1
i =

1

Γ(3− β)

i∑
k=1

(
x2−β
i−k+1 − x2−β

i−k

)
ẑxx,k+

ri
Γ(2− γ)

i∑
k=0

(
x1−γ
i−k+1 − x1−γ

i−k

)
ẑx,k−diẑ,

(14) ψj+1 = Λuj+1 + φj+1 − 1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s

)
ust .

Краевые условия (11) имеют первый порядок аппроксимации. Подставляя
yj+1 = zj+1 + uj+1 в разностные краевые условия (11), получим

(15)

{
zj+1
x,0 = κ−z

j+1
0 − νj+1

− , x = 0,

−zj+1
x,N = κ+z

j+1
N + νj+1

+ , x = ℓ,

ν− = a1ux,0 − (κ−u0 − µ−) =

(
a1ux,0 −

∂u

∂x

)
x=0

= O(h),

ν+ = −aNux,N − (κ+uN − µ+) =

(
−aNux,N − ∂u

∂x

)
x=ℓ

= O(h).

Таким образом, погрешность решения разностной краевой задачи (10) – (12)
удовлетворяет уравнению (13), нулевому начальному условию z(x, 0) = 0 и
краевым условиям (15).

Итак, разностная схема (10) – (12) имеет порядок аппроксимации O(h +
τ2−α).

4. Устойчивость и равномерная сходимость разностной схемы

Чтобы получить оценку для решения разностной задачи (10) – (12), приве-
дем уравнение и граничные условия к каноническому виду ([74], стр. 339):
(16)

A(P )y(P ) =
∑

Q∈Ш′(P )

B(P,Q)y(Q) + F (P ), P ∈ ω,

A(P ) > 0, B(P,Q) > 0, D(P ) = A(P )−
∑

Q∈Ш′(P )

B(P,Q) > 0 для всех P ∈ ω,

ω–множество узлов сетки в некоторой ограниченной области n-мерного евкли-
дова пространства.
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Разностную задачу (10) – (12) перепишем в виде:

1

Γ(2− α)

j∑
s=0

(
t1−α
j−s+1 − t1−α

j−s

)
yst =

1

Γ(3− β)

i∑
k=1

(
x2−β
i−k+1 − x2−β

i−k

)
yj+1
xx,k+

(17) +
ri

Γ(2− γ)

i∑
k=1

(
x1−γ
i−k+1 − x1−γ

i−k

)
yj+1
x,k − diy

j+1
i + φj+1

i ,

(18)

{
yj+1
x,0 = κ−y

j+1
0 − µ−, x = 0,

−yj+1
x,N = κ+y

j+1
N − µ+, x = ℓ,

(19) y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh.

Получим для решения y задачи (10) – (12) с помощью принципа максимума
априорную оценку. Для этого уравнение (12) приведем к канонической форме:[

1

Γ(2− α)

1

τα
+

3− 22−β

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)

1

hγ
+ di

]
yj+1
i =

1

Γ(3− β)hβ
yj+1
i+1+

+

[
32−β − 3 · 22−β + 3

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)

(
2− 21−γ

) ]
yj+1
i−1 +

2− 21−α

Γ(2− α)τα
yji+

+
1

τ

1

Γ(2− α)

j−2∑
s=0

(
−t1−α

j−s+1 + 2t1−α
j−s − t1−α

j−s−1

)
ys+1
i +

1

Γ(2− α)τ
(t1−α

j+1 − t1−α
j )y0i+

− ri
Γ(2− γ)h

i−2∑
k=2

(
−x1−γ

i−k+1 + 2x1−γ
i−k − x1−γ

i−k−1

)
yj+1
k +

+
1

Γ(3− β)h2

i−3∑
k=1

(
x2−β
i−k+1 − 3x2−β

i−k + 3x2−β
i−k−1 − x2−β

i−k−2

)
yj+1
k+1+[

− ri
Γ(2− γ)h

(
−x1−γ

i + 2x1−γ
i−1 − x1−γ

i−2

)
+

1

Γ(3− β)h2

(
−2x2−β

i + 3x2−β
i−1 − x2−β

i−2

)]
yj+1
1 +

(20) +

[
1

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)h

(
x1−γ
i − x1−γ

i−1

)]
yj+1
0 + φj+1

i .

Заметим, что [71]

−t1−α
j+1 + 2t1−α

j − t1−α
j−1 > 0, j > 1,

и все коэффициенты, стоящие перед yj+1
k , k = 2, 3, . . . , i+ 1, положительны.

Отдельно остановимся на коэффициенте при yj+1
1 . При написании канони-

ческой формы (20) мы использовали разностный аналог граничного условия
при x = 0:

yx,0 = κ−y0 − µ−,

или что тоже самое
y0 =

1

1 + hκ−
y1 +

µ−h

1 + hκ−
.

С учетом граничного условия при x = 0 каноническая форма уравнения
примет вид:[

1

Γ(2− α)

1

τα
+

3− 22−β

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)

1

hγ
+ di

]
yj+1
i =

1

Γ(3− β)hβ
yj+1
i+1+
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+

[
32−β − 3 · 22−β + 3

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)

(
2− 21−γ

) ]
yj+1
i−1 +

2− 21−α

Γ(2− α)τα
yji+

+
1

τ

1

Γ(2− α)

j−2∑
s=0

(
−t1−α

j−s+1 + 2t1−α
j−s − t1−α

j−s−1

)
ys+1
i +

1

Γ(2− α)τ
(t1−α

j+1 − t1−α
j )y0i+

− ri
Γ(2− γ)h

i−2∑
k=2

(
−x1−γ

i−k+1 + 2x1−γ
i−k − x1−γ

i−k−1

)
yj+1
k +

+
1

Γ(3− β)h2

i−3∑
k=1

(
x2−β
i−k+1 − 3x2−β

i−k + 3x2−β
i−k−1 − x2−β

i−k−2

)
yj+1
k+1+

+

[
− ri
Γ(2− γ)h

(
−x1−γ

i + 2x1−γ
i−1 − x1−γ

i−2

)
+

1

Γ(3− β)h2

(
−2x2−β

i + 3x2−β
i−1 − x2−β

i−2

)
+

(21) +
1

1 + hκ−

[
1

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)h

(
x1−γ
i − x1−γ

i−1

)]]
yj+1
1 + φ̃j+1

i ,

где

φ̃j+1
i = φj+1

i +

[
x2−β
i − x2−β

i−1

Γ(3− β)h
−
ri

(
x1−γ
i+1 − x1−γ

i

)
Γ(2− γ)

]
1

1 + hκ−
µ−.

Тогда коэффициенты

A(P ) =
1

Γ(2− α)

1

τα
+

3− 22−β

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)

1

hγ
+ di > 0;

B(P,Q) =

{
1

Γ(3− β)hβ
;

[
32−β − 3 · 22−β + 3

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)

(
2− 21−γ

) ]
;

2− 21−α

Γ(2− α)τα
;
1

τ

1

Γ(2− α)

(
−t1−α

j−s+1 + 2t1−α
j−s − t1−α

j−s−1

)
, s = 0, 1, 2, . . . j − 2;

1

Γ(2− α)τ
(t1−α

j+1 − t1−α
j );

− ri
Γ(2− γ)h

(
−x1−γ

i−k+1 + 2x1−γ
i−k − x1−γ

i−k−1

)
, k = 2, 3, . . . i− 2;

1

Γ(3− β)h2

(
x2−β
i−k+1 − 3x2−β

i−k + 3x2−β
i−k−1 − x2−β

i−k−2

)
, k = 1, 2, 3, . . . i− 3;[

− ri
Γ(2− γ)h

(
−x1−γ

i + 2x1−γ
i−1 − x1−γ

i−2

)
+

1

Γ(3− β)h2

(
−2x2−β

i + 3x2−β
i−1 − x2−β

i−2

)
+

+
1

1 + hκ−

[
1

Γ(3− β)hβ
− ri

Γ(2− γ)h

(
x1−γ
i − x1−γ

i−1

)]]}
> 0.

Тогда очевидно, что

D(P (xi, tj+1)) =
−ri(x1−γ

i+1 − x1−γ
i )κ−

(1 + hκ−)Γ(2− γ)
+

(x2−β
i − x2−β

i−1 )κ−

(1 + hκ−)Γ(3− β)h
+ di > o,

D(P (0, tj+1)) = κ− > κ∗ > o,

D(P (ℓ, tj+1)) = κ+ > κ∗ > o.
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Так как D(P ) > 0 на всей сетке ωhτ = ωh × ωτ , то из принципа максимума
следует оценка

∥yj+1∥Ch
6 ∥u0(x)∥Ch

+
1

κ∗

(
max
06k6j

|µ−(tk)|+ max
06k6j

|µ+(tk)|
)
+

(22) +
1

q∗
max

0<t′6(j+1)τ
∥φ(x, t′)∥Ch

,

где
∥y∥Ch

= max
x∈ωh

|y(x)|.

Таким образом, справедлива

Теорема 1. Разностная схема (10) – (12) устойчива по начальным данным
и правой части, так что для решения задачи (10) – (12) справедлива оценка
(22).

Из теоремы 1 следует сходимость разностной схемы (10) – (12) к решению
дифференциальной задачи (3)–(5) со скоростью O(h + τ2−α) в равномерной
метрике [75].
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