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�On the computability of ordered �elds�

ÏóñòüK � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé f : ω → ω. Ñ êàæäûì òàêèì êëàññîì ìîæ-

íî ñâÿçàòü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîðîæä¼ííûõ ôóíêöèÿìè èçK. Òî÷íîå

îïðåäåëåíèå ìîæíî âûáðàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, K̃ = {m +
∞∑
i=0

f(i)−1
2i+1 },

ãäåm ∈ Z, à f : ω → {0, 1, 2} � ôóíêöèÿ èçK. Ýòî ìîæíî íàçâàòü çíàêîâûì áèíàð-

íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà. Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â ïðèáëèæåíèè âåùåñòâåííîãî

÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íîìåðà êîòîðûõ çàäàþòñÿ ôóíê-

öèÿìè èç K, òàêèå ÷èñëà îáîçíà÷àþòñÿ êàê K∗. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ î÷åíü

åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà � êîãäà ìíîæåñòâà K̃ è K∗ îáðàçóþò ïîäïîëå â R, è êîãäà

òàêîå ïîëå èìååò èçîìîðôíîå âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Àâòîðàì óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû. Â ñòàòüå óêàçàíû åñòå-

ñòâåííûå è êîìïàêòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ K̃ = K∗, ïðè êîòîðûõ

ìíîæåñòâî K∗ îáðàçóåò ïîëå, è ïðè êîòîðûõ îíî ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî çàìêíóòûì

ïîëåì.

Îñíîâíîé æå è íàèáîëåå ñëîæíûé ôàêò, äîêàçàííûé â ñòàòüå � äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëå K̃ íå èìååò âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëå âñåõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íå èìååò

âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ ïîëåé, ïîðîæä¼ííûõ êëàññàìè

En, n > 3, èåðàðõèè Ãæåãîð÷èêà. Ýòîò ôàêò íåêîòîðûì îáðàçîì ìîæíî îáîáùèòü

è íà êëàññû E2 è P , êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î÷åíü èíòåðåñíû è âïîëíå ìîãóò áûòü îïóáëèêîâàíû â

�Ñèáèðñêèõ ýëåêòðîííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èçâåñòèÿõ�. Âìåñòå ñ òåì, ó ðåöåíçåíòà

åñòü ðÿä çàìå÷àíèé ê òåêñòó, è ïåðåä ïóáëèêàöèåé èõ íåîáõîäèìî ó÷åñòü â îêîí÷à-

òåëüíîì âàðèàíòå ñòàòüè. Íåêîòîðûå èç íèõ äîñòàòî÷íî ñåðü¼çíû.

Ñïèñîê çàìå÷àíèé

Ñòð. 2, 17 ñòðîêà ñíèçó. Ïðîïóùåíà çàïÿòàÿ ïîñëå �recursion theory�.

Ñòð. 2, 11 ñíèçó. Çàïèñü < l(n), r(n) > íåóäà÷íî ñìîòðèòñÿ â òàêèõ ìåñòàõ.

Îñîáåííî îíî ðåæåò ãëàç â ñëîæíûõ ôîðìóëàõ íà ñòð. 16, íàïðèìåð. Ðåöåíçåíò

ñîâåòóåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ïàð òî æå îáîçíà÷åíèå, ÷òî è íà ñòð. 3, 5 ñòðîêà ñâåðõó.

Ñòð. 2, 4 ñíèçó. Ïî-âèäèìîìó, â ýòèõ ôîðìóëàõ ïðèñóòñòâóåò íåòî÷íîñòü. Íåÿñ-

íî, ÷åìó ðàâíî, íàïðèìåð, q(2c(m, 0)) è q(2c(m, 0)+1). Òà æå ïðîáëåìà ïðèñóòñòâóåò

â ïîñëåäíåé ñòðîêå.

Ñòð. 3, 18 ñíèçó. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé êëàññ K âû÷èñëèìûõ ôóíê-

öèé. Ðåöåíçåíò íå ñìîã ïîíÿòü, çà÷åì çäåñü íóæíà âû÷èñëèìîñòü. Êàæåòñÿ, îíà â

ïåðâûé ðàç ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ðàçäåëå 3.4. Âîçìîæíî, ýòîò ìàòåðèàë ñòîèëî áû

èçëîæèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ôóíêöèé (ñþäà âõîäÿò, íàïðèìåð, ôóíêöèè,

âû÷èñëèìûå ñ íåêîòîðûì îðàêóëîì).

Ñòð. 4, 11 ñíèçó. Çäåñü äîëæíî áûòü n > N .
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Ñòð. 4, 5 ñíèçó. Íåÿñíî, çà÷åì çäåñü óïîìèíàþòñÿ ï.ð.ô. Âèäèìî, ðå÷ü èä¼ò ïðî

ôóíêöèþ φ èç K.

Ñòð. 5, 13�15 ñâåðõó. Ðåöåíçåíòó êàæåòñÿ, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ

1 îòñóòñòâóåò ïðîâåðêà êëþ÷åâîãî ôàêòà: ÷òî f̄ = x. Ýòî ñàìî ïî ñåáå íå î÷åíü

õîðîøî, à åñëè ïîïðîáîâàòü ïðîâåðèòü ýòî, òî ñòàíîâèòñÿ âèäíî, ÷òî â ýòèõ ñòðîêàõ

íóæíî èñïîëüçîâàòü Jn+3 âìåñòî Jn+1. Ðàâåíñòâî f̄ = x ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

|x− qψ(n)| 6 1
2n+1 .

Ñòð. 5, 1 ñíèçó. Çäåñü i.e. íóæíî çàìåíèòü íà such that.

Ñòð. 6, 1 ñâåðõó. Âèäèìî, çäåñü ôîðìóëèðîâêà ñëèëàñü ñ äîêàçàòåëüñòâîì. Ñî

ñëîâà �Indeed� íà÷èíàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

Ñòð. 6, 10 ñâåðõó. Ïðèâîäèìîå íèæå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-

íîãî ÷èñëà, à íå òîëüêî âû÷èñëèìîãî.

Ñòð. 6, 10 ñíèçó. Ëó÷øå íàïèñàòü, ÷òî âåùåñòâåííûå êîðíè ïîëèíîìîâ ëåæàò â

K∗.

Ñòð. 7, 13 ñâåðõó. Ïðîïóùåíà çàïÿòàÿ ïîñëå Ψ1.

Ñòð. 7, 6 ñíèçó. Â öåëîì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3 êàæåòñÿ ðåöåíçåíòó

äîñòàòî÷íî ïîíÿòíûì. Îäíàêî â êîíöå ïðèñóòñòâóåò êàêàÿ-òî ïóòàíèöà, êîòîðóþ

íåîáõîäèìî èñïðàâèòü. Â ýòîé ñòðîêå ïðèâåäåíà îöåíêà |p(y)| 6 1
22m

. ×òî òàêîå y è

îòêóäà âçÿëàñü îöåíêà, îñòàëîñü äëÿ ðåöåíçåíòà çàãàäêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, p̃(ym)

èñ÷åçàåò èç òåêñòà ïîñëå ñòðîêè 10 ñíèçó. Ìîæåò áûòü, çäåñü ïðèâåäåíà îöåíêà

íà |p(ym) − p̃(ym)|? Îíà âåðíà, íî òîãäà îöåíêó íà p(ym) â ñòðîêå 3 ñíèçó íóæíî

óòî÷íèòü.

Ñòð. 7, 1 ñíèçó. Íàïèñàíî x âìåñòî x0.

Ñòð. 8, 11 ñíèçó. Ïðîïóùåíà òî÷êà ïîñëå �computable�.

Ñòð. 9, 17 ñíèçó. Ïðîïóùåíà çàïÿòàÿ ïîñëå �computable�.

Ñòð. 9, 9 ñíèçó. Âèäèìî, äîëæíî áûòü µ̃(n) âìåñòî µ(n) (äâàæäû).

Ñòð. 9, 6 ñíèçó. Ïðèâåä¼ííàÿ çäåñü ýêâèâàëåíòíîñòü êàæåòñÿ ðåöåíçåíòó âåðíîé,

íî îíà îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè f : ω → {0, 1, 2} è f̄ ∈ Dyad, òî f ∈ AC.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåÿñíî, êàê îò óñëîâèÿ ν(m) ∈ AC ïåðåéòè ê óñëîâèþ ϕn ∈ AC.

Ïî-âèäèìîìó, óêàçàííûé ôàêò âåðåí, íî íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü, îòêóäà îí ñëå-

äóåò. Â îáùåì ñëó÷àå îïèñàíèå îòíîøåíèÿ f̄ = ḡ óñòðîåíî äîâîëüíî ñëîæíî.

Ñòð. 10, 10 ñâåðõó. �either� ëó÷øå ïîñòàâèòü ïîñëå �where�.

Ñòð. 10, 4 ñíèçó. Ñòîèëî áû ïðèâåñòè îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî (X0, . . . , Xs−1) 6m

(A0, . . . , As−1).

Ñòð. 10, 1 ñíèçó. Ñòîèëî áû ïðèâåñòè îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî íàáîð (A0, . . . , As−1)

ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì â íåêîòîðîì êëàññå.

Ñòð. 11, 7 ñâåðõó. Òóò ñòîèëî áû óêàçàòü êâàíòîð ïî x̄. Òî æå äëÿ ñòðîêè 11

ñâåðõó.

Ñòð. 12, 11 ñâåðõó. Ïîïûòêè ïîíÿòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåëè ðåöåíçåíòà ê

ãèïîòåçå, ÷òî çäåñü äîëæíî áûòü íàïèñàíî ϕh(x̄)(3k + i) = ϕxi(k).

Ñòð. 12, 15�18 ñâåðõó. Íå î÷åíü ïîíÿòíî, çà÷åì íóæåí ýòîò ïîâòîð. Íå ëó÷øå

ëè çàïèñàòü, ÷òî b0 = b1 = b2 = . . .?

Ñòð. 12, 12 ñíèçó. ×òî îçíà÷àåò �if only�? Òî æå ñàìîå, ÷òî �if and only if�?
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Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ê 11 ñòðîêå ñíèçó.

Ñòð. 12, 7 ñíèçó. Âûøå àâòîðû óæå èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå ϕn(x) äëÿ óíèâåð-

ñàëüíîé ÷.ð.ô. Ñòîèò ëè ââîäèòü åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå äëÿ óíèâåðñàëüíîé ÷.ð.ô.

ñ îðàêóëîì, à íå èñïîëüçîâàòü ïðîñòî ϕ4,zl? Ðåöåíçåíò íå íàñòàèâàåò íà ýòîì çàìå-

÷àíèè.

Ñòð. 12, 3 ñíèçó. Çäåñü æåëàòåëüíî ïðèâåñòè òåîðåìó Ñìóëüÿíà â ÿâíîì âèäå,

èíà÷å äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íåäîñòàòî÷íî ïîíÿòíû.

Ñòð. 12, 1 ñíèçó. Çäåñü â âûðàæåíèè n0(ḡ(x̄)) îòñóòñòâóåò ïðàâàÿ ñêîáêà, çàòî

â ñàìîì êîíöå åñòü îäíà ëèøíÿÿ.

Ñòð. 13, 14 ñâåðõó. Íàïèñàíî sow âìåñòî show.

Ñòð. 13, 7�5 ñíèçó. Âî âñåõ òð¼õ îïðåäåëåíèÿõ óñëîâèå �Wn is �nite� î÷åâèäíî

ëèøíåå, è íåìíîãî ðåæåò ãëàç ïðè ÷òåíèè.

Ñòð. 14, 14 ñíèçó. Íàïèñàíî E1 âìåñòî E0.

Ñòð. 14, 6�5 ñíèçó. Âíîâü â îïðåäåëåíèè Y1 è Y2 óñëîâèå �Wn is �nite� ÿâëÿåòñÿ

ëèøíèì.

Ñòð. 15, 3 ñâåðõó. Ñëîâî �among� âûçûâàåò ó ðåöåíçåíòà ñîìíåíèÿ. Ìîæåò áûòü,

ëó÷øå ñêàçàòü �together with� èëè �besides�?

Ñòð. 15, 16 ñíèçó. Ïîñêîëüêó òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ óòâåðæäå-

íèé ñòàòüè, ëó÷øå åù¼ ðàç óêàçàòü, â êàêîé ñèãíàòóðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðóêòóðà

K̃.

Ñòð. 15, 16 ñíèçó. Òóò íóæíî íàïèñàòü �the structure generated�.

Ñòð. 16, 6 ñâåðõó. Òóò ëó÷øå íàïèñàòü ïðî FH(ts(n))(s+ 1). Õîòÿ íà äîêàçàòåëü-

ñòâî ýòî íå âëèÿåò.

Ñòð. 16, 15 ñâåðõó. Âåðîÿòíî, òóò äîëæíî áûòü íàïèñàíî m0
n = 0.

Ñòð. 16, 19 ñâåðõó. Â äàííîì âèäå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6 ÿâíî íåðà-

áîòîñïîñîáíî. Ñèòóàöèÿ óëó÷øèòñÿ, åñëè ìû çàìåíèì ðàâåíñòâî ms+1
n = ms

n íà

ms+1
n = 2ms

n. Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ è ïîäñëó÷àÿ 2.3 íèæå. Äàëåå ðåöåíçåíò ñ÷èòàåò,

÷òî àâòîðû èìåííî ýòî è èìåëè â âèäó.

Ñòð. 16, 19 ñíèçó. Ïðîïóùåíà òî÷êà ïåðåä �We proceed�.

Ñòð. 17, 15 ñâåðõó. Ðàâåíñòâî ϕf(n) = Fn ïîâòîðÿåòñÿ â òåêñòå äâà ðàçà, â ýòîé

è ïðåäûäóùåé ñòðîêå.

Ñòð. 17, 14 ñíèçó. Âèäèìî, èìååòñÿ â âèäó x > mn.

Ðåöåíçåíò
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