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Àííîòàöèÿ

For mappings from measure space (X,µ) to Banach space (Y, | · |Y ) we de�ned an

analogous of Sobolev classesW r
p (X;Y ), r = 1, 2, . . . , and also Sobolev-Slobodetsky classes

W r
p , r ∈ [1,∞) and some of their generalizations. We studied the properties of embedding

operators of the de�ned Sobolev classes into Lq and into Orlizc classes.

Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ýôôåê-
òèâíûå ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è äðóãèõ íàóê, âî ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷àõ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ óñïåøíî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ, îáîáùàþùàÿ ðåçóëüòàòû
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà ñëó÷àé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçðàáîòàòü íîâûå ìåòîäû, ïîäõîäû, ïîëó-
÷èòü íîâûå ïðèìåíåíèÿ, â òîì ÷èñëå ê èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ ôðàêòàëüíûå
ìíîæåñòâà, ê èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ôèíàíñîâîé ìà-
òåìàòèêè. Ïî ïîâîäó êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà è èõ îáîáùåíèé íà ñëó-
÷àé ôóíêöèé ñ íåöåëîé ãëàäêîñòüþ ñì., íàïðèìåð, [1-4]. Ïî ïîâîäó, íåêîòîðûõ îáîáùåíèé
òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà ìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé ñì., íàïðèìåð, [5-12]. Ïî ïîâîäó
íåêîòîðûõ ïðèìåíåíèé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå ñì. [13-26].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà òîïîëîãè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé (X,µ) ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (Y, |.|Y ). Îí
ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àÿìè, ðàññìîòðåííûìè â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà X çàäàíà ìåòðèêà, âìåñòî ýòî-
ãî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Ξ = {σ0, σ1, σ2, . . . , σj, . . . }
ìíîæåñòâà X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ µ-èçìåðèìûå ìíîæåñòâà Ej

i , i = 1, . . . , 2j, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: êàæäîå ïîñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷å-
íèåì ïðåäûäóùåãî, ïðè ýòîì ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîñëåäóþùåå ðàçáèåíèå êàæäîå ìíîæåñòâî
ïðåäûäóùåãî ðàçáèåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà îäèíàêîâîé ìåðû. Ðàçáèåíèå σ0

ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ìíîæåñòâà, ò. å. σ0 = {X}, µ(X) <∞.
Âî-âòîðûõ, ìû ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîèçâîëüíîì áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå (Y, |.|Y ), à íå â R.
Â-òðåòüèõ, ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ r, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé r > 1, à òàêæå ñëó÷àé íåöåëûõ r. Ïîñêîëüêó íåëüçÿ ãîâîðèòü î
ïîëèíîìàõ íà ïðîèçâîëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé, ìû çàìåíÿåì â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ìåñòå îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ Ñîáîëåâà, â ñëó÷àå r > 1, ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
ïîðÿäêà [r], äëÿ íåöåëûõ r, ëèáî ïîðÿäêà r − 1, äëÿ öåëûõ r, íà íåêîòîðîå ôèêñèðîâàí-
íîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé (èëè îòîáðàæåíèé), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîäõîäÿùèì íåðàâåíñòâàì,
êîòîðûå ñâÿçàííû ñ ñåìåéñòâîì ðàçáèåíèé Ξ.
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Ðàíåå íàìè, â ðàáîòàõ [27�29], áûëî ñôîðìóëèðîâàíî íîâîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëü-
íûõ êëàññîâ Ñîáîëåâà íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, êîòîðîå îêàçàëîñü óäîáíûì
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ òåîðåì âëîæåíèÿ. Â ðàáîòàõ [27, 28] áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé
àíàëîãè÷íûé ñëó÷àþ êëàññîâ Ñîáîëåâà (Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî) W r

p , 0 < r ≤ 1. Â ðàáî-
òå [29] áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, àíàëîãè÷íûé êëàññàì Ñîáîëåâà (Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî)
W r
p , r > 1, à òàêæå íåêîòîðûì èõ îáîáùåíèÿì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè

ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé íå ïîëèíîìàìè, à ôóíêöèÿìè èç ïîäõîäÿùåãî âûäåëåííîãî
ñåìåéñòâà.

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [27�29] ïîäõîä îêàçàëñÿ ïðîäóêòèâíûì äàæå â åâêëèäîâîì
ñëó÷àå. Èíà÷å ãîâîðÿ, òåîðåìû âëîæåíèÿ ìîæíî äîêàçûâàòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: ñíà÷àëà
äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíèþ èç ðàáîò [27�29] ïîñëå
÷åãî äîêàçàòü òåîðåìû âëîæåíèÿ, íå èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è îöåíîê
íîðì èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, à âìåñòî ýòîãî èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå îöåíêè íåïîñðåä-
ñòâåííî âûòåêàþùèå èç îïðåäåëåíèÿ, èçëîæåííîãî â ðàáîòàõ [27�29]. Äëÿ ñëó÷àÿ íåêî-
òîðûõ îáëàñòåé ñ îñîáåííîñòÿìè ýòîò ïîäõîä îêàçàëñÿ òåõíè÷åñêè ïðîùå êëàññè÷åñêîãî
ïîäõîäà. Ñì., òàêæå [30-33].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèé ñëó÷àé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè
[27�29]. Êðîìå òîãî, ìû äîêàçûâàåì àíàëîã â ðàññìàòðèâàåìîì îáùåì ñëó÷àå ðåçóëüòàòà
Ñ. È. Ïîõîæàåâà î âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W k

p (U), ãäå U � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿð-
íàÿ îáëàñòü Rn, pk = n, â ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à, ïîðîæäåííîå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåé
ôóíêöèåé, ñì. [34�37]. Â ðàáîòå [26] äîêàçàíû ïîëíûå àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ òåîðåì âëî-
æåííèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â Lq äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
ñî çíà÷åíèÿìè â R. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûå èäåè ýòîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà, íî ìåíÿåì îñíîâíûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òîáû åäèííîîáðàçíûì îáðàçîì äîêàçàòü òåîðåìû
âëîæåíèÿ â Lq, â ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à, ïîðîæäåííûå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåé ôóíê-
öèåé è â L∞. Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ïîçâîëÿåò îöåíèòü íîðìó îïåðàòîðîâ âëîæåíèÿ.

Â çàâåðøåíèè íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå èç [27-29] òàê, ÷òî-
áû äàòü åãî íå ÷åðåç âåðõíèé ãðàäèåíò ôóíêöèè u, à ÷åðåç äðóãóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåíèå
êîòîðîé çàâèñèòü òîëüêî îò ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè u. Òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà
ìîæåò áûòü ïîëåçíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà âàæíûõ îöåíîê ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ
íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ïóñòü (X,T, µ) (èëè äëÿ êðàòêîñòè (X,µ)) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ.
V ⊂ X � ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû. Îáîçíà÷èì µ(V ) = C1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Ξ =
{σ0, σ1, σ2, . . . , σj, . . . } ìíîæåñòâà V íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ µ-èçìåðèìûå ìíîæåñòâà
Ej
i , i = 1, . . . , 2j, òàêóþ, ÷òî êàæäîå ïîñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì

ïðåäûäóùåãî, ïðè ýòîì ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäóþùåå ðàçáèåíèå êàæäîå ìíîæåñòâî
ïðåäûäóùåãî ðàçáèåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà îäèíàêîâîé ìåðû. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ðàçáèåíèå σ0 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ìíîæåñòâà, ò. å. σ0 = {V }. Áóäåì
íàçûâàòü Ξ äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçáèåíèé.

Çàìå÷àíèå 1. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàçáè-
åíèé. Îïðåäåëÿåìûå â äàëüíåéøåì ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà çàâèñÿò îò âûáîðà
äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé.

Çàìå÷àíèå 2. Â ðàáîòàõ [27�29] áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèå-
íèé, óäîâëåòâîðÿþùèå äîïîëíèòåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ diam(Ej

i ) ≤ C2−
j
d , ãäå d � àíàëîã

ðàçìåðíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé, âêëþ÷àÿ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå îá-
ëàñòè Rn, ãðóïï Ãåéçåíáåðãà, îáùèõ ãðóïï Êàðíî, ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü V � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû â ïðîñòðàíñòâå X ñ
ìåòðèêîé (êâàçèìåòðèêîé) d è áîðåëåâñêîé ìåðîé µ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷-
êè x ∈ X ôóíêöèÿ r 7→ µ(B(x, r)) íåïðåðûâíà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → 0. Òîãäà äëÿ V
ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé êàê â îïðåäåëåíèè 1. Îòìåòèì, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ìåðà ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ óäâîåíèÿ. Ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ
ñ ìåðîé, íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ óäâîåíèÿ, à òàêæå ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ ñ êâàçè-
ìåòðèêîé íå ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [28, 29].

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíûé åäèíè÷íûé êóá [0, 1]ω. Êàæäîé òî÷êå x
ýòîãî êóáà ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íûé ñ÷åòíûé íàáîð êîîðäèíàò xi, xi ∈ [0, 1].

Ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ, ïîðîæäåííóþ ïàðàëëåïèïåäàìè âèäà P =
∞∏
i=1

〈ai, bi〉, ãäå äëÿ

âñåõ i çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ai = 0, bi = 1, äëÿ îñòàâøèõñÿ i âûïîëíÿåòñÿ
bi − ai > 0, 〈 îáîçíà÷àåò [, åñëè ai = 0, 〈 îáîçíà÷àåò ( â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, 〉 îáîçíà÷àåò
], åñëè bi = 1, 〉 îáîçíà÷àåò ) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì ìåðó, çàäàííóþ íà óêàçàííûõ ïàðàëëåïèïåäàõ, à òàêæå íà çàìêíóòûõ
ïàðàëëåðèïåäàõ, ôîðìóëîé

µ(P ) =
∞∏
i=1

(bi − ai).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî µ-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò ñèãìà-àëãåáðó, ïî-
ðîæäåííóþ óêàçàííûìè ïàðàëëåïèïåäàìè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâ-
ñêîé.

Äâîè÷íûì îòðåçêîì íàçîâåì îòðåçîê âèäà [ i
2k
, i+1

2k
], ãäå i ∈ {0, 1, ..., 2k− 1}. Äâîè÷íûì

ïàðàëëåïèïåäîì íàçîâåì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâîè÷íûõ îòðåçêîâ.
Ïóñòü i1, i2, ... � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîñòðîèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé åäèíè÷íîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî êóáà íà äâîè÷íûå ïàðàëëå-
ïèïåäû. Ïåðâîå ðàçáèåíèå ñîñòîèò, êàê îáû÷íî, èç åäèíñòâåííîãî ìíîæåñòâà, ò. å. îíî
ñîäåðæèò òîëüêî åäèíè÷íûé êóá, âòîðîå ðàçáèåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàëëåïèïåäîâ âè-

äà
∞∏
i=1

[ai, bi], ãäå ai = 0, bi = 1 äëÿ âñåõ i êðîìå i = i1, äëÿ ïåðâîãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 0,

bi1 = 1
2
, äëÿ âòîðîãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 1

2
, bi1 = 1, òðåòüå ðàçáèåíèå ñîñòîèò, â ñëó÷àå

i1 6= i2, èç ÷åòûðåõ ïàðàëëåïèïåäîâ âèäà
∞∏
i=1

[ai, bi], ãäå ai = 0, bi = 1 äëÿ âñåõ i êðîìå i = i1

è i = i2, äëÿ ïåðâîãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 0, bi1 = 1
2
, ai2 = 0, bi2 = 1

2
, äëÿ âòîðîãî ïàðàë-

ëåïèïåäà ai1 = 0, bi1 = 1
2
, ai2 = 1

2
, bi2 = 1,äëÿ òðåòüåãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 1

2
, bi1 = 1,

ai2 = 0, bi2 = 1
2
, äëÿ ÷åòâåðòîãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 1

2
, bi1 = 1, ai2 = 1

2
, bi2 = 1, â ñëó÷àå

i1 = i2, èç ÷åòûðåõ ïàðàëëåïèïåäîâ âèäà
∞∏
i=1

[ai, bi], ãäå ai = 0, bi = 1 äëÿ âñåõ i êðîìå

i = i1 = i2, äëÿ ïåðâîãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 0, bi1 = 1
4
, äëÿ âòîðîãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 1

4
,

bi1 = 1
2
, äëÿ òðåòüåãî ïàðàëëåïèïåäà ai1 = 1

2
, bi1 = 3

4
, äëÿ ÷åòâåðòîãî ïàðàëëåïèïåäà

ai1 = 3
4
, è. ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôèêñèðóåì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé A, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå
V , òàêèõ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C2 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè A ∈ A, à òàêæå äëÿ
ëþáûõ ôóíêöèé A1, A2 ∈ A è ìíîæåñòâà Ek

i ∈ σk âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

sup
x∈Ek

i

|A(x)|Y ≤
C2

µ(Ek
i )

∫
Ek

i

|A(x)|Y dµ(x),

sup
x∈Ek

i

|A1(x)− A2(x)|Y ≤
C2

µ(Ek
i )

∫
Ek

i

|A1(x)− A2(x)|Y dµ(x),
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ãäå C2 íå çàâèñèò îò i, k.
Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ïîäõîäÿùèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2 ñåìåéñòâà ôóíêöèé A.
Çàìå÷àíèå 3. Ñåìåéñòâî êîíñòàíò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2, ïðè

ýòîì â êà÷åñòâå C2 ìîæíî âçÿòü 1.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V ⊂ Rn, V � îãðàíè÷åíî, µ � ìåðà Ëåáåãà.

Ïóñòü íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ k äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Ek
i èç

ðàçáèåíèÿ σk ìîæíî óêàçàòü øàð Bk
i ⊂ Ek

i òàêîé, ÷òî äèàìåòð ìíîæåñòâà Ek
i íå

ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòó C óìíîæåííóþ íà ðàäèóñ øàðà Bk
i . Ôèêñèðóåì m ∈ N. Òîãäà

ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå m áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ
2 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé σk ìíîæåñòâà V . Ò. å. â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå
ñåìåéñòâà ôóíêöèé A èç îïðåäåëåíèÿ 2 ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè
íå âûøå m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå
âûøå m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
x∈Ek

i

|P1(x)− P2(x)| ≤ C2

|Ek
i |

∫
Ek

i

|P1(x)− P2(x)| dx,

ãäå C2 çàâèñèò òîëüêî îò m, n è ïîñòîÿííîé C èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ. Ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

sup
x∈Ek

i

|P (x)| ≤ C2

|Ek
i |

∫
Ek

i

|P (x)| dx,

ãäå P � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå m. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü íåðàâåíñòâî

sup
x∈E
|P (x)| ≤ C2

|E|

∫
E

|P (x)| dx,

ãäå C2 çàâèñèò òîëüêî îò m, n è ïîñòîÿííîé C, E � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà C,
ñîäåðæàùåå åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå B(0, 1), P � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè
íå âûøå m. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò èç ôîðìóëû

P (x) =

∫
B(0,1)

PB,φ(x, y)P (y) dy,

ãäå ôóíêöèÿ PB,φ(x, y) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî y ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî x, äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî x ïðèíàäëåæèò C∞0 (B(0, 1)) ïî y. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî âûâåñòè ðàçëîæèâ â ðÿä
Òåéëîðà ïîðÿäêà m ôóíêöèþ P (x) îòíîñèòëüíî òî÷êè y äîìíîæèâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
íà ôóíêöèþ φ(y) ∈ C∞0 (B(0, 1)), óäîâëåòâîðÿþùóþ

∫
B(0,1)

φ(y) dy = 1, è ïðîèíòåãðèðîâàâ

äîìíîæåííîå ðàâåíñòâî ïî y ïî øàðó B(0, 1). Ýòó ôîðìóëó ìîæíî âçÿòü èç èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ Ñîáîëåâà, ñì. íàïðèìåð [3].

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1. Òîãäà ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøåm áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì
îïðåäåëåíèÿ 2 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé σk ìíîæåñòâà V .

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1. Òîãäà ëþ-
áîå ñåìåéñòâî âåêòîð-ôóíêöèé, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè
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íå âûøå m, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàç-
áèåíèé σk ìíîæåñòâà V . Â ÷àñòíîñòè, ñåìåéñòâî èçîìåòðèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
îïðåäåëåíèÿ 2.

Óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèé 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåíûìè ñëåäñòâèÿìè ïðåäëîæå-
íèÿ 1.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïóñòü
V b U , U � îòêðûòî. Òîãäà ìíîæåñòâî ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêèõ íà ìíîæåñòâå U
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2. Òàêæå, â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ìíîæåñòâî êîí-
ôîðìíûõ îòîáðàæåíèé U ⊂ R2 â R2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2. Èíà÷å ãî-
âîðÿ, ýòè ìíîæåñòâà, ëèáî èõ ïîäìíîæåñòâà, ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà A
èç îïðåäåëåíèÿ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4 âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ X, (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ

ìåðîé, (Y, |.|Y ) � Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, p ∈ [1,∞), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé Ξ =
(σ0, σ1, . . . , σj, . . . ) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 1, u ∈ Lp(V ;Y ). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà èç
êîòîðûõ ñîñòîèò ðàçáèåíèå σj ÷åðåç E

j
i , i = 1, . . . , 2j. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ hr ∈ Lp(V ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 0, 1, 2, . . . äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , 2j

íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå Aji èç ñåìåéñòâà A òàêîå, ÷òî äëÿ ï. â. x ∈ Ej
i âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
2jr|u(x)− Aji (x)|Y ≤ hr(x). (1)

Òîãäà áóäåì ïèñàòü, ÷òî u ∈ Sr,pΞ,A(V ;Y ). Ëþáóþ ôóíêöèþ hr(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðà-
âåíñòâó (1), áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì ãðàäèåíòîì ïîðÿäêà r îòîáðàæåíèÿ u. Èíôèìóì
‖hr‖Lp(U) ñðåäè âñåõ ôóíêöèé hr(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (1), ò. å. ñðåäè âñåõ
âåðõíèõ ãðàäèåíòîâ ïîðÿäêà r îòîáðàæåíèÿ u, áóäåì îáîçíà÷àòü [u]Sr,p

Ξ,A(V ;Y ) èëè äëÿ

êðàòêîñòè [u]r,pΞ,A. Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå S
r,p
Ξ,A(V ;Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖u‖Sr,p
Ξ,A(V ;Y ) = ‖u‖Lp(V ;Y ) + [u]Sr,p

Ξ,A(V ;Y ).

Ðàññìîòðèì áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h̃r ∈ Lp(V )
òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 0, 1, 2, . . . äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , 2j íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå
Aji èç ñåìåéñòâà A òàêîå, ÷òî äëÿ ï. â. x ∈ Ej

i , à òàêæå äëÿ ï. â. x ∈ Ej
k ãðàíè÷àùèõ ñ

Ej
i , ò. å. E

j
k ∈ σj è E

j
i ∩ E

j
k 6= ∅, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2jr|u(x)− Aji (x)|Y ≤ h̃r(x). (1′)

Òîãäà áóäåì ïèñàòü, ÷òî u ∈ S̃r,pΞ,A(V ;Y ). Ëþáóþ ôóíêöèþ h̃r(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðà-
âåíñòâó (1′), áóäåì íàçûâàòü ñèëüíûì âåðõíèì ãðàäèåíòîì ïîðÿäêà r îòîáðàæåíèÿ u.
Èíôèìóì ‖h̃r‖Lp(U) ñðåäè âñåõ ôóíêöèé h̃r(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (1′), ò. å.
ñðåäè âñåõ ñèëüíûõ âåðõíèõ ãðàäèåíòîâ ïîðÿäêà r îòîáðàæåíèÿ u, áóäåì îáîçíà÷àòü
[u]S̃r,p

Ξ,A(V ;Y ). Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå S̃
r,p
Ξ,A(V ;Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖u‖S̃r,p
Ξ,A(V ;Y ) = ‖u‖Lp(V ;Y ) + [u]S̃r,p

Ξ,A(V ;Y ).

Çàìå÷àíèå 4. Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé, ñîâïàäà-
þùèõ íà Ej

i ñ A
j
i äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ (1), ÷åðåç Gj. Îïðåäåëåíèå S

r,p
Ξ,A(V ;Y ) îçíà-

÷àåò, ÷òî äëÿ u ∈ Sr,pΞ,A(V ;Y ) íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå gj ∈ Gj òàêîå, ÷òî äëÿ ï. â. x ∈ V
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|u(x)− gj(x)|Y ≤ 2−jrhr(x). (2)
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Çàìå÷àíèå 5. Åñëè X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ρX ,
ìåðà âñåõ øàðîâ ïî ýòîé ìåòðèêå ðàäèóñà R ≤ 1 íå ìåíüøå ÷åì CRd, ìíîæåñòâî A
åñòü ìíîæåñòâî êîíñòàíò, Y = R, ðàçáèåíèÿ èç ñåìåéñòâà Ξ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

diam(Ej
i ) ≤ C2−

j
d (ñì. çàìå÷àíèå 1), òî îïðåäåëåííîå âûøå ïðîñòðàíñòâî S

1
d
,p

Ξ,A(V ;Y ) ñî-
äåðæèò îïðåäåëåííîå îáùåïðèíÿòûì ñïîñîáîì (Ï. Õàéëàø, Äæ. ×èãåð è äð., ñì. [6�10,

12]) ÷åðåç ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1,p(V, ρX , µ), à S̃
1
d
,p

Ξ,A(V ;Y ) ñîâïà-
äàåò ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì.

Àíàëîãè÷íî, åñëè X = Rn è âûïîëíÿþòñÿ îñòàëüíûå ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ,

òî S
k
n
,p

Ξ,A(V ;Y ) ñîäåðæèò êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W k,p(U), à S̃
k
n
,p

Ξ,A(V ;Y ) ñîâ-
ïàäàåò ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äëÿ rp > 1 ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ ïî j îöåíêó ‖gj(x)−g0(x)‖L∞(V ;Y ) èç êîòîðîé
ëåãêî ñëåäóåò âëîæåíèå Sr,pΞ,A(V ;Y ) â L∞(V ;Y ), ñì. òàêæå [1]. Äëÿ rp ≤ 1 òàêæå ìîæíî
ïîëó÷èòü îöåíêó L∞-íîðìû ôóíêöèé gj(x) − g0(x), êîòîðàÿ íå áóäåò ðàâíîìåðíîé ïî j,
íî áóäåò áîëåå òî÷íîé. Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó è èäåè ðàáîòû [3], ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìû
âëîæåíèÿ Sr,pΞ,A(V ;Y ) â L p

1−rp
(V ;Y ) äëÿ rp < 1 è â ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à, ïîðîæäåííîå

ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåé ôóíêöèåé, äëÿ rp = 1.
Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè: åñëè 1 < rp, òî

‖gk − g0‖L∞(V ;) . ‖hr‖Lp(V ),

åñëè 1 = rp, òî
‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) . ‖hr‖Lp(V ) · k,

åñëè 1 > rp, òî

‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) . ‖hr‖Lp(V ) · 2k( 1
p
−r).

Äîêàçàòåëüñòâî.

‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) ≤
k∑
j=1

‖gj − gj−1‖L∞(V ;Y ).

‖gj − gj−1‖L∞(V ;Y ) =
2j

max
i=1
‖gj − gj−1‖L∞(Ej

i ;Y ) ≤
2j

max
i=1

C2

µ(Ej
i )

∫
Ej

i

|gj(x)− gj−1(x)|Y dµ(x),

ïîñêîëüêó gj|Ej
i
∈ A, gj−1|Ej

i
∈ A. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì

‖gj − gj−1‖L∞(V ;Y ) ≤
2j

max
i=1

C2

µ(Ej
i )

1
p

(∫
Ej

i

|gj(x)− gj−1(x)|pY dµ(x)

) 1
p

.

Äàëåå, â ñèëó (2),

|gj(x)− gj−1(x)|Y ≤ |u(x)− gj(x)|Y + |u(x)− gj−1(x)|Y ≤ (1 + 2)2−jrhr(x) = 3 · 2−jrhr(x).

Ïîñêîëüêó Ξ ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàçáèåíèé, ïîëó÷àåì

µ(Ej
i )

1
p =

1

(2j)
1
p

= (C1)
1
p 2−

j
p .
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Ñëåäîâàòåëüíî,

‖gj − gj−1‖L∞(V ;Y ) ≤ C32j(
1
p
−r) 2j

max
i=1
‖hr‖Lp(Ej

i ) ≤ C3‖hr‖Lp(V )2
j( 1

p
−r),

ãäå C3 = 3 · C2

(C1)
1
p
. Â èòîãå,

‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) ≤ C3‖hr‖Lp(V )

k∑
j=1

2j(
1
p
−r).

Åñëè 1 < rp, èìååì ðàâíîìåðíóþ ïî k îöåíêó ‖gk − g0‖L∞(V ;Y ), ñîîòâåòñòâåííî â ýòîì
ñëó÷àå áóäåì èìåòü

‖u− g0‖L∞(V ;Y ) ≤ C4‖hr‖Lp(V ), C4 = C3
3

1
p
−r

1− 2
1
p
−r
. (3)

Åñëè 1 = rp, èìååì çàâèñÿùóþ îò k îöåíêó

‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) ≤ C3‖hr‖Lp(V ) · k. (4)

Åñëè 1 > rp, ïîëó÷àåì çàâèñÿùóþ îò k îöåíêó

‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) ≤ C5‖hr‖Lp(V ) · 2k( 1
p
−r).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 > rp. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
V

|u(x)− g0(x)|
p

1−rp

Y dµ(x)


1−rp

p

. [u]r,pΞ,A(V ;Y ).

Äëÿ q < p
1−rp âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

∫
V

|u(x)− gk(x)|qY dµ(x)

 1
q

≤ C(r, p, d, q, k)[u]r,pΞ,A(V ;Y ),

ãäå C(r, p, q, k)→ 0 ïðè k →∞.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî i ≥ 1. Ïóñòü hr(x) � ïðîèçâîëüíûé âåðõíèé ãðàäèåíò ïîðÿäêà

r îòîáðàæåíèÿ u.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ V òàêèõ, ÷òî |u(x) − g0(x)|Y ∈ [2i, 2i+1). Èç

ëåììû 2 ìû èìååì îöåíêó ‖gk−g0‖L∞(V ;Y ) ≤ C5‖hr‖Lp(V ) ·2k( 1
p
−r). Âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå

öåëîå k òàêîå, ÷òî
‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) ≤ 2i−1. (6)

Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç k(i).
Òîãäà äëÿ ï.â. x ∈ Vi èìååì

|u(x)− gk(i)(x)|Y ≥ |u(x)− g0(x)|Y − |gki(x)− g0(x)|Y ≥ 2i − 2i−1 = 2i−1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ï.â. x ∈ Vi

|u(x)− g0(x)|Y ≤ 4|u(x)− gk(i)(x)|Y ≤ 4 · 2−k(i)rhr(x).

Ïî îïðåäåëåíèþ k(i), åñëè âçÿòü k = k(i)+1, òî îöåíêà (6) íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, ó÷èòûâàÿ
(5), ïîëó÷àåì

(k(i) + 1)(
1

p
− r) + log2(C5) + log2(‖hr‖Lp(V )) > i− 1.

Îòñþäà

2−k(i) < C6

(
‖hr‖Lp(V )

) p
1−rp 2

−
(

i
1
p−r

)
= C6

(
‖hr‖Lp(V )

) p
1−rp 10−( ip

1−rp).

Äàëåå,

|u(x)− g0(x)|Y ≤ C7

(
‖hr‖Lp(V )

) rp
1−rp 2−( irp

1−rp)hr(x). (7)

Ôèêñèðóåì q ≥ p. Èìååì∫
Vi

|u(x)− g0(x)|qY dµ(x) =

∫
Vi

|u(x)− g0(x)|q−pY |u(x)− g0(x)|pY dµ(x).

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îöåíèì ìíîæèòåëü |u(x) − g0(x)|q−pY èñõîäÿ èç
|u(x)− g0(x)|Y ≤ 2i+1, à ìíîæèòåëü |u(x)− g0(x)|pY èñõîäÿ èç íåðàâåíñòâà (7), ïîëó÷èì∫

Vi

|u(x)− g0(x)|qY dµ(x) ≤ C8

(
‖hr‖Lp(V )

) rp2

1−rp 2
i(q−p)−

(
irp2

1−rp

) ∫
Vi

(hr(x))p dµ(x).

Äàëåå, q − p−
(

rp2

1−rp

)
= q − p

1−rp . Ñëåäîâàòåëüíî,∫
Vi

|u(x)− g0(x)|qY dµ(x) ≤ C8

(
‖hr‖Lp(V )

) rp2

1−rp 2i(q−
p

1−rp
)

∫
Vi

(hr(x))p dµ(x). (8)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé q = p
1−rp , ïîëó÷èì∫

Vi

|u(x)− g0(x)|
p

1−rp

Y dµ(x) ≤ C8

(
‖hr‖Lp(V )

) rp2

1−rp

∫
Vi

(hr(x))p dµ(x). (9)

Ïðîñóììèðîâàâ íåðàâåíñòâà (9) ïî i, ïîëó÷èì

∫
V

|u(x)−g0(x)|
p

1−rp

Y dµ(x) ≤ C8

(
‖hr‖Lp(V )

) rp2

1−rp

∫
V

(hr(x))p dµ(x) = C8

∫
V

(hr(x))p dµ(x)

 1
1−rp

.

Îêîí÷àòåëüíî, èìååì∫
V

|u(x)− g0(x)|
p

1−rp

Y dµ(x)


1−rp

p

≤ C9

∫
V

(hr(x))p dµ(x)

 1
p

. (10)
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåðõíåãî ãðàäèåíòà hr ïåðâîå íåðàâåíñòâî òåîðåìû äîêà-
çàíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé q < p
1−rp . Îöåíèì

∫
V

|u(x)− g0(x)|qY dµ(x). Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü (8), íî ñóììèðîâàíèå âåñòè íå ïî âñåì i, à òîëüêî ïî òåì i äëÿ êîòîðûõ k(i) ≥ k.
Îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå èç òàêèõ öåëûõ ÷èñåë i ÷åðåç i(k). Ïîëó÷èì

∫
V

|u(x)− g0(x)|qY dµ(x) ≤ C82i(k)(q− p
1−rp)

∫
V

(hr(x))p dµ(x)


q
p

. (11)

Ïîñêîëüêó i(k) → ∞ ïðè k → ∞, ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà âåðõíåãî ãðàäèåíòà
hr, ïîëó÷àåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 1 > rp. Òîãäà íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Sr,pΞ,A(V ;Y ) íåïðå-
ðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî L p

1−rp
(V ;Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâà (10) èìååì

‖u‖L p
1−rp

(V ;Y ) ≤ ‖u− g0‖L p
1−rp

(V ;Y ) + ‖g0‖L p
1−rp

(V ;Y )

≤ C9

∫
V

(hr(x))p dµ(x)

 1
p

+ C2‖g0‖Lp(V ;Y )

≤ C10

(
‖h‖Lp(V ) + ‖u− g0‖Lp(V ;Y ) + ‖u‖Lp(V ;Y )

)
≤ C11uSr,p

Ξ,A(V ;Y ).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X çàäàíà âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà è äëÿ ìíîæåñòâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé Ξ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà diam(Ej

i ) ≤ C2−
j
d . Ïóñòü A

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîæåñòâî êîíñòàíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d > p. Òîãäà íîðìè-
ðîâàíîîå ïðîñòðàíñòâî W 1,p(V ;Y ), ò. å. ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà íà ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ ìåðîé, îïðåäåëåííîå ÷åðåç ïîòî÷å÷íûå îöåíêè, íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â
íîðìèðîâàíîîå ïðîñòðàíñòâî L p

d−p
(V ;Y ).

Àíàëîãè÷íî, åñëè X = Rn, äëÿ ìíîæåñòâî Ej
i ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé Ξ âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà diam(Ej
i ) ≤ C2−

j
n , k ∈ N, A ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîæå-

ñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå ÷åì k − 1, d > kp. Òîãäà íîðìèðîâàíîîå ïðîñòðàí-
ñòâî W k,p(V ;Y ), ò. å. êëàññè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â
íîðìèðîâàíîîå ïðîñòðàíñòâî L kp

d−kp
(V ;Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî W 1,p(V ;Y ) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â

S
1
d
,p

Ξ,A(V ;Y ) â ïåðâîì ñëó÷àå è W k,p(V ;Y ) íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â S
k
d
,p

Ξ,A(V ;Y ) âî âòî-
ðîì.

Òàêèì îáðàçîì, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì òåîðåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî W 1,p(V ;Y )
íåïðåðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â L p

1− 1
d
p
(V ;Y ) = L dp

d−p
(V ;Y ) â ïåðâîì ñëó÷àå èW k,p(V ;Y ) íåïðå-

ðûâíî âêëàäûâàåòñÿ â L p

1− k
d
p
(V ;Y ) = L dp

d−kp
(V ;Y ) âî âòîðîì.

Çàìå÷àíèå 6. Äëÿ îáëàñòåé åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàçìåðíîñòè n, ñ îñîáåííî-
ñòÿìè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîè÷íûõ ðàçáèåíèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ diam(Ej

i ) ≤ C2−
j
n . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî, ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð îñîáåí-

íîñòè, âçÿòü ÷èñëî r ìåíüøèì, ÷åì k
n
è ïîëó÷èòü òåîðåìû âëîæåíèÿ ñ õóäøèì ÷åì

êëàññè÷åñêèé ïîêàçàòåëåì ñóììèðóåìîñòè. Òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàçáèåíèÿ, ñî-
äåðæàùèå ìíîæåñòâà äèàìåòð êîòîðûõ ðàñòåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáåííîñòÿì íà
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ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè è òåì ñàìûì íàðóøèòü óñëîâèå diam(Ej
i ) ≤ C2−

j
n . Â

ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì âëîæåíèå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ âåñîì, ñòðåìÿùèì-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáåííîñòÿì íà ãðàíèöå, â ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà
ñ êëàññè÷åñêèì ïîêàçàòåëÿì ñóììèðóåìîñòè. Íàêîíåö, ìîæíî âìåñòî ìåðû Ëåáåãà â êà-
÷åñòâå ìåðû µ âçÿòü âåñîâóþ ìåðó ñ ïîäõîäÿùèì âåñîì, ñòðåìÿùèìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáåííîñòÿì íà ãðàíèöå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì âëîæå-
íèå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà â âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà ñ òåì æå âåñîì è ñ
êëàññè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ñóììèðóåìîñòè.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü 1 > rp, q < p
1−rp . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ùàð ïî ìåòðèêå Lp(V ;Y )

ïåðåñå÷åííûé ñ A âïîëíå îãðàíè÷åí ïî ìåòðèêå Lp(V ;Y ). Òîãäà îïåðàòîð âëîæåíèÿ
Sr,pΞ,A(V ;Y ) â Lq(V ;Y ) âïîëíå îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ε-ñåòü äëÿ øàðà ïî ìåòðèêå Sr,pΞ,A(V ;Y ) ñ öåíòðîì â 0 è
ðàäèóñà R. Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì íåðàâåíñòâîì â ôîðìóëèðîâàêå òåîðåìû 1 è âûáåðåì
k äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî C(r, p, q, k) ≤ ε

2R
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ u ∈ B íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå gk ∈ Gk òàêîå, ÷òî

‖u− gk‖Lq(V ;Y ) ≤
ε

2
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è íåðàâåíñòâ µ(V ) ≤ C1, ‖u‖Lp(V ;Y ) ≤ R, âû-
ïîëíÿåòñÿ

‖gk‖Lq(V ;Y ) ≤ C‖gk‖L∞(V ;Y ).

Äàëåå,

‖gk‖Lp(V ;Y ) ≤ ‖u− gk‖Lp(V ;Y ) + ‖u‖Lp(V ;Y ) ≤
ε

2
+R.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ε-ñåòè äëÿ øàðà B ïî ìåòðèêå Lq(V ;Y )
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ε-ñåòè ïî ìåòðèêå Lq(V ;Y ) äëÿ ìíîæåñòâà {gk ∈ Gk |
‖gk‖Lp(V ;Y ) ≤ C}, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äëÿ i = 1, 2, ..., 2k îáîçíà÷èì gk|Ek
i

= Aki . Èìååì Aki ∈ A, ‖Aki ‖Lp(V ;Y ) ≤ ε
2

+ R. Ïî óñëî-

âèþ, ìíîæåñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé Aki âïîëíå îãðàíè÷åíî, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íåãî ìîæíî
ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ε-ñåòü ïî ìåòðèêå Lp(V ;Y )(Ek

i ). Îáîçíà÷èì åå, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùèé
êîíå÷íûé íàáîð îòîáðàæåíèé ÷åðåç Gk

i , G
k
i ⊂ A. Èç ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé èç A, ñì. îïð. 1

è îïð 2, âûòåêàåò, ÷òî Gk
i áóäåò (C2ε)-ñåòüþ ïî íîðìå L∞(V ;Y ).

Â èòîãå, ïîëó÷àåì, ÷òî íàáîð îòîáðàæåíèé V â Y , ñîâïàäàùèõ íà Ek
i ñ îäíèì èç

îòîáðàæåíèé èç Gk
i , ÿâëÿåòñÿ (C2ε)-ñåòüþ ïî íîðìå L∞(V ;Y ) äëÿ ìíîæåñòâà {gk ∈ Gk |

‖gk‖Lp(V ;Y ) ≤ ε
2
+R}. Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà âûòåêàåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ

(Cε)-ñåòüþ ïî íîðìå Lq(V ;Y ), ãäå C íå çàâèñèò îò k. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì íåðàâåíñòâîì â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1 è âûáåðåì k äîñòà-

òî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî C(r, p, d, q, k) < ε
2Λ1

. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
îòîáðàæåíèÿ u ∈M íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå gk ∈ Gk òàêîå, ÷òî

‖dY (u(·), gk(·))‖Lq(V ) <
ε

2
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è íåðàâåíñòâ µ(V ) ≤ 1, ‖dY (u(·), A(·))‖Lp(V ) ≤
Λ2, âûïîëíÿåòñÿ

‖dY (gk(·), A(·))‖Lp(V ) ≤ ‖dY (u(·), gk(·))‖Lp(V ) + ‖dY (u(·), A(·))‖Lp(V ) ≤
ε

2
+ Λ2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ε-ñåòè äëÿ ìíîæåñòâà M äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ε-ñåòè ïî ìåòðèêå Lq(V ) äëÿ ìíîæåñòâà {gk ∈ Gk | ρLp(V )(gk, A) ≤
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C}, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ i = 1, . . . , n(k) îáîçíà÷èì gk|Ek
i

= Aki . Èìååì, A
k
i ∈

A, ρLp(Ek
i )(A

k
i , A) ≤ C. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé Aki âïîëíå îãðàíè÷åíî,

ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íåãî ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ε-ñåòü ïî ìåòðèêå Lp(E
k
i ). Îáîçíà÷èì

åå, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùèé êîíå÷íûé íàáîð îòîáðàæåíèé ÷åðåç Sk
i , S

k
i ⊂ A. Èç ñâîéñòâ

îòîáðàæåíèé èç A, ñì. îïð. 1 è îïð. 2, âûòåêàåò, ÷òî Sk
i áóäåò (c(k)ε)-ñåòüþ ïî ìåòðèêå

Lq(E
k
i ). Â èòîãå, ïîëó÷àåì, ÷òî íàáîð îòîáðàæåíèé V â Y , ñîâïàäàþùèõ íà Ek

1 , E
k
2 , . . . , E

k
n(k)

ñ îäíèì èç îòîáðàæåíèé èçSk
i ÿâëÿåòñÿ (n(k)c(k)ε)-ñåòüþ ïî ìåòðèêå Lq(V ) äëÿ ìíîæåñòâà

{gk ∈ Gk | ρLp(V )(gk, A) ≤ C}. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñëåäñòâèé 2 è 3. Ïóñòü d >

p, q < dp
d−p , n > kp, q < np

d−kp .

Òîãäà ëþáîé øàð ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 1,p(V ;Y ), V ⊂ (X, ρ), ò. å. ïî íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåíîì ÷åðåç ïîòî÷å÷íûå îöåí-
êè, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lq(V ;Y ).

Àíàëîãè÷íî, ëþáîé øàð ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà W k,p(V ;Y ), V ⊂ Rn, ò. å. ïî íîðìå
êëàññè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì ïî
íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lq(V ;Y ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 = rp. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà.∫
V

2Λ|u(x)−g0(x)|Y |u(x)− g0(x)|pY dµ(x) ≤
∫
V

(hr(x))p dµ(x),

ãäå Λ = C(r, p)‖hr‖Lp(V ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî i ≥ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi ìíîæåñòâî òî÷åê

x ∈ V òàêèõ, ÷òî |u(x)−g0(x)|Y ∈ [2i, 2i+1). Èç ëåììû 2 ìû èìååì îöåíêó ‖gk−g0‖L∞(V ;Y ) ≤
C3‖hr‖Lp(V ) · k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k(i) ìàêñèìàëüíîå öåëîå k òàêîå, ÷òî

‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) ≤ 2i−1.

Êàê è ðàíåå äëÿ ï.â. x ∈ Vi èìååì

|u(x)− g0(x)|Y ≤ 4 · 2−k(i)rhr(x).

Ïî îïðåäåëåíèþ k(i), åñëè âçÿòü k = k(i) + 1, òî ‖gk − g0‖L∞(V ;Y ) áóäåò áîëüøå ÷åì 2i−1,
ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷àåì

C3‖hr‖Lp(V ) · k(i) > 2i−1.

Îòñþäà
2−ki < 2−C9‖hr‖Lp(V )·2i .

|u(x)− g0(x)|Y ≤ 2−C9r‖hr‖Lp(V )·2ihr(x).

Îáîçíà÷èì Λ(r, p, ‖hr‖Lp(V )) = 2C9rp‖hr‖Lp(V ). Èìååì

|u(x)− g0(x)|pY ≤ 2−Λ·2i+1

(hr(x))p.

Äàëåå ïîëó÷àåì, äëÿ ï. â. òî÷åê x ∈ Vi

2Λ|u(x)−g0(x)|Y |u(x)− g0(x)|pY ≤ (hr(x))p.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
Vi

2|u(x)−g0(x)|Y |u(x)− g0(x)|pY dµ(x) ≤
∫
Vi

(hr(x))p dµ(x).
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Ïðîñóììèðîâàâ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî i, ïîëó÷èì∫
V

2|u(x)−g0(x)|Y |u(x)− g0(x)|pY dµ(x) ≤
∫
V

(hr(x))p dµ(x).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì îïåðàòîð M , çàäàííûq íà L1(V ). Ïóñòü h ∈ L1(V ), h ≥ 0

ï.â. Äëÿ òî÷êè x ∈ V îáîçíà÷èì ÷åðåç Eikk,x ìíîæåñòâî ðàçáèåíèÿ σk, ñîäåðæàùåå x.

Îòìåòèì, ÷òî µ(Eikk,x) = µ(V )
2k

. Ïîëîæèì

[Mh](x) = max

h(x),

 ∞
max
k=1

2k

µ(V )
·
∫

Ek
ik,x

h(y)dµ(y)


 .

Òàêæå îïðåäåëèì

Mkh](x) =
k

max
j=1

2j
∫

Ej
ij,x

h(y)dµ(y)

µ(V )
.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè íà V çàäàíà ìåòðèêà, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Ej
i ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé Σ íàéäåòñÿ ïàðà øàðîâ Bij è B̃ij òàêèõ, ÷òî Bij ⊂ Ej
i ⊂ B̃ij è

îòíîøåíèå ðàäèóñîâ ýòèõ øàðîâ íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùåé îò i, j, òî
äëÿ ïî÷òè âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

[M2h](x) ≤ C[M̃h](x),

ãäå M̃ � êëàññè÷åñêèé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð.
Ëåììà 2. Îïåðàòîð M îãðàíè÷åí ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp äëÿ p ∈ (1,∞).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü p > 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Hk ñëåäóùèì îáðàçîì äëÿ

Hk(x) = [Mkh](x).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íàèáîëüøèì îòíîøåíèå
‖Hk‖Lp(V )

‖h‖Lp(V )
áóäåò ïðè óñëîâèè, ÷òî íîñèòåëü

ôóíêöèè h ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Ek
i . Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ëþáîãî x ∈ Ek

i äëÿ
j ≤ k ôóíêöèÿ Hk ïîñòîÿííà íà ìíîæåñòâàõ E

j
ix,j
\ Ej+1

ix,j+1
. Åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè Hk íà

ìíîæåñòâå Ek
i ðàâíî ak, òî íà ìíîæåñòâå Ej

ix,j
îíî ðàâíî 1

2k−j ak, à ìåðà ìíîæåñòâà Ej
ix,j

ðàâíà 2k−j−1µ(Ek
i ).

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Hk êàê ñóììó

Hk(x) = Hk(x) · χEk
i
(x) +

k∑
j=1

Hk(x) · χEj
ix,j
\Ej+1

ix,j+1

(x).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
‖HkχEk

i
‖Lp(V ) = ‖h‖Lp(V ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî∥∥∥Hk · χ(Ej
ix,j
\ Ej+1

ix,j+1
)
∥∥∥
Lp(V )

=

(
1

2k−j
ak

)
·
[
µ(Ej

ix,j
\ Ej+1

ix,j+1
)
] 1

p
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≤ 2(k−j)( 1
p
−1) · ak ·

[
µ(Ek

i )
] 1

p = 2(k−j)( 1
p
−1) · ‖h‖Lp(V ).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

‖Hk‖Lp(V ) ≤ ‖h‖Lp(V )+

(
1

2(1− 1
p)

)
‖h‖Lp(V )+

1

22(1− 1
p)
‖h‖Lp(V )+...+

1

2k(1− 1
p)
‖h‖Lp(V ) ≤ C(p)‖H‖Lp(V ).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞, âûâîäèì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè h ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ

Ek
i , íå âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, îíî ñîäåðæèòñÿ â äâóõ ìíîæåñòâàõ. Òî ìû ïîëó÷àåì íå

îäíó, à íåñêîëüêî öåïî÷åê ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, åñëè íîñèòåëü ôóíêöèè h ñîäåðæèòñÿ â
îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ Ek

i1
è Ek

i2
, ïðè÷åì x ∈ Ek

i1
, y ∈ Ek

i2
, òî ìû ïîëó÷àåì äâå öåïî÷êè

ìíîæåñòâ Ek
i1
, Ej

ix,j
\Ej+1

ix,j+1
è Ek

i2
, Ej

iy,j
\Ej+1

iy,j+1
. Äàëåå, ïðîäåëàâ äëÿ ýòèõ öåïî÷åê âû÷èñëå-

íèÿ, àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿì ïðèâåäåííûì âûøå, ïîëó÷èì òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò.
Îäíàêî, ýòà îöåíêà áóäåò íåòî÷íîé, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâ Ej

ix,j
è Ej

iy,j
ìîãóò

ñîâïàäàòü. Ïîýòîìó, äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå
‖Hk‖Lp(V )

‖h‖Lp(V )
áóäåò íàèáîëüøèì òîëüêî åñëè

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè h ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Ek
i .

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî A âûïóêëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî m íàéäåò-

ñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîå n òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ En
i1
è En

i2
ðàçáèåíèÿ σn,

ñîäåðæàùèõñÿ â îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå Em
l ðàçáèåíèÿ σm (En

i1
⊂ Em

l , E
n
i2
⊂ Em

l )
íàéäåòñÿ öåïî÷êà ìíîæåñòâ En

i äëèíû íå áîëüøåé ÷åì C2r(n−m), òàêèõ, ÷òî äâà ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ìíîæåñòâà â ýòîé öåïî÷êå ãðàíè÷àò äðóã ñ äðóãîì, ïåðâîå ìíîæåñòâî â
ýòîé öåïî÷êå ãðàíè÷èò ñ En

i1
, ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî â ýòîé öåïî÷êå ãðàíè÷èò ñ En

i2
.

Ïóñòü u ∈ S̃r,pΞ,A(V ;Y ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ hk òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ j ≥ k âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó (1') èç îïðåäåëåíèÿ 3, à èìåííî äëÿ ï. â.
òî÷åê x, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâàì ðàçáèåíèÿ σj, êîòîðûå ãðàíè÷àò ñ ìíîæåñòâîì
Ej
i âûïîëíÿåòñÿ

2jr|u(x)− Aji (x)|Y ≤ hk(x).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
Hk(x) = [Mkhk](x).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ôóíêöèÿ Hk(x) ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ãðàäèåíòîì äëÿ îòîáðàæåíèÿ u,
èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ âñåõ j = 0, 2, ..., äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., 2j, äëÿ ï. â. x ∈ Ej

i âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó (1) èç îïðåäåëåíèÿ 3:

2jr|u(x)− Aji (x)|Y ≤ Hk(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ôèêñèðóåì k. Ðàññìîòðèì m ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ Ami ∈ A òàêàÿ, ÷òî äëÿ ï. â.

x ∈ Em
i âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2mr|u(x)− Ami (x)|Y ≤ Hk(x).

Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ Hk ≥ hk ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé m < k. Ïî
óñëîâèþ ëåììû äëÿ ýòîãî m íàéäåòñÿ n > k òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ En

i1
è En

i2

ðàçáèåíèÿ σn, ñîäåðæàùèõñÿ â îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå Em
l ðàçáèåíèÿ σm (En

i1
⊂ Em

l ,
En
i2
⊂ Em

l ) íàéäåòñÿ öåïî÷êà ìíîæåñòâ E
n
i äëèíû íå áîëüøåé ÷åì C2r(n−m), òàêèõ, ÷òî äâà
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ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìíîæåñòâà â ýòîé öåïî÷êå ãðàíè÷àò äðóã ñ äðóãîì, ïåðâîå ìíîæåñòâî
â ýòîé öåïî÷êå ãðàíè÷èò ñ En

i1
, ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî â ýòîé öåïî÷êå ãðàíè÷èò ñ En

i2
. Ïî

óñëîâèþ ìû èìååì îöåíêè
2nr|u(x)− Ani (x)|Y ≤ Hk(x).

Îïðåäåëåíèå ñèëüíîãî âåðõíåãî ãðàäèåíòà, à òàêæå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óïîìÿíóòîé
öåïî÷êè ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îöåíêó |Ani2(x) − Ani1(x)|Y , à èìåííî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ En

i1
è En

i2
ðàçáèåíèÿ σn, ñîäåðæàùèõñÿ â îäíîì è òîì

æå ìíîæåñòâå Em
l ðàçáèåíèÿ σm äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé En

i1
è En

i2
âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà
2mr|Ani2(x)− Ani1(x)|Y ≤ Hk(x).

Ýòà îöåíêà âìåñòå ñ óñëîâèåì âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èñêîìîå
Ami ∈ A. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå Ami (x) ìîæíî âçÿòü ñðåäíåå àðèôìèòè÷åñêîå Ani , ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ìíîæåñòâàì ðàçáèåíèÿ σn, ñîäåðæàùèõñÿ â îäíîì ò òîì æå ìíîæåñòå ðàçáèåíèÿ
σm.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé hk(x). Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ï. â. x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hk(x)
óáûâàåò. Îáîçíà÷èì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ ÷åðåç hmin(x). Òîãäà

[u]Sr,p
Ξ,A(V ;Y ) ≤ 2‖hmin‖Lp(V ).

Çàìå÷àíèå 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ẽj
i îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ èç ðàçáèåíèÿ σj ãðà-

íè÷àùèõ ñ ìíîæåñòâîì Ej
i , âêëþ÷àÿ ñàìî ýòî ìíîæåñòâî. Òîãäà ïåðå÷èñëåííûå â ëåì-

ìå 3 óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ hk ýêâèâàëåíòû òîìó, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ hk íà Ẽj
i ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíûì âåðõíèì ãðàäèåíòîì îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ u íà Ẽj
i . Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ

òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü hk(x) äîñòàòî÷íî çíàòü ïîâåäåíèå u íà Ẽj
i , ãäå x ∈ E

j
i . Òàêèì

îáðàçîì, çíà÷åíèå hmin(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè íà Ẽj
i , ãäå x ∈ E

j
i , j ñêîëü

óãîäíî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè
hmin ëîêàëüíî.
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