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Введение

Многие вопросы фильтрации жидкости в пористых средах, передачи тепла
в гетерогенной среде, влагопереноса в почво - грунтах приводят к дифферен-
циальным уравнениям в частных производных псевдопараболического типа [1]
— [5].

Краевые задачи для параболических уравнений с нелокальным условием
возникают при изучении диффузии частиц в турбулентной плазме, переноса
влаги в почво - грунтах, распространения тепла в тонком нагретом стержне,
если задан закон изменения общего количества тепла стержня. К первым рабо-
там для параболических уравнений с неклассическими (интегральными) гра-
ничными условиями относятся, по - видимому, работы Камынина Л.И. [6] и
Чудновского А.Ф. [7]. После появления работы Бицадзе А.В. и Самарского
А.А. [8] внимание математиков все чаще стали привлекать нелокальные за-
дачи математической физики. Различные классы нелокальных краевых задач
изучались в работах Ионкина Н.И. [9], [10], Ильина В.А., Моисеева Е.И. [11],
Ионкина Н.И., Моисеева Е.И. [12], Гордезиани Д.Г. [13], Нахушева А.М. [14],
Солдатова А.П., Шханукова М.Х. [15] и др.

Чудновский А.Ф. в работе [7] обратил внимание на недостаточно критиче-
ский подход к формулировке граничных условий для уравнения влагопереноса

(1)
∂w

∂t
=

∂

∂x

(
D(w)

∂w

∂x

)
, 0 < x < `, 0 < t 6 T,

где D(w) — коэффициент диффузивности, w — влажность в долях единицы, x
— глубина.

Для уравнения (1) Чудновский А.Ф. сформулировал задачу с нелокальным
условием:

(2) D
∂w

∂x

∣∣∣
x=0

=

α∫
0

wdx,
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(3)
∂w

∂x

∣∣∣
x=`

= 0,

(4) w(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 `.

Нелокальное условие (2) означает, что поток влаги через поверхность x = 0
равен содержанию влаги в активном слое почвы от 0 до α, условие (3) означа-
ет изоляцию в смысле обмена влагой между слоем почвы x = ` и ее нижними
слоями, и в начальный момент задан глубинный ход влажности (4). Отметим,
что работа [16] посвящена исследованию локально-одномерных схем для урав-
нения теплопроводности с нелокальным условием типа (3) на границе. Мето-
дом энергетических неравенств получена априорная оценка для построенной
локально-одномерной схемы, доказана ее устойчивость и сходимость.

Численным методам решения псевдопараболических уравнений третьего по-
рядка работы М.Х. Бештокова [17] — [19]. В этих работах рассматриваются
краевые задачи для нагруженных псевдопараболических уравнений третьего
порядка. Для решения поставленных задач получены априорные оценки в диф-
ференциальной и разностной трактовках.

Работы [20] — [23] рассмотрены разностные методы решения локальных и
нелокальных краевых задач для псевдопараболических уравнений.

Работы [24] — [26] посвящены разностным методам решения дифференци-
ального уравнения диффузии дробного порядка с краевыми условиями тре-
тьего порядка в многомерной области. Отметим, что при повышении порядка
аппроксимации краевых условий третьего рода на решениях уравнения диф-
фузии дробного порядка приходим к разностным задачи с нелокальными гра-
ничными условиями.

Для решения сеточных уравнений, получающихся при разностной аппрок-
симации дифференциальных уравнений с нелокальным условием, следует при-
менять метод окаймления ([27], с. 187).

1. Постановка задачи

В прямоугольнике QT ≡ {(x, t) : 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T} рассмотрим задачу с
нелокальным условием

(5)
∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x, t)

∂u

∂x

]
+
∂

∂t

∂

∂x

[
k(x, t)

∂u

∂x

]
+ f(x, t),

(6)


k
∂u

∂x
+
∂

∂t

(
k
∂u

∂x

)
= β1(t)u+

`∫
0

udx− µ1(t), при x = 0,

−
[
k
∂u

∂x
+
∂

∂t

(
k
∂u

∂x

)]
= β2(t)u− µ2(t), при x = `,

(7) u(x, 0) = u0(x).

Коэффициенты задачи (5) — (7) удовлетворяют следующим условиям:

(8) 0 < c1 ≤ k(x, t) ≤ c2, |kt(x, t)|, |β2|, |β1| ≤ c3.
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В дальнейшем будем предполагать, что для задачи (5) — (7) существует
единственное решение, обладающее необходимыми по ходу изложения произ-
водными, а коэффициенты уравнения (5) и граничных условий (6) удовлетво-
ряют необходимым условиям гладкости, обеспечивающие нужный порядок ап-
проксимации разностной схемы. Также в ходе изложения будем использовать
положительные постоянные Mi, i = 1, 2, . . . , зависящие от входных данных за-
дачи (5) — (7).

Уравнение (5) называется модифицированным уравнением влагопереноса в
почво-грунтах.

2. Априорная оценка для дифференциальной задачи

Теорема 1. Пусть выполнены условия (8). Тогда для решения дифференци-
альной задачи (5) — (7) верна априорная оценка

(9) ‖u‖2W 1
2 (0,`) ≤M(t)

 t∫
0

F (τ)dτ + ‖u0‖20 + ‖u0x‖20

 ,

где F (t) =
t∫

0

(
‖f‖20 + µ2

1(τ) + µ2
2(τ)

)
dτ+‖u0‖20+‖u′0‖20,M(t) зависит от входных

данных задачи (5) — (7).

Доказательство. Предположим, что в прямоугольнике QT существует реше-
ние задачи (5) — (7). Для получения априорной оценки решения задачи (5)
— (7) воспользуемся методом энергетических неравенств. Для этого умножим
уравнение (5) скалярно на u:

(10) (ut, u) = ((kux)x, u) + ((kux)xt, u) + (f, u),

где

(u, v) =

`∫
0

uvdx, ‖u‖20 = (u, u).

Преобразуем слагаемые, входящие в тождество (10):

(ut, u) =
1

2

∂

∂t
‖u‖20,

((kux)x, u) = kuxu
∣∣∣`
0
−

`∫
0

ku2
xdx,

((kux)xt, u) =

`∫
0

(kux)xtu dx = (kux)t u
∣∣∣`
0
−

`∫
0

(kux)t ux dx =

= (kux)t u
∣∣∣`
0
−

`∫
0

(
ktu

2
x + kuxuxt

)
dx =

= (kux)t u
∣∣∣`
0
−1

2

∂

∂t

`∫
0

ku2
xdx−

1

2

`∫
0

ktu
2
xdx,
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(f, u) ≤ 1

2
‖f‖20 +

1

2
‖u‖20.

Подставим полученные выражения в равенство (10), тогда получим

1

2

∂

∂t
‖u‖20 +

1

2

∂

∂t

`∫
0

ku2
xdx+

`∫
0

ku2
xdx ≤

(11) ≤ (kux)t u
∣∣∣`
0
+kuxu

∣∣∣`
0
−1

2

`∫
0

ktu
2
xdx+

1

2
‖f‖20 +

1

2
‖u‖20.

Используя краевые условия (6), из последнего неравенства получаем

1

2

∂

∂t
‖u‖20 +

c1
2

∂

∂t
‖ux‖20 +

`∫
0

ku2
xdx ≤ −

1

2

`∫
0

ktu
2
xdx−

−β2(t)u2(`, t) + µ2(t)u(`, t)− u(0, t)

`∫
0

udx− β1(t)u2(0, t) + µ1(t)u(0, t)+

+
1

2
‖f‖20 +

1

2
‖u‖20.

Следовательно,
∂

∂t
‖u‖20 + c1

∂

∂t
‖ux‖20 + 2c1‖ux‖20 ≤ c2‖ux‖20−

−2u(0, t)

`∫
0

udx+2c3
(
u2(`, t) + u2(0, t)

)
+µ2

2(t)+u2(`, t)+µ2
1(t)+u2(0, t)+‖f‖20+‖u‖20.

Применим к слагаемым u2(l, t) и u2(0, t) теорему о вложении. Получим

∂

∂t
‖u‖20 + c1

∂

∂t
‖ux‖20 + 2c1‖ux‖20 ≤ −2u(0, t)

`∫
0

udx+ c2‖ux‖20+

(12) +4c3ε‖ux‖20 + 4c3cε‖u‖20 + µ2
2(t) + µ2

1(t) + 2ε‖ux‖20 + 2cε‖u‖20 + ‖f‖20 + ‖u‖20.
Оценим слагаемое, содержащее интеграл:

−2u(0, t)

`∫
0

udx ≤

 `∫
0

udx

2

+ u2(0, t) ≤

≤ `
`∫

0

u2dx+ ε‖ux‖20 + cε‖u‖20 = (`+ cε) ‖u‖20 + ε‖ux‖20.

Полученный результат подставим в неравенство (12). Получим
∂

∂t
‖u‖20 + c1

∂

∂t
‖ux‖20 ≤M1‖ux‖20 +M2‖u‖20 + µ2

2(t) + µ2
1(t) + ‖f‖20

где
M1 = 4c3ε+ 3ε+ c2 − 2c1, M2 = 4c3cε + 3cε + `+ 1.
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Проинтегрируем полученное неравенство по τ в пределах от 0 до t:

‖u‖20 + c1‖ux‖20 ≤M3

 t∫
0

‖u‖20dτ +

t∫
0

‖ux‖20dτ

+

t∫
0

(
‖f‖20 + µ2

1(τ) + µ2
2(τ)

)
dτ+

+‖u0‖20 + ‖u′0‖20
или

‖u‖20 + ‖ux‖20 ≤M4

t∫
0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ + F (t),

где

F (t) =
t∫

0

(
‖f‖20 + µ2

1(τ) + µ2
2(τ)

)
dτ + ‖u0‖20 + ‖u′0‖20, M4 — известная положи-

тельная постоянная.
Применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла [28], получаем оценку

(13) ‖u‖2W 1
2 (0,`) ≤M(t)

 t∫
0

F (τ)dτ + ‖u0‖20 + ‖u′0‖20

 .

Из априорной оценки (13) следует единственность решения задачи (5) — (7), а
также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных в норме
‖u‖W 1

2 (0,`) = ‖u‖20 + ‖ux‖20. �

3. Разностная схема

На отрезке [0, `] введем равномерную сетку ω̄h с шагом h = `
N :

ω̄h = {xi = i~ : i = 0, 1, . . . , N},

~ =

h, i = 1, 2, . . . , N − 1,
h

2
, i = 0, N.

На отрезке [0, T ] также введем равномерную сетку ω̄τ с шагом τ =
T

j0
:

ω̄τ = {tj = jτ : j = 0, 1, . . . , j0}.

Тогда ω̄hτ = ω̄h × ωτ = {(xi, tj), x ∈ ω̄h, t ∈ ω̄τ} — равномерная сетка в прямо-
угольнике QT .

Уравнение (5) аппроксимируем двухслойной чисто неявной схемой на полу-
интервале [tj−1, tj ], тогда получим разностное уравнение

(14) yt̄ = Λy + (ayx̄)xt̄ + ϕ,

Λy = (ayx̄)x,

где коэффициенты ai — сеточные функции, которые выбираются из условий
второго порядка аппроксимации на равномерной сетке.

Будем использовать следующую аппроксимацию коэффициента k(x, t) [29]:

ai = ki− 1
2

= k(xi −
h

2
, t).
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Разностный аналог для граничных условий (6) имеет вид:

(15)


a1yx,0 + (a1yx,0)t̄ = β1y0 +

1

0.5h

N∑
i=1

yi~− µ1, x = 0,

− aNyx̄,N − (aNyx̄,N )t̄ = β2yN − µ2, x = `.

Условия (15) имеют порядок аппроксимации O(h). Повышая известным об-
разом порядок аппроксимации до O(h2) на решениях уравнения (5), имеем:

a1yx,0 = ky′0 +
h

2
(ky′0)′ +O(h2),

(a1yx,0)t̄ =
a1yx,0 − ǎ1y̌x,0

τ
=

1

τ

(
ky′0 +

h

2
(ky′0)′ +O(h2)− ǩy̌′0 +

h

2
(ǩy̌′0)′

)
,

где

y = yji = y(xi, tj), y̌ = yj−1
i , yt̄ =

yj − yj−1

τ
, yt =

yj+1 − yj

τ
,

yx̄ =
yi − yi−1

h
, yx =

yi+1 − yi
h

.

Отсюда
ky′0 = a1yx,0 − 0.5h(ky′0)′ +O(h2),

(ky′0)t̄ = (a1yx,0)t̄ − 0.5h(ky′0)′t̄ +O(h2).

Таким образом,

ky′0 + (ky′0)t̄ = a1yx,0 + (a1yx,0)t̄ − 0.5h(yt̄,0 − f0) +O(h2).

Итак,

(16) a1yx,0 + (a1yx,0)t̄ − 0.5h(yt̄,0 − f0) = β1y0 +
1

0.5h

N∑
i=1

yi~− µ1 +O(h2).

Отбросим величину порядка малости O(h2), тогда в (15) граничное условие
при x = 0 примет вид:

yt̄,0 =
a1yx,0 + (a1yx,0)t̄ − β1y0

0.5h
− 1

0.5h

N∑
i=1

yi~ + µ̄1, x = 0,

где
µ̄1 =

µ1

0.5h
+ f0.

Аналогично при x = ` получаем

yt̄,N = −aNyx̄,N + (aNyx̄,N )t̄ + β2yN
0.5h

+ µ̄2,

где
µ̄2 =

µ2

0.5h
+ fN .

Таким образом, дифференциальной задаче (5) — (7) на равномерной сетке
ω̄hτ поставим в соответствие чисто неявную разностную схему:

(17) yt̄ = Λ̄y + Φ,

(18) y(x, 0) = u0(x),
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где

Λ̄y =


a1yx,0 + (a1yx,0)t̄ − β1y0

0.5h
− 1

0.5h

N∑
i=1

yi~, при x = 0,

(ayx̄)x + (ayx̄)xt̄ , при x ∈ ωh,

−aNyx̄,N + (aNyx̄,N )t̄ + β2yN
0.5h

, при x = `,

Φ =


µ̄1, при x = 0,

ϕ, при x ∈ ωh,
µ̄2, при x = `.

При условии достаточной гладкости решения входных данных задачи (5) —
(7), согласно [29], разностная схема (17) — (18) имеет порядок аппроксимации
O(h2 + τ).

4. Устойчивость разностной cхемы

Так как для нелокальных краевых задач не установлен принцип максимума,
то априорную оценку для разностной задачи (17) — (18) будем получать с
помощью метода энергетических неравенств.

Введем скалярное произведение и норму

[u, v] =

N∑
i=0

uivi~, (u, v] =

N∑
i=1

uivi~, ‖u|]20 =

N∑
i=1

u2
i ~ = (1, u2],

~ =

h, i = 1, 2, . . . , N − 1,
h

2
, i = 0, N.

Умножим уравнение (17) скалярно на y:

(19) [yt̄, y]− [Λ̄y, y] = [Φ, y].

Преобразуем каждое слагаемое тождества (19):

[yt̄, y] =

N∑
i=0

yt̄,iyi~ =

N∑
i=0

yi − y̌i
τ

yi~ =
1

τ

N∑
i=0

(y2
i − yiy̌i)~ =

1

τ
|[y]|20−

−1

τ

N∑
i=0

y̌2
i ~+

1

τ

N∑
i=0

(y̌2
i−y̌iyi)~ =

(
|[y]|20

)
t̄
+

1

τ

N∑
i=0

[
y2
i − 2yiy̌i + y̌2

i

τ2
τ2~ + (yiy̌i − y2

i )~
]

=

=
(
|[y]|20

)
t̄

+ τ |[yt̄]|20 − [yt̄, y].

Отсюда получим

(20) [yt̄, y] =
1

2

(
|[y]|20

)
t̄

+
τ

2
|[yt̄]|20.

[Λ̄y, y] =

N∑
i=0

Λ̄yi · yi~ =

N−1∑
i=1

[
(ayx̄)x,i + ayx̄)xt̄,i

]
yih+

+
a1yx,0 + (a1yx,0)t̄ − β1y0

0.5h
· y0 · 0.5h+

1

0.5h

N∑
i=0

yi~ · y0 · 0.5h+

+
−aNyx̄,N − (aNyx̄,N )t̄ − β2yN

0.5h
· yN · 0.5h =
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=

N−1∑
i=1

(
ai+1yx̄,i+1 − aiyx̄,i

h
· yih+

(ayx̄)t̄,i+1 − (ayx̄)t̄,i
h

· yih
)

+

+a1yx̄,1 y0 + (a1yx̄,1)t̄ y0 − β1y
2
0 +

N∑
i=0

yi~ · y0 − aNyx̄,N yN − (ayx̄)t̄,N yN−

−β2y
2
N =

N∑
i=2

aiyx̄,iyi−1 −
N−1∑
i=1

aiyx̄,iyi +

N∑
i=2

(ayx̄)t̄,iyi−1 −
N−1∑
i=1

(ayx̄)t̄,iyi+

+a1yx̄,1 y0 − aNyx̄,N yN + (ayx̄)t̄,1 y0 − (ayx̄)t̄,N yN−

−β1y
2
0 − β2y

2
N +

N∑
i=0

yi~ · y0 =

N∑
i=1

aiyx̄,iyi−1 −
N∑
i=1

aiyx̄,iyi +

N∑
i=1

(ayx̄)t̄,iyi−1−

−
N∑
i=1

(ayx̄)t̄,iyi − β1y
2
0 − β2y

2
N +

N∑
i=0

yi~ · y0 =

= −
N∑
i=1

ai(yx̄,i)
2h−

N∑
i=1

(ayx̄)t,iyx̄,ih− β1y
2
0 − β2y

2
N +

N∑
i=1

yi~ · y0 =

(21) = −
(
a, (yx̄)2

]
− ((ayx̄)t̄, yx̄]− β1y

2
0 − β2y

2
N +

N∑
i=0

yi~ · y0.

[Φ, y] =

N∑
i=0

Φiyi~ =

N−1∑
i=1

ϕiyih+ µ̄1y0 · 0.5h+ µ̄2yN · 0.5h =

=

N−1∑
i=1

ϕiyih+
( µ1

0.5h
+ f0

)
y0 · 0.5h+

( µ2

0.5h
+ fN

)
yN · 0.5h =

=

N−1∑
i=1

ϕiyih+ µ1y0 + 0.5hy0ϕ0 + µ2yN + 0.5hyNϕN =

(22) =

N∑
i=0

ϕiyi~ + µ1y0 + µ2yN = [ϕ, y] + µ1y0 + µ2yN .

Подставляя (20), (21) и (22) в тождество (19), получаем(
|[y]|20

)
t̄

+ τ |[yt̄]|20 + 2
(
a, (yx̄)2

]
+ 2 ((ayx̄)t̄, yx̄] + 2β1y

2
0 + 2β2y

2
N−

(23) −2

N∑
i=0

yi~ · y0 = 2[ϕ, y] + 2µ1y0 + 2µ2yN .

Преобразуем отдельно сумму(
a, (yx̄)2

]
+ ((ayx̄)t̄, yx̄] =

N∑
i=1

a(yx̄)2h+

N∑
i=1

(ayx̄)t̄yx̄h =

=

N∑
i=1

a(yx̄)2h+

N∑
i=1

(at̄y
2
x̄ + ayx̄t̄yx̄)h =
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(24) =

N∑
i=1

a(yx̄)2h+

N∑
i=1

at̄(yx̄)2h+

N∑
i=1

ayx̄t̄yx̄h.

Оценим последнее слагаемое в (24):
N∑
i=1

ayx̄t̄yx̄h ≥ c1
N∑
i=1

yx̄t̄yx̄h = c1

N∑
i=1

yx̄ − y̌x̄
τ

yx̄h =

=
c1
2

N∑
i=1

(
y2
x̄ − 2yx̄y̌x̄ + y̌2

x̄

τ2
τ +

y2
x̄ − y̌2

x̄

τ

)
h =

c1
2
τ

N∑
i=1

(
yx̄ − y̌x̄

τ

)2

h+

+
c1
2

N∑
i=1

y2
x̄ − y̌2

x̄

τ
h =

c1
2
τ

N∑
i=1

(yx̄t̄)
2h+

c1
2
· ‖yx̄]|20 − ‖y̌x̄]|20

τ
=

=
c1
2
τ‖yx̄t̄]|20 +

c1
2

(
‖yx̄]|20

)
t̄
.

Таким образом,(
a, (yx̄)2

]
+ ((ayx̄)t̄, yx̄] ≥

N∑
i=1

a(yx̄)2h+

N∑
i=1

at̄(yx̄)2h+

(25) +
c1
2
τ‖yx̄t̄]|20 +

c1
2

(
‖yx̄]|20

)
t̄
.

Подставляя (25) в равенство (23), получим:(
|[y]|20

)
t̄

+ τ |[yt̄]|20 + c1τ‖yx̄t̄]|20 + c1
(
‖yx̄]|20

)
t̄
≤

≤ −2

N∑
i=1

at̄(yx̄)2h− 2

N∑
i=1

a(yx̄)2h− 2β1y
2
0 − 2β2y

2
N + 2

N∑
i=0

yi~ · y0+

+2[ϕ, y] + 2µ1y0 + 2µ2yN ≤ 2(c2 + c3)‖yx̄]|20 + 2

N∑
i=0

yi~ · y0−

(26) −2β1y
2
0 − 2β2y

2
N + 2[ϕ, y] + 2µ1y0 + 2µ2yN .

Так как
2[ϕ, y] ≤ ‖ϕ]|20 + ‖y]|20,

−2β1y
2
0 − 2β2y

2
N ≤ 4c3(ε‖yx̄]|20 + cε‖y]|20),

2µ1y0 + 2µ2yN ≤ µ2
1 + y2

0 + µ2
2 + y2

N ≤ 2(ε‖yx̄]|20 + cε‖y]|20) + µ2
1 + µ2

2,

то неравенство (26) примет вид(
|[y]|20

)
t̄

+ τ |[yt̄]|20 + c1τ‖yx̄t̄]|20 + c1
(
‖yx̄]|20

)
t̄
≤ 2(c2 + c3)‖yx̄]|20 + ‖ϕ]|20 + ‖y]|20+

(27) +(4c3ε+ 2ε)‖yx̄]|20 + (4c3cε + 2cε)‖y]|20 + µ2
1 + µ2

2 + 2

N∑
i=0

yi~ · y0.

Оценим сумму

2

N∑
i=0

yi~ · y0 ≤
N∑
i=0

(y2
i + y2

0)~ ≤ 2

N∑
i=0

(ε‖yx̄]|20 + cε‖y]|20)~ =

= 2hN(ε‖yx̄]|20 + cε‖y]|20).
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Подставляя полученный результат в неравенство (27), получаем:(
|[y]|20

)
t̄

+ τ |[yt̄]|20 + c1τ‖yx̄t̄]|20 + c1
(
‖yx̄]|20

)
t̄
≤ c4|[yx̄]|20 + c5|[y]|20+

+|[ϕ]|20 + µ2
1 + µ2

2,

где
c4 = 2c2 + 2c3 + 4c3ε+ 2ε+ 2Nhε,

c5 = 1 + 4c3cε + 2cε + 2Nhε.

Отсюда
‖yj ]|20 − ‖yj−1]|20 + c1‖yjx̄]|20 − c1‖y

j−1
x̄ ]|20 ≤

≤M1

(
‖yj ]|20 + ‖yjx̄]|20

)
τ +

(
‖ϕj ]|20 + µ2

1(tj) + µ2
2(tj)

)
τ.

Просуммировав последнее неравенство по всем j′ от 1 до j + 1, получаем:

‖yj+1]|20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 ≤M2

j+1∑
j′=1

(
‖yj

′
]|20 + ‖yj

′

x̄ ]|20
)
τ+

+M3

‖u0]|20 + ‖u0x]|20 +

j+1∑
j′=1

(
‖ϕj

′
]|20 + µ2

1(tj) + µ2
2(tj)

)
τ

 .

Имеет место следующее неравенство:

‖yj+1]|20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 ≤ ν1

j∑
j′=1

(
‖yj

′
]|20 + ‖yj

′

x̄ ]|20
)
τ+

ν2

‖u0]|20 + ‖u0x]|20 +

j+1∑
j′=1

(
‖ϕj

′
]|20 + µ2

1(tj) + µ2
2(tj)

)
τ

 ,

где ν1, ν2 — известные положительные постоянные.
На основании леммы 4 (см. [30], с.171) получаем следующую оценку:

‖yj+1]|20 + ‖yj+1
x̄ ]|20 ≤

(28) ≤M(t)

‖u0]|20 + ‖u0x]|20 +

j+1∑
j′=1

(
‖ϕj

′
]|20 + µ2

1(tj) + µ2
2(tj)

)
τ

 .

Теорема 2. Пусть выполнены условия (8). Тогда существуют такие h0, τ0,
что при h ≤ h0, τ ≤ τ0 для решения разностной задачи (17) — (18) справедлива
априорная оценка (28), из которой следует единственность и устойчивость
решения разностной задачи (17) — (18) по начальным данным и правой части.

Пусть u(x, t) — решение задачи (5) — (7), y = yji = y(xji ) — решение разност-
ной задачи (17) — (18). Обозначим через zji = yji −u

j
i погрешность. Подставляя

y = z + u в (17) — (18), получим задачу для погрешности z:

(29) zt̄ = Λ̄z + Ψ,

(30) z(x, 0) = 0,
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где

Λ̄z =


a1zx,0 + (a1zx,0)t̄ − β1z0

0.5h
− 1

0.5h

N∑
i=1

zi~, при x = 0,

(azx̄)x + (azx̄)xt̄ , при x ∈ ωh,

−aNzx̄,N + (aNzx̄,N )t̄ + β2zN
0.5h

, при x = `,

Φ =


ψ̄−, при x = 0,

ψ, при x ∈ ωh,
ψ̄+, при x = `,

где ψ = O(h2 + τ), ψ− = O(h2 + τ), ψ+ = O(h2 + τ) — погрешности аппрок-
симации дифференциальной задачи (5) — (7) разностной схемой (17) — (18) в
классе решений задачи (5) — (7).

Применяя к решению задачи (29) — (30) априорную оценку (28), получаем:

(31) ‖zj+1]|20 + ‖zj+1
x̄ ]|20 ≤M

j+1∑
j′=1

(
‖ψj

′
]|20 + ψ2

−(tj) + ψ2
+(tj)

)
τ,

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .
Из оценки (31) следует сходимость решения разностной задачи (17) — (18) к

решению дифференциальной задачи (29) — (30) по норме ‖zj+1]|21 = ‖zj+1]|20 +

‖zj+1
x̄ ]|20 со скоростью O(h2 + τ).
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