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ПРЕДСТАВЛЕНО X

Abstract: The paper introduces the model of a pair of
branching processes {Zn =

(
Z

(1)
n , Z

(2)
n

)
, n ∈ N0} in a

joint random environment. If the environment is fixed then
the sequences {Z(1)

n , n ∈ N0} and {Z(2)
n , n ∈ N0} are

independent branching processes in a varying environment.
This model is a particular case of a more general model
of a multitype branching process in a random environment.
Under some moment conditions we establish the asymptotic
relation P

(
Z

(1)
n > 0, Z

(2)
n > 0

)
∼ Cn−a as n → ∞ where

the parameter a depends only on the correlation coefficient
ρ of an increment of a two-dimensional associated random
walk.
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1 Введение
Зафиксируем натуральное N . Положим

Π(j) =
{
p(j)n

}
n∈N0

, f (j)(s) =
∞∑
n=0

p(j)n sn, j = 1, 2, . . . , N,

где случайные величины p
(j)
0 , p

(j)
1 , p

(j)
2 , . . . , удовлетворяют соотноше-

ниям

p(j)n ≥ 0, n ∈ N0,
∞∑
n=0

p(j)n = 1 п.н., j = 1, . . . , N.

Положим Π = {Π1,Π2, . . .}, где Πm =
(
Π

(1)
m , . . . ,Π

(N)
m

)
– независи-

мые копии
(
Π(1), . . . ,Π(N)

)
. Пусть также

f =
{(
f
(1)
1 , . . . , f

(N)
1

)
,
(
f
(1)
2 , . . . , f

(N)
2

)
, . . .

}
, (1)

где f (j)
m при каждом натуральном m и каждом j = 1, . . . , N явля-

ется производящей функцией последовательности Π
(j)
m . Последова-

тельность наборов производящих функций f будем называть слу-
чайной средой. Для краткости меру P (·|f) будет обозначать Pf (·).
Случайный процесс{

Zn =
(
Z(1)

n , . . . , Z(N)
n

)
, n ∈ N0

}
, Z

(j)
0 = 1, j = 1, . . . , N,

назовем группой из N ветвящихся процессов в общей случайной
среде f , если при фиксации среды f ветвящиеся процессы

{
Z

(j)
n , n ∈ N0

}
,

j = 1, . . . , N , являются независимыми ветвящимися процессами
Гальтона-Ватсона в изменяющейся среде, где производящая функ-
ция (п.ф.) числа потомков одной частицы n-го поколении j-й по-
пуляции есть f (j)

n , j = 1, . . . , N .
Процессу Zn =

(
Z

(1)
n , . . . , Z

(N)
n

)
можно сопоставить N -мерное со-

провождающее блуждание с шагами

X i =

(
ln
(
f
(1)
i

)′
(1), . . . , ln

(
f
(N)
i

)′
(1)

)
.

Назовем процесс {Zn} критическим, если выполнено равенство EX1 =
0.

При N = 1 случайный процесс {Zn} является ветвящимся про-
цессом в случайной среде (ВПСС). Модель ВПСС впервые была
введена Смитом и Вилкинсоном в 1969 году в работе [1]. Отметим,
что в случае дробно-линейных производящих функций {fn, n ∈ N}
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вероятность невырождения ВПСС к моменту времени n при фик-
сированной среде Pf (Zn > 0) явно выражается через сопровожда-
ющее случайное блуждание (см. [2], стр. 40), что делает случай
дробно-линейных п.ф. наиболее удобным для рассмотрения.

Группа из N ветвящихся процессов
{
Zn

}
является частным слу-

чаем более общей модели многотипного ветвящегося процесса в
случайной среде. В классическом многотипном процессе частицы
одних типов могут порождать частицы других типов, в рассмат-
риваемом нами случае это невозможно. Критические многотипные
ветвящиеся процессы в случайной среде рассматривались в рабо-
те [3], где изучалась вероятность невырождения хотя бы одного из
типов частиц. В нашей более простой модели удается изучить ве-
роятность невырождения всех типов частиц при значительно менее
жестких условиях.

Асимптотическое поведение вероятности невырождения крити-
ческого ВПСС в случае дробно-линейных производящих функций
{fn} впервые было исследовано М.В. Козловым в 1976 году в статье
[4]. Спустя четверть века, в 2001 году, Г. Кёрстингом и Й. Гейгером
в статье [5] была изучена асимптотика вероятностей невырождения
критического ВПСС для общего вида п.ф. {fn}. Более точно, при
некоторых дополнительных ограничениях были доказаны асимп-
тотические соотношения

P (Zn > 0) ∼ CP (Sj > 0, j ≤ n) ∼ CĈ√
n
, n→ ∞, (2)

где C, Ĉ – некоторые константы, явный вид Ĉ можно найти, на-
пример, в работе [6].

При N = 2 процесс {Zn} будем называть парой ветвящихся про-
цессов в общей случайной среде (ПВПСС). Именно эта модель и
представляет для нас наибольший интерес. Асимптотическое соот-
ношение (2) для вероятности невырождения критического ВПСС
приводит нас к естественному предположению, что и для критиче-
ской ПВПСС асимптотическое поведение вероятности невырожде-
ния связано с асимптотическим поведением вероятности положи-
тельности двумерного сопровождающего блуждания. При этом во-
просы, связанные с асимптотическим поведением вероятности по-
ложительности многомерных случайных блужданий подробно ис-
следованы Д. Денисовым и В. Вахтелем в работах [7] и [8]. Этим
результатам посвящен раздел 3.

Основным результатом настоящей работы является теорема 1 о
невырождении критической ПВПСС. При определенных условиях
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удается получить асимптотическое соотношение

P
(
Z(1)

n > 0, Z(2)
n > 0

)
∼ C

np/2
, n→ ∞, p =

π

arccos (−ρ)
, (3)

где ρ ∈ (0, 1) – коэффициент корреляции компонент шага сопро-
вождающего блуждания процесса

{
Zn

}
.

В процессе подготовки настоящей работы мы обнаружили пре-
принт [9], в котором устанавливается асимптотическое соотношение
(3) в случае дробно-линейных производящих функций

{
f
(j)
k , k ∈ N, j = 1, 2

}
.

Отметим, что в препринте [9] накладываются жесткие, и по-видимому,
необязательные условия на шаги сопровождаюшего блуждания. При
этом общие идеи препринта [9] и настоящей работы достаточно
близки, а ряд результатов, изложенных в нем, имеет более общий
характер по сравнению с результами настоящей работы. В част-
ности, в нем рассмотрен случай отрицательной корреляции ρ ∈
(−1, 0], а также получены функциональные предельные теоремы,
которые в случае общего распределения требуют значительно бо-
лее кропотливой работы. Мы не будем использовать результаты
препринта [9], оставив все утверждения и леммы в исходно полу-
ченных нами версиях.

Отметим, что мы рассматриваем N = 2 в связи с тем, что в
этом случае асимптотику вероятностей положительности двумер-
ного сопровождающего случайного блуждания можно описать в
явном виде, найдя, в частности, параметр p.

Работа устроена следующим образом. В разделе 2 сформулиро-
ван основной результат настоящей работы. В разделе 3 изложен
ряд результатов статей [7], [8], посвященных асимптотике положи-
тельности многомерных случайных блужданий. Раздел 4 содержит
построение так называемой P+-меры – важного инструмента для
исследования поведения сопровождающего случайного блуждания.
Раздел 5 посвящен доказательству теоремы 1. Доказательства всех
вспомогательных результатов вынесены в раздел 6.

2 Основной результат
Определим модель группы ветвящихся процессов в случайной

среде более формально.

Определение 1. Случайный процесс{
Zn =

(
Z(1)

n , . . . , Z(N)
n

)
, n ∈ N0

}
, Z

(j)
0 = 1, j = 1, . . . , N
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назовем группой из N ветвящихся процессов в общей случайной
среде f , если при каждом натуральном n справедливы равенства

Ef

(
N∏
j=1

tZ
(j)
n

j

∣∣∣∣∣Zn−1

)
:= E

(
N∏
j=1

tZ
(j)
n

j

∣∣∣∣∣f ,Zn−1

)
=

N∏
j=1

(
f (j)
n

)Z(j)
n−1 (tj) .

Основным результатом настоящей работы является следующая
теорема о невырождении критической ПВПСС.

Теорема 1. Пусть Zn =
(
Z

(1)
n , Z

(2)
n

)
– критическая ПВПСС, Sn –

ее сопровождающее блуждание с шагами X i =
(
X

(1)
i , X

(2)
i

)
, i ∈ N.

Положим

ξ
(l)
k :=

(
f
(l)
k+1

)′′
(1)((

f
(l)
k+1

)′
(1)

)2 , l = 1, 2; k ∈ N0. (4)

Пусть E
∣∣X i

∣∣2 ln (1 + ∣∣X i

∣∣) < ∞, corr
(
X

(1)
i , X

(2)
i

)
= ρ ∈ (0, 1) и,

кроме того, E
(
ξ
(1)
0

)q
< ∞, E

(
ξ
(2)
0

)q
< ∞ при некотором q > 0.

Тогда справедливо асимптотическое соотношение

P
(
Z(1)

n > 0, Z(2)
n > 0

)
∼ C

np/2
, n→ ∞, p =

π

arccos (−ρ)
, C ∈ (0,∞).

(5)

3 Положительность многомерных случайных
блужданий

В этом разделе мы обсудим ряд результатов, необходимых для
доказательства теоремы 1 и полученных Д. Денисовым и В. Вах-
телем в работах [7] и [8].

3.1. Обозначения. Единичную сферу в d-мерном вещественном
пространстве будем обозначать Sd−1. Всюду ниже будем использо-
вать символы C, Ĉ, C̃ с индексами и без для обозначения констант.
При этом в различных местах эти символы могут обозначать раз-
личные величины. Евклидову норму вектора v ∈ Rd будем обозна-
чать |v|. Иными словами, если v = (v1, . . . , vd), то

|v| =

(
d∑

j=1

v2j

)1/2

.
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Для краткости будем использовать обозначение v > C, где C ∈ R,
v ∈ Rd, в том случае, если vi > C при всех i = 1, 2, . . . , d. Так-
же под w > v, где w, v ∈ Rd, будем подразумевать, что wi > vi
при i = 1, 2, . . . , d. Аналогичные обозначения будем использовать
и для знаков <,≥,≤. Будем использовать следующее обозначение
для минимума:

a ∧ b := min (a, b) , a, b ∈ R.

Для векторов мы будем использовать два обозначения – v и v.
Под матричной нормой ∥ · ∥ всюду ниже мы будем подразумевать
операторную норму, подчиненную стандартной евклидовой норме,
то есть ∥A∥ = ∥A∥2 =

√
λmax (ATA), где λmax(B) — наибольшее

собственное значение матрицы B. Для всякого множества U ⊆ Rd

и всякого x ∈ R под записью xU мы понимаем множество в Rd,
заданное равенством

xU = {xy = (xy1, . . . , xyd) : y = (y1, . . . , yd) ∈ U} .

3.2. Задача Дирихле для оператора Лапласа–Бельтрами.

Определение 2. Будем говорить, что множествоK ⊂ Rd является
конусом, если существует такое открытое и связное множество Σ ⊂
Sd−1, что K есть объединение всех лучей, выпущенных из начала
координат и пересекающих множество Σ.

Напомним определение оператора Лапласа–Бельтрами.

Определение 3. ПустьM – гладкое риманово многообразие, x1, . . . , xn
– локальные координаты на нем, g = (gij) – матрица римановой
метрики, g−1 = (gij) – обратная к g матрица. Оператор, действую-
щий на гладкие функции на многообразии M по правилу

LM :=
1√
detg

∑
i,j

∂

∂xi

(√
detg · gij ∂

∂xj

)
,

называется оператором Лапласа–Бельтрами на многообразии M .

Пусть Σ ⊂ Sd−1 – открытое связное множество из определения
2. Рассмотрим задачу Дирихле для оператора Лапласа-Бельтрами
на сфере LSd−1 : {

LSd−1g (x) = −λg(x), x ∈ Σ,

g(x) = 0, x ∈ ∂Σ.
(6)

Отметим, что спектр этой задачи не более чем счетен, дискретен и
отделен от нуля (см. статью [8]). Более точно, имеет место цепочка
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неравенств
0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . .

Положим
p :=

√
λ1 + (d/2− 1)2 − (d/2− 1). (7)

Всюду ниже символ p будет обозначать величину, задаваемую вы-
ражением (7), для какого конкретно конуса K задан параметр p
будет ясно из контекста.
Пусть g1 – неотрицательная собственная функция, отвечающая соб-
ственному значению λ1. Положим

u(x) = |x|p g1
(
x

|x|

)
. (8)

Отметим, что в силу непрерывности (а значит и ограниченности)
функции g1 существует такое число C, что при всех x ∈ K имеет
место неравенство

u(x) ≤ C |x|p . (9)
Для нас интерес представляет следующий частный случай.

Пример 1. Пусть d = 2, а множество Σ представляет собой дугу
окружности [−φ, π/2 + φ], где φ ∈ (0, π/4). Оператор Лапласа–
Бельтрами на S1 имеет вид

LS1 =
d2

dt2
,

где t – угловая координата на окружности. Положим ρ = sin 2φ.
После линейной замены t(u) = −φ + u (π/2 + 2φ) задача (6) пере-
пишется в виде следующей задачи на функцию ψ:{

ψ′′(u) = −λ(π/2 + 2φ)2ψ(u), u ∈ (0, 1),

ψ(0) = ψ(1) = 0.

Отсюда получаем следующее представление для параметра p, опре-
деляемого соотношением (7):

p =
√
λ1 =

π

π/2 + 2φ
=

π

π/2 + arcsin(ρ)
=

π

arccos(−ρ)
.

Кроме того, собственная функция оператора Лапласа-Бельтрами
g1 при t ∈ [−φ, π/2 + φ] задается равенством

g1(t) =

{
(−1)k cos (4kt), φ = −π/4 + π/(8k), k ∈ N,
sin (p(φ+ t))/ cos (pφ), в иных случаях.

(10)

Замечание 1. Отметим, что справедливы соотношения g1(t) ≥ 0
при t ∈ [−φ, π/2 + φ] , причем g1(t) = 0 тогда и только тогда, когда
t = −φ или t = π/2 + φ.
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3.3. Асимптотика вероятности положительности случайно-
го блуждания с некоррелированными компонентами шага.
Пусть

{
Sn

}
=
(
S
(1)
n , . . . , S

(d)
n

)
– случайное блуждание в Rd с шага-

ми
X i =

(
X

(1)
i , . . . , X

(d)
i

)
,

d ∈ N, K ⊂ Rd – конус, x ∈ K, τ(x) – время выхода случайного
блуждания с начальной точкой x из конуса K, то есть

τ(x) = inf
{
n ∈ N : x+ Sn /∈ K

}
. (11)

Всюду ниже для натуральных n и векторов x ∈ K будем использо-
вать обозначение

mn(x) := P (τ(x) > n) . (12)

В. Вахтель и Д. Денисов в работе [8] требуют выполнения двух
групп условий.
Условия (G):

G1) конус K звездчатый (то есть существует такая точка O ∈
K, что для всякой точки A ∈ K отрезок [O,A] целиком
лежит в множестве K) и имеет липшицеву границу;

G2) существует такой положительный параметр C1, что для
всякого вектора x ∈ K имеет место неравенство

u(x) ≤ C1 |x|p−1 dist (x, ∂K) ; (13)

G3) существует такой положительный параметр C2, что для
всякого вектора x ∈ K имеет место неравенство

u(x) ≥ C2|x|p−1dist (x, ∂K) . (14)

Условия (M):
M1) EX(i) = 0, i = 1, . . . , d;

M2) E
(
X(i)

)2
= 1, i = 1, . . . , d, и EX(i)X(j) = 0 при i ̸= j;

M3) E
∣∣X∣∣2 ln (1 + ∣∣X∣∣) <∞. При этом, если p > 2, то E

∣∣X∣∣p <
∞.

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 2 (Theorem 2, [8]). Пусть выполнены условия (G) и
(M). Тогда функция

V̂ (x) := lim
n→∞

Eu
(
x+ Sn

)
I {τ(x) > n}
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корректно определена и для всякого вектора x ∈ K и каждого
натурального n справедливо равенство

V̂ (x) = EV̂
(
x+ Sn

)
I {τ(x) > n} .

Более того, при p ≥ 1 имеет место асимптотическое соотноше-
ние

V̂ (x) ∼ u(x), dist (x, ∂K) → ∞.

Теорема 3 (Theorem 3, [8]). Пусть выполнены условия (G) и
(M), p ≥ 1. Тогда:

1) существуют такие положительное число C и вектор x0 ∈
K, что для всякого вектора x ∈ K справедливо неравенство

P (τ(x) > n) ≤ C
u (x+ x0)

np/2
;

2) равномерно по таким векторам x ∈ K, что |x| ≤
√
n/ lnn,

имеет место асимптотическое соотношение

P (τ(x) > n) ∼ κV̂ (x)

np/2
, n→ ∞,

где κ – положительный параметр, не зависящий от x.

Отметим, что условие M2 требует конечности дисперсий компо-
нент шага блуждания, однако в теореме 1 мы это условие не на-
кладываем, поскольку оно вытекает из условия M3. В дальнейшем
нам потребуется еще одна группа условий, которая является пере-
носом условий M1, M2, M3 на двумерное случайное блуждание
c коррелированными компонентами. Пусть

{
Sn

}
– двумерное слу-

чайное блуждание, X =
(
X(1), X(2)

)
– случайный вектор, имеющий

то же распределение, что и шаг блуждания
{
Sn

}
. Пусть также

ρ = corr
(
X(1), X(2)

)
, p =

π

arccos(−ρ)
.

Будем говорить, что двумерное случайное блуждание
{
Sn

}
удовле-

творяет условию (C), если его шаг удовлетворяет условиям C1, C2,
C3:

C1) EX(1) = EX(2) = 0;

C2) E
∣∣X∣∣2 ln (1 + ∣∣X∣∣) <∞;

C3) если ρ < 0, то E
∣∣X∣∣p <∞.

Отметим, что в предположениях теоремы 1 сопровождающее блуж-
дание ПВПСС удовлетворяет условию (C).
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3.4. Асимптотика вероятности положительности случайно-
го блуждания с коррелированными компонентами шага.
Пусть случайный вектор X =

(
X(1), X(2)

)
– шаг двумерного слу-

чайного блуждания
{
Sn

}
, причем EX(1) = EX(2) = 0; E

(
X(1)

)2
=

σ2
1; E

(
X(2)

)2
= σ2

2; corr
(
X(1), X(2)

)
= ρ ∈ (−1, 1). В этом случае

компоненты шага блуждания, вообще говоря, не являются некор-
релированными. Однако, мы можем линейной заменой перейти к
новому конусу и блужданию так, что для последнего уже будет
выполнено условие M2. Положим

M :=
1√

1− ρ2

(
cosφ/σ1 − sinφ/σ2
− sinφ/σ1 cosφ/σ2

)
, sin 2φ = ρ. (15)

Тогда векторMX имеет единичную ковариационную матрицу. Сле-
дующая теорема получается применением теорем 2, 3 к преобразо-
ванному посредством матрицы M случайному блужданию.

Теорема 4. Пусть K = R+ ×R+, а двумерное случайное блужда-
ние

{
Sn

}
удовлетворяет условию (C). Пусть τ(x) – время выхода

случайного блуждания с начальной точкой x из конуса K, то есть
случайная величина, определенная равенством (11). Тогда справед-
ливы следующие соотношения.

(1) Равномерно по таким векторам x ∈ K, что |x| ≤
√
n/ lnn,

выполнено асимптотическое соотношение

P (τ(x) > n) ∼ κV (Mx)

np/2
, n→ ∞, (16)

где κ – положительный параметр, который не зависит от
x.

(2) Существуют такие положительное число C и вектор x0 ∈
MK, что для всякого x ∈ K имеет место неравенство

P (τ(x) > n) ≤ C
u (Mx+ x0)

np/2
. (17)

Здесь функция V при x ∈ K определяется равенством

V (Mx) := lim
n→∞

Eu
(
M
(
x+ Sn

))
I {τ(x) > n} . (18)

Кроме того:
• для всякого вектора x ∈ K и для всякого натурального чис-

ла n
V (Mx) = EV

(
M
(
x+ Sn

))
I {τ(x) > n} ; (19)

• имеет место асимптотическое соотношение

V (Mx) ∼ u(Mx), dist (x, ∂K) → ∞. (20)
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Всюду ниже вектор x0 будет обозначать параметр из неравен-
ства (17); K будет обозначать первый квадрант R+ × R+; τ(x) –
время выхода случайного блуждания с начальной точкой x из пер-
вого квадранта K. Функции V и u соответствуют определенным в
подразделе 3.3 функциям V̂ и u для конуса MK.

Следствие 1. Если векторы x, y ∈ K таковы, что x ≤ y, то
имеет место неравенство

V (Mx) ≤ V (My) . (21)

Доказательство. Заметим, что если x ≤ y, то для каждого нату-
рального n имеет место неравенство mn (x) ≤ mn (y), где функ-
ция mn определена равенством (12). Отсюда, воспользовавшись
асимптотическим соотношением (16), получим требуемое неравен-
ство. □

Следствие 2. Существует такой параметр C, что для всякого
вектора x ∈ K выполнено неравенство

V (Mx) ≤ Cu(Mx+ x0). (22)

Доказательство теоремы 4. Положим φ := 1/2 arcsin ρ ∈ (−π/4, π/4) .
Нетрудно проверить, что образ MK конуса K = R+×R+ при отоб-
ражении M устроен так, как изображено на рисунке 1.

Рис. 1. Образ первой четверти про отображении M

Замечание 2. Принимая во внимание рисунок 1 и пример 1, по-
лучаем следующее представление для параметра p, определенного
равенством (7):

p =
π

arccos (−ρ)
.
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В частности, в представляющем для нас наибольший интерес слу-
чае ρ ∈ (0, 1) параметр p принадлежит интервалу (1, 2).

Справедливость условия G1 для конусаMK ясна из рисунка 1. В
примере 1 получены выражения для собственной функции операто-
ра Лапласа-Бельтрами, соответствующей наименьшему собствен-
ному значению, и для параметра p. Явное выражение (10) для
функции g1 позволяет проверить выполнение условий G2 и G3 для
конуса MK. Более точно, справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Для всякого числа ρ ∈ (−1, 1) существуют та-
кие положительные параметры C1, C2, что для всякого вектора
x ∈MK выполнены неравенства

C1dist (x, ∂MK) ≤ |x| g1
(
x

|x|

)
≤ C2dist (x, ∂MK) .

Доказательство утверждения 1. Запишем x ∈MK в виде r (cos t, sin t),
где t ∈ (−φ, π/2 + φ), r > 0, то есть t и r – полярный угол и радиус
соответственно. Если x2 ≤ x1, то выполнено равенство

dist (x, ∂MK) = r sin (φ+ t) ,

так как dist (x, ∂MK) – длина катета, противолежащего углу вели-
чины φ+ t в прямоугольном треугольнике с гипотенузой длины r.
Если φ /∈ {−π/4 + π/(8k), k ∈ N}, то имеет место равенство

|x| g1
(
x

|x|

)
= r

sin (p(φ+ t))

cos pφ
.

Положим

h(t) :=
sin (p(φ+ t))

sin (φ+ t) cos pφ
, t ∈ (−φ, π/4).

Так как справедливы равенства

lim
t→−φ+0

h(t) =
p

cos (pφ)
, lim

t→π/4−0
h(t) =

sin (p(π/4 + φ))

sin (π/4 + φ) cos (pφ)
<∞,

то доопределенная должным образом функция h непрерывна на
[−φ, π/4] и, следовательно, ограничена. Кроме того, так как h(t) >
0 при t ∈ [−φ, π/4], то ограничивающую ее снизу константу можно
взять положительной.

Рассмотрим случай φ = −π/4 + π/(8k) для некоторого k ∈ N.
Тогда

|x| g1
(
x

|x|

)
= (−1)kr cos (4kt).
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Имеют место равенства

lim
t→−φ+0

(−1)k cos (4kt)

sin (φ+ t)
= 4k,

lim
t→π/4−0

(−1)k cos (4kt)

sin (φ+ t)
=

1

sin(φ+ π/4)
<∞.

Таким образом, функция

h(t) :=
(−1)k cos (4kt)

sin (φ+ t)
> 0, t ∈ (−φ, π/4) ,

доопределенная в точках −φ, π/4 своими предельными значения-
ми, ограничена и положительна на множестве [−φ, π/4]. Итак, мы
показали, что при x2 ≤ x1 найдутся требуемые параметры C1, C2.
В силу симметрии (см. рисунок 1) требуемые константы найдутся
и при x2 > x1. □

Как следует из утверждения 1, для конуса MK выполнены усло-
вия G2 и G3. Таким образом, выполнена вся группа условий G.
Для случайного блуждания

{
MSn

}
условия M1 и M2 выполнены

по определению матрицы M . Проверим выполнение условия M3.

Утверждение 2. Если вектор z ∈ K, то справедливы неравен-
ства

|Mz| ≥ |z|
∥M−1∥

; (23)

dist (z, ∂K) ≤ ∥M−1∥dist (Mz, ∂MK) . (24)

Доказательство утверждения 2. Неравенство (23) следует из опре-
деления операторной нормы. Более точно, для всякого z ∈ K спра-
ведливо неравенство |M−1Mz| ≤ ∥M−1∥|Mz|.Неравенство (24) так-
же вытекает из определения операторной нормы:

dist(z, ∂K) = inf
y∈∂K

|z − y| = inf
y∈∂K

∣∣M−1(Mz −My)
∣∣ ≤

≤ ∥M−1∥ inf
y∈∂K

|Mz −My| ≤ ∥M−1∥dist (Mz,M∂K) =

= ∥M−1∥dist (Mz, ∂MK) .

□

Утверждение 3. Пусть X – двумерный случайный вектор. Тогда
условия

E
∣∣X∣∣2 ln (1 + ∣∣X∣∣) <∞, E

∣∣MX
∣∣2 ln (1 + ∣∣MX

∣∣) <∞
эквивалентны.
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Доказательство утверждения 3. Утверждение немедленно выте-
кает из неравенства (23) и того факта, что при a > 0, x ≥ 0 спра-
ведливы соотношения

min{a, 1} ln (1 + x) ≤ ln(1 + ax) ≤ max{a, 1} ln(1 + x).

□

Из утверждения 3 следует выполнение условия M3 для случай-
ного блуждания

{
MSn

}
. Итак, объединив теоремы 2, 3 и утвер-

ждения 1, 3, получим теорему 4. □

В дальнейшем нам потребуется еще одна оценка для функции u.

Утверждение 4. Для всякого вектора y из замыкания множе-
ства MK и всякого положительного числа δ существует такой
параметр C = C (y, δ), что для всякого x ∈ MK неравенство
dist (x, ∂MK) > δ влечет неравенство

u (x+ y) ≤ Cu (x) . (25)

При этом параметр C(y, δ) может быть выбран так, что

C(y, δ) = C̃

(
1 + ∥M∥

∥∥M−1
∥∥ |y|
δ

)p−1(
1 +

dist (y, ∂MK)

δ

)
≤

≤ C̃

(
1 +

∥M∥∥M−1∥
δ

)p

max (|y|p, 1) ,

где C̃ не зависит ни от y, ни от δ.

Доказательство. Зафиксируем y ∈MK и δ > 0. В силу неравенств
(23), (24) при z ∈MK справедлива оценка

dist (z, ∂MK) ≤ ∥M∥∥M−1∥ |z| .
Отсюда в силу неравенств (13), (14) и предположения dist (x, ∂MK) >
δ следуют соотношения

u (x+ y) ≤ C1 |x+ y|p−1 dist (x+ y, ∂MK) ≤

≤ C1|x|p−1dist(x, ∂MK)

(
1 + ∥M∥∥M−1∥|y|

δ

)p−1(
1 +

dist(y, ∂MK)

dist(x, ∂MK)

)
≤

≤ C̃

(
1 + ∥M∥∥M−1∥|y|

δ

)p−1(
1 +

dist (y, ∂MK)

δ

)
u(x) = C(y, δ)u(x).

Таким образом, справедлива оценка

C (y, δ) ≤ C̃

(
1 + ∥M∥∥M−1∥|y|

δ

)p

≤ C̃

(
1 +

∥M∥∥M−1∥
δ

)p

max (|y|p, 1) .
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Из непрерывности функций u и C(·, δ) на замыкании множества
MK следует справедливость неравенства (25) для всех y из замы-
кания множества MK. □

4 Условная мера для двумерных блужданий,
лежащих в первом квадранте

Для доказательства теоремы 1 важную роль играет возможность
описывать вероятность невырождения процесса {Zn} и траекто-
рию сопровождающего блуждания при условии положительности
последнего. Для этих целей в одномерном случае (то есть для вет-
вящегося процесса в случайной среде) используется так называе-
мая P+ мера (см., например, книгу [10], глава 5.2) Отметим, что
бо́льшая часть настоящего раздела близка по содержанию к пре-
принту [9].

Всюду ниже K = R+ × R+, X – случайный вектор, имеющий то
же распределение, что и шаги двумерного случайного блуждания{
Sn

}
. Пусть существует функция φ : R2 → R, удовлетворяющая

следующим условиям:
H1. φ (x) > 0 при x ∈ K;
H2. φ (x) = 0 при x /∈ K;
H3. Eφ

(
x+X

)
= Eφ

(
x+X

)
I{x+X ∈ K} = φ (x) .

Тогда для всякого числа n ∈ N и всякого вектора x ∈ K выражение

P+
n,x(A) := E

φ
(
x+ Sn

)
φ (x)

I{Sj + x > 0, j ≤ n}IA

задает вероятностную меру на σ-алгебре

Fn = σ
(
Π

(1)
1 ,Π

(2)
1 , . . . ,Π(1)

n ,Π(2)
n

)
,

где Π
(k)
i при каждом натуральном i и каждом k = 1, 2 – последова-

тельность случайных величин из определения среды f (см. равен-
ство (1)). Система мер {P+

n,x} при фиксированном векторе x = x
согласована и, следовательно, может быть продолжена до некото-
рой меры P+

x на F = σ
(
Π

(1)
n ,Π

(2)
n ; n ∈ N

)
.

Замечание 3. Из определения меры P+
x следует, что если собы-

тие A, принадлежащее σ-алгебре Fk при некотором k, таково, что
P(A) = 0, то P+

x (A) = 0. Иными словами, мера P+
x является абсо-

лютно непрерывной относительно меры P на каждой из σ-алгебр
Fk, k ∈ N.
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Положим φ(x) := V (Mx)I{x1 > 0, x2 > 0}, где x = (x1, x2) ∈ R2,
а функция V определяется выражением (18). При таком выборе φ
условие H1 может нарушаться для некоторых векторов x, посколь-
ку V (Mx) может обращаться в ноль. Однако в силу соотношения
(20) и положительности функции u условие H1 будет имеет место
для всех векторов x, достаточно удаленных от границы квадранта
K. Мы будем определять меру P+

x только для векторов x, лежащих
в множестве

XV := {y ∈ K : V (My) ̸= 0} .
Докажем аналог леммы 5.2 из книги [10] для рассматриваемого
нами двумерного случая.

Теорема 5. Пусть x ∈ XV . Предположим, что для последова-
тельности случайных величин {Yk} выполнены следующие усло-
вия:

1) случайная величина Yk является Fk-измеримой при всяком
натуральном k;

2) последовательность {Yn} имеет предел Y∞ п.н. по мере
P+

x ;
3) существует такая положительная константа C, что |Yk| ≤

C для всякого k ∈ N.
Тогда справедливо равенство

lim
n→∞

E (Yn | τ(x) > n) = E+
xY∞.

Доказательство. Зафиксируем натуральные числа n > k и вектор
x ∈ XV . Имеют место равенства

E (Yk|τ (x) > n) =
EYkI{τ (x) > n}

mn (x)
=

=
E
[
YkI{τ (x) > k}E

(
I{Sj + x > 0, j ∈ (k, n]} | Fk

)]
mn (x)

=

=
E
[
YkI{τ (x) > k}mn−k

(
Sk + x

)]
mn (x)

.

Перепишем асимптотическое соотношение (16) в терминах mn:

mn(x) ∼
κV (Mx)

np/2
, n→ ∞.

Таким образом, на событии
{
Sk + x > 0

}
имеет место поточечная

сходимость:
mn−k

(
Sk + x

)
mn(x)

→
V
(
M
(
Sk + x

))
V (Mx)

, n→ ∞.
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Кроме того, в силу неравенств (9), (17), равномерной ограниченно-
сти последовательности {Yk} и асимптотического соотношения (16)
имеем неравенства∣∣∣∣∣YkI{τ(x) > k}mn−k

(
Sk + x

)
mn(x)

∣∣∣∣∣ ≤ C
mn−k

(
Sk + x

)
mn(x)

≤

≤ C1

∣∣M (
Sk + x

)
+ x0

∣∣p
V (Mx)

.

В силу неравенств треугольника и Минковского при всяком нату-
ральном k имеет место оценка

(
E
∣∣M (

Sk + x
)
+ x0

∣∣p)1/p ≤ (E ∣∣MSk

∣∣p)1/p + |Mx|+ |x0| ≤

≤ k∥M∥
(
E
∣∣X∣∣p)1/p + |Mx|+ |x0| <∞,

(26)

где X – случайный вектор, распределенный так же, как шаг блуж-
дания

{
Sn

}
. Таким образом, по теореме Лебега о мажорируемой

сходимости имеет место соотношение

lim
n→∞

E (Yk|τ(x) > n) = EYk
V
(
M
(
Sk + x

))
V (Mx)

I{τ(x) > k} = E+
xYk.

(27)
Покажем, что для всякого q ∈ (1,+∞) имеет место равенство

lim
k→∞

lim
n→∞

E
(
|Yn − Yk| I{M

(
Sn + x

)
∈ KL}

∣∣ τ(x) > qn
)
= 0. (28)

Введем обозначение d(y) := dist(y, ∂MK) для векторов y ∈ MK.
В силу неравенства (25) и асимптотического соотношения (20) су-
ществует такое положительное число L, что неравенство d(y) ≥ L
влечет оценку

u (y + x0)

V (y)
≤ C2u(y)

V (y)
≤ 2C2 =: C3, (29)

где параметр C3 не зависит от вектора y. Зафиксируем число L и
введем обозначения KL := {y ∈ MK : d(y) ≥ L}, UL := MK\KL.
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Для достаточно больших n в силу неравенства (17) и асимптотиче-
ского соотношения (16) справедлива цепочка соотношений

E
(
|Yn − Yk| I

{
M
(
Sn + x

)
∈ KL

}∣∣ τ(x) > qn
)
=

=
1

mqn(x)
E
[
|Yn − Yk|mqn−n(Sn + x)I

{
τ(x) > n,M

(
Sn + x

)
∈ KL

}]
≤

≤ C4

(
q

q − 1

)p/2

E+
x

[
|Yn − Yk| I

{
M
(
Sn + x

)
∈ KL

} u (M (
Sn + x

)
+ x0

)
V
(
M
(
Sn + x

)) ]
.

(30)

В силу неравенства (29) на событии
{
M
(
Sn + x

)
∈ KL

}
справед-

лива оценка
u
(
M
(
Sn + x

)
+ x0

)
V
(
M
(
Sn + x

)) ≤ C3.

Из последней оценки и соотношения (30) следует неравенство

E
(
|Yn − Yk| I{M

(
Sn + x

)
∈ KL}

∣∣ τ(x) > qn
)
≤ C3C4E

+
x |Yn − Yk| .

В силу равномерной ограниченности и сходимости п.н. по мере
P+

x последовательности {Yk} получаем соотношения

lim
n→∞

E+
x |Yn − Yk| = E+

x |Y∞ − Yk|, lim
k→∞

E+
x |Y∞ − Yk| = 0.

Таким образом, имеем оценку

lim
k→∞

lim
n→∞

E
(
|Yn − Yk| I{M

(
Sn + x

)
∈ KL}

∣∣ τ(x) > qn
)
≤

≤ C3C4 lim
k→∞

lim
n→∞

E+
x |Yn − Yk| = 0.

Соотношение (28) доказано.
Покажем, что для всякого q ∈ (1,+∞) и всякого k ∈ N справед-

ливо равенство

lim
n→∞

E
(
|Yn − Yk| I

{
M
(
Sn + x

)
∈ UL

}∣∣ τ(x) > qn
)
= 0. (31)

Пусть z ∈M−1UL, тогда из неравенства (24) следует оценка dist(z, ∂K) ≤
∥M−1∥L. Положим

T := ∥M−1∥L+ 1, DL := {z ∈ K : dist(z, ∂K) < T} ,
A1 := {z ∈ K : z1 ≥ z2}, A2 := A1.

Таким образом, имеет место включение M−1UL ⊆ DL. Так как
последовательность {Yk} равномерно ограничена величиной C, то
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cправедливо неравенство

E
(
|Yn − Yk| I{M

(
Sn + x

)
∈ UL, τ(x) > qn}

)
≤

≤ 2CP
(
τ(x) > qn, Sn + x ∈M−1UL

)
. (32)

Кроме того, справедлива оценка

P
(
τ(x) > qn, Sn + x ∈M−1UL

)
≤
∫
DL

P
(
τ(x) > qn, Sn + x ∈ dy

)
=

=

∫
DL

P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ dy

)
P (τ(y) > qn− n) .

Разобьем последний интеграл на слагаемые, соответствующие об-
ластям интегрирования DL ∩ Ai, i = 1, 2. При i = 1, 2 имеют место
оценки∫
DL∩Ai

P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ dy

)
P (τ(y) > qn− n) ≤

≤ P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ DL ∩ Ai

)
P
(
S
(3−i)
j > −T, j ≤ qn− n

)
≤

≤ P (τ(x) > n)P
(
S
(3−i)
j > −T, j ≤ qn− n

)
.

Отсюда, принимая во внимание неравенство (32), получаем, что
имеет место соотношение

E
(
|Yn − Yk| I

{
M(Sn + x) ∈ UL, τ(x) > qn

})
≤

≤ 2CP (τ(x) > n)
2∑

i=1

P
(
S
(i)
j > −T, j ≤ qn− n

)
.

Таким образом, (31) вытекает из соотношений

lim
n→∞

P (τ(x) > n)

P (τ(x) > qn)
= qp/2, lim

n→∞
P
(
S
(i)
j > −T, j ≤ qn− n

)
= 0, i = 1, 2.

Из (28) и (31) получаем для всякого числа q ∈ (1,+∞) предель-
ное соотношение

lim
k→∞

lim
n→∞

|E (Yn − Yk| τ(x) > qn)| = 0. (33)
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Зафиксируем число q > 1, а также натуральные k < n. Дважды
применив неравенство треугольника, получим оценку

mn(x)
∣∣E (Yn | τ(x) > n)− E+

xY∞
∣∣ ≤

≤
∣∣EYnI {τ(x) > qn} −P (τ(x) > qn)E+

xY∞
∣∣+

+ |EYnI{n < τ(x) ≤ qn}|+P (n < τ(x) ≤ qn)
∣∣E+

xY∞
∣∣ . (34)

Имеет место неравенство∣∣EYnI {τ(x) > qn} −P (τ(x) > qn)E+
xY∞

∣∣ ≤
≤ mqn(x) |E (Yn − Yk| τ(x) > qn)|+mqn(x) |E (Yk| τ(x) > qn)− E+

xY∞
∣∣ .

Отсюда, приняв во внимание пределы (27), (33), получаем, что

lim
n→∞

1

mn(x)

∣∣EYnI {τ(x) > qn} −P (τ(x) > qn)E+
xY∞

∣∣ ≤
≤ lim

k→∞
lim
n→∞

mqn(x)

mn(x)
|E (Yn − Yk| τ(x) > qn)|+

+ lim
k→∞

lim
n→∞

mqn(x)

mn(x)
|E (Yk| τ(x) > qn)− E+

xY∞
∣∣ = 0.

Таким образом, справедливо соотношение

lim
n→∞

1

mn(x)

∣∣EYnI {τ(x) > qn} −P (τ(x) > qn)E+
xY∞

∣∣ = 0. (35)

Имеют место неравенства

|EYnI{n < τ(x) ≤ qn}| ≤ CP (n < τ(x) ≤ qn) ,
∣∣E+

xY∞
∣∣ ≤ 2C.

(36)

Заметим, что

lim
n→∞

P (n < τ(x) ≤ qn)

mn(x)
= lim

n→∞

(
1− mqn(x)

mn(x)

)
= 1− q−p/2.

Отсюда и из (34), (35), (36) следует, что для всякого числа q > 1
имеет место неравенство

lim
n→∞

∣∣E (Yn | τ(x) > n)− E+
x Y∞

∣∣ ≤ 3C
(
1− q−p/2

)
.

Переход в последнем неравенстве к пределу при q ↓ 1 завершает
доказательство теоремы 5. □
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5 Доказательство теоремы 1
Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие вспо-

могательные утверждения.

Лемма 1. Пусть числовые последовательности {an}n∈N, {δn,m}n,m∈N,
{bn,m}n,m∈N таковы, что an = δn,m + bn,m при всех натуральных n,
m. Пусть также выполнены условия:

1) δn,m ≥ 0, bn,m ≥ 0 при всех натуральных n и m;
2) lim

m→∞
lim
n→∞

δn,m = 0;

3) для всякого натурального m существует конечный предел

lim
n→∞

bn,m =: bm.

Тогда существуют, конечны и равны пределы lim
n→∞

an =: a, lim
m→∞

bm.

При этом если bm > 0 для некоторого натурального m, то a > 0.

Лемма 2. Пусть
{
Zn

}
– ПВПСС, сопровождающее блуждание

которой удовлетворяет условию (C). Тогда для всякого положи-
тельного числа ε существует такое положительное число T , что
при всех t > T имеет место неравенство

P
(
Zn > 0, τ(t) ≤ n

)
≤ ε

np/2
,

где t = (t, t).

Лемма 3. В условиях теоремы 1 для всякого вектора x ∈ XV

cуществует конечный положительный предел

lim
n→∞

P
(
Zn > 0 |τ(x) > n

)
=: υ(x).

Для удобства читателя доказательства лемм 1, 2, 3 вынесены в
раздел 6, чтобы не загромождать линию доказательства основной
теоремы техническими деталями.

Доказательство теоремы 1. Выберем диагональный вектор t =
(t, t) столь большим, чтобы имело место неравенство V

(
Mt
)
> 0.

Положим
δn(t) = np/2P

(
Zn > 0, τ(t) ≤ n

)
;

bn(t) = P
(
Zn > 0|τ(t) > n

)
· np/2P(τ(t) > n).

В силу леммы 2 для всякого ε > 0 найдется такой положитель-
ный параметр t0, что для всякого t > t0 имеет место неравенство
lim
n→∞

δn(t) < ε. Отсюда следует, что

lim
t→∞

lim
n→∞

δn(t) = 0.
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В силу асимптотического соотношения (16) и леммы 3 существует
предел

lim
n→∞

bn(t) = κυ(t)V
(
Mt
)
=: b(t).

Для достаточно больших t функция b(t) положительна. Используя
представление

np/2P
(
Zn > 0

)
= δn(t) + bn(t)

и лемму 1, заключаем, что существует конечный положительный
предел

lim
n→∞

np/2P
(
Zn > 0

)
.

Теорема 1 доказана. □

6 Вспомогательные утверждения

6.1. Доказательства лемм 1 и 2.

Доказательство леммы 1. Отметим, что верхний предел последо-
вательности {an} не может быть равен +∞. Действительно, най-
дется такое натуральное число m, что limn→∞ δn,m < +∞, тогда

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

δn,m + lim
n→∞

bn,m = lim
n→∞

δn,m + bm < +∞.

Поскольку δn,m ≥ 0 при всех натуральных n и m, то для всякого
натурального m имеем:

bm ≤ lim
n→∞

an.

Отсюда следует, что верхний предел последовательности {bm} обя-
зан быть конечным. Из последнего неравенства также следует, что
если найдется такой номер m, что bm > 0, то нижний предел по-
следовательности {an} положителен. Кроме того, имеют место со-
отношения:

lim
m→∞

bm ≤ lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

an ≤ lim
m→∞

lim
n→∞

δn,m + lim
m→∞

bm = lim
m→∞

bm.

Отсюда следуют равенства:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = lim
m→∞

bm = lim
m→∞

bm.

□

Доказательство леммы 2. Нам потребуется следующее неравен-
ство (см., например, [11], стр. 161)

Pf

(
Z(i)

n > 0
)
≤ exp

(
min
0≤j≤n

S
(i)
j

)
, i = 1, 2. (37)
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Таким образом, за слишком большой “спуск вниз” сопровождаю-
щего блуждания ПВПСС {Zn} “расплачивается” экспоненциально
малой вероятностью невырождения при условии среды. Блужда-
нию “невыгодно” спускаться и по первой, и по второй координате.

Зафиксируем натуральное число n ∈ N и вектор t = (t, t) ∈ K.
Заметим, что система событий{

τ
(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n, m ∈ N

}
образует разбиение события

{
τ(t) ≤ n

}
. Таким образом, имеет ме-

сто представление

P
(
Zn > 0, τ(t) ≤ n

)
=

∞∑
m=1

P
(
Zn > 0, τ

(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

)
.

(38)
В силу свойств условного математического ожидания для всякого
m ∈ N справедливы равенства

P
(
Zn > 0, τ

(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

)
=

= EEfI
{
Zn > 0, τ

(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

}
=

= E
[
Pf

(
Zn > 0

)
I
{
τ
(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

}]
.

В силу неравенства (37)

Pf

(
Zn > 0

)
= Pf

(
Z(1)

n > 0
)
Pf

(
Z(2)

n > 0
)
≤ exp

(
min
j ≤ n

S
(1)
j + min

j ≤ n
S
(2)
j

)
.

Следовательно, для всякого натурального m справедливы соотно-
шения

P
(
Zn > 0, τ

(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

)
=

= E
[
Pf

(
Zn > 0

)
I
{
τ
(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

}]
≤

≤ E exp

(
min
j ≤ n

S
(1)
j + min

j ≤ n
S
(2)
j

)
I
{
τ
(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

}
≤

≤ exp(−mt)P
(
τ
(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

)
≤

≤ exp(−mt)P
(
τ
(
(m+ 1) t

)
> n

)
.

Итак, имеет место неравенство

P
(
Zn > 0, τ

(
(m+ 1) t

)
> n, τ

(
mt
)
≤ n

)
≤

≤ exp(−mt)P
(
τ
(
(m+ 1) t

)
> n

)
. (39)

В силу неравенств (9) и (17) справедлива оценка

P
(
τ
(
(m+ 1) t

)
> n

)
≤ C

u
(
(m+ 1)Mt+ x0

)
np/2

≤ Ĉ
(m+ 1)p tp

np/2
. (40)
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Отметим, что функция e−ttp монотонно убывает при t > p. Пусть
t ≥ T > p. Тогда для всякого натурального числа m

e−mttp ≤ e−mTTm.

Отсюда, принимая во внимание равенство (38) и неравенства
(39), (40), выводим, что при t ≥ T > p

P
(
Zn > 0, τ(t) ≤ n

)
≤ Ĉ

T pe−T

np/2

∞∑
m=0

e−mT (m+ 2)p ≤

≤ Ĉ
T pe−T

np/2

∞∑
m=0

e−mp (m+ 2)p .

Ряд в правой части неравенства сходится по признаку Коши. За-
фиксируем ε > 0, выберем T столь большим, чтобы имело место
неравенство

ĈT pexp (−T )
∞∑

m=0

e−mp (m+ 2)p < ε.

Лемма 2 доказана. □

Замечание 4. Легко видеть, что в лемме 2 по существу не исполь-
зуется двумерность процесса

{
Zn

}
. Таким образом, доказательство

остается без изменений для группы из N процессов в общей слу-
чайной среде (для произвольного натурального N), если считать,
что матрица M такова, что MX имеет единичную матрицу кова-
риации, где X имеет то же распределение, что и шаг случайного
сопровождающего блуждания.

6.2. Вспомогательные факты о случайных блужданиях.
Доказательство леммы 3 значительно более сложно, чем доказа-
тельства лемм 1 и 2. Нам понадобится ряд вспомогательных утвер-
ждений.

Утверждение 5. Пусть {Sn} – случайное блуждание с шагами
Xj, EXj = 0, EX2

j = σ2 ∈ (0,+∞). Тогда для всякого положитель-
ного α существует такой вещественный параметр C, что для
всякого достаточно большого натурального n справедливо нера-
венство

P (Sj < α lnn, j ≤ n) ≤ C lnn√
n
.

Доказательство. См. книгу [10] (Lemma 4.4, стр. 81). □
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Утверждение 6 (Неравенство концентрации). Пусть {Sn} –
случайное блуждание с шагами, имеющими нулевое среднее и ко-
нечную отличную от нуля дисперсию. Тогда существует такое
положительное число C, что для всякого положительного ∆ най-
дется такой номер N , что при всех натуральных n > N справед-
ливо неравенство

sup
x∈R

P (Sn ∈ [x, x+∆)) ≤ C∆√
n
. (41)

Доказательство. Cм., например, книгу [12] (глава 3, теорема 9,
стр. 66). □

6.2.1. Нахождение блуждания вне большого квадрата. Це-
лью настоящего подраздела является доказательство факта, за-
ключающегося в том, что с большой вероятностью по мере P+ при
больших номерах T сопровождающее блуждание ST должно по-
пасть в множество вида

√
TD, где D является отделенным от гра-

ницы квадранта K достаточно большим компактом. Более точно,
мы докажем следующую лемму, в которой, фактически, локализу-
ем положение случайного блуждания при условии положительно-
сти.

Лемма 4. Пусть случайное блуждание
{
Sn

}
удовлетворяет усло-

вию (C), компоненты шага блуждания имеют положительный
коэффициент корреляции ρ ∈ (0, 1). Тогда для всякого ε > 0 суще-
ствует такой квадрат D = [δ, A]× [δ, A], что для любого вектора
x ∈ XV имеет место неравенство

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x /∈

√
TD
)
≤ ε

u (x0 +Mx)

V (Mx)
. (42)

Доказательство леммы 4. Доказательство предварим следующим
утверждением.

Утверждение 7. Существует такой вещественный параметр
C, что для всех натуральных T и x ∈ K выполнено неравенство

E [τ(x) ∧ T ] ≤ CT 1−p/2u (x0 +Mx) . (43)
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Доказательство. Действительно, воспользовавшись неравенством
(17), получим искомую оценку

E [τ(x) ∧ T ] =
+∞∑
k=0

P (τ(x) ∧ T > k) =
T−1∑
k=0

P (τ(x) > k) ≤

≤ 1 + Cu (x0 +Mx)
T−1∑
k=1

1

kp/2
≤ ĈT 1−p/2u (x0 +Mx) .

□

Зафиксируем x ∈ XV . Положим при всех положительных δ < A
и при всех натуральных T

F :=
{
z ∈ K : |z| ≥ A

√
T
}
, D := [δ, A]× [δ, A],

U :=
{
z ∈ K : |z| ≤ A

√
T , dist (z, ∂K) < δ

√
T
}
.

Заметим, что имеет место включение R2\
√
TD ⊆ F ∪ U. Таким

образом, справедливо неравенство

P+
x

(
ST + x /∈

√
TD
)
≤ P+

x

(
ST + x ∈ U

)
+P+

x

(
ST + x ∈ F

)
. (44)

Отметим, что ST + x ≤ A
√
T =

√
T (A,A), если ST + x ∈ U . Следо-

вательно, имеет место оценка

V (Mx)P+
x

(
ST + x ∈ U

)
≤ V

(√
TMA

)
P
(
τ(x) > T, ST + x ∈ U

)
.

(45)

Не ограничивая общности будем считать, что A > 1. В силу нера-
венства (17) и асимптотического соотношения (16) справедлива це-
почка неравенств

V
(√

TMA
)
≤ C1u

(
x0 +

√
TMA

)
≤ C2

∣∣∣Rx0 +√
TMA

∣∣∣p ≤
≤ C2∥M∥ (2T )p/2Ap

∣∣∣∣∣1 + x0√
T
∣∣MA

∣∣
∣∣∣∣∣
p

≤

≤ C3T
p/2Ap

∣∣∣∣1 + ∥∥M−1
∥∥ x0√

2

∣∣∣∣p = C4T
p/2Ap, (46)

где параметр C4 не зависит ни от T , ни от A. Положим

Γi :=
{
z = (z1, z2) ∈ K : zi ≤ δ

√
T
}
, i = 1, 2.
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Фиксируем i ∈ {1, 2}. Справедливы соотношения

P
(
τ(x) > T, ST + x ∈ Γi

)
≤

≤
+∞∫

−x1

+∞∫
−x2

P
(
Sj + x > 0, j ≤ T/2, ST/2 + x ∈ dw

)
×

×P
(
Sj + w > 0, j ≤ T/2, S

(i)
T + wi ∈

(
0, δ

√
T
))

≤

≤
+∞∫

−x1

+∞∫
−x2

P
(
Sj + x > 0, j ≤ T/2, ST/2 + x ∈ dw

)
×

×P
(
S
(i)
T + wi ∈

(
0, δ

√
T
))

.

(47)

В силу неравенства концентрации (41) имеем оценку

P
(
S
(i)
T + wi ∈

(
0, δ

√
T
))

≤
[δ
√
T ]+1∑

k=1

P
(
S
(i)
T + wi ∈ [k, k − 1)

)
≤

≤ C
δ
√
T + 1√
T

= Cδ +
C√
T
.

Отсюда, приняв во внимание неравенства (17) и (47), получаем со-
отношение

P
(
τ(x) > T, ST + x ∈ Γi

)
≤ C5

u (x0 +Mx)

T p/2

(
δ +

1√
T

)
.

Отсюда и из неравенств (45), (46) имеем оценку

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈ U

)
≤

≤ lim
T→∞

2∑
i=1

V
(√

TMA
)

V (Mx)
P
(
τ(x) > T, ST + x ∈ Γi

)
≤

≤ 2C4C5
u (x0 +Mx)

V (Mx)
Apδ = C6

u (x0 +Mx)

V (Mx)
Apδ, (48)

где константа C6 не зависит ни от δ, ни от A.
Из неравенств (9) и (22) получаем соотношение

V (Mx)P+
x

(
ST + x ∈ F

)
≤

≤ C2E
∣∣x0 +M

(
ST + x

)∣∣p I {τ(x) > n, ST + x ∈ F
}
.
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При ST + x ∈ F выполнены неравенства

∣∣x0 +M
(
ST + x

)∣∣p ≤ ∥M∥
∣∣ST + x

∣∣p ∣∣∣∣∣ x0∣∣M (
ST + x

)∣∣ + 1

∣∣∣∣∣
p

≤

≤ ∥M∥
∣∣ST + x

∣∣p ∣∣∣∣∥M−1∥x0
A
√
T

+ 1

∣∣∣∣p ≤
≤ C7

∣∣ST + x
∣∣p ≤ C7

(
A
√
T
)p−2 ∣∣ST + x

∣∣2 ,
где последнее неравенство имеет место в силу того, что p < 2. Та-
ким образом, справедлива оценка

V (Mx)P+
x

(
ST + x ∈ F

)
≤

≤ C2C7

(
A
√
T
)p−2

E
∣∣ST + x

∣∣2 I {τ(x) > n, ST + x ∈ F
}
≤

≤ C8

(
A
√
T
)p−2

E
∣∣Sτ(x)∧T + x

∣∣2 . (49)

Заметим, что имеет место равенство

E
(∣∣Sn + x

∣∣2∣∣∣Fn−1

)
=
∣∣Sn−1 + x

∣∣2 + E
∣∣X∣∣2 , Fn = σ

(
Sj, j ≤ n

)
.

Следовательно, последовательность {χn(x) =
∣∣Sn + x

∣∣2 − nµ}n –
мартингал относительно фильтрации (Fn) при µ = E

∣∣X∣∣2. Кро-
ме того, τ(x) ∧ T – ограниченный марковский момент. Используя
теорему об остановке мартингала, заключаем, что

E
∣∣Sτ(x)∧T + x

∣∣2 = |x|2 + µE [τ(x) ∧ T ] . (50)

В силу утверждения 7 имеет место оценка

µE [τ(x) ∧ T ] ≤ CT 1−p/2u (x0 +Mx) .

Отсюда, вспоминая соотношения (49), (50), выводим, что

P+
x

(
ST + x ∈ F

)
≤ C9 |x|2

Ap−2T p/2−1

V (Mx)
+ C10A

p−2u (x0 +Mx)

V (Mx)
.

Следовательно,

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈ F

)
≤ C10A

p−2u (x0 +Mx)

V (Mx)
. (51)
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Наконец, из неравенств (44), (48), (51) получаем оценку

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x /∈

√
TD
)
≤

≤ lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈ U

)
+ lim

T→∞
P+

x

(
ST + x ∈ F

)
≤

≤ u (x0 +Mx)

V (Mx)

(
C6A

pδ + C10A
p−2
)
.

Зафиксируем ε > 0 и такое число A, что C10A
p−2 ≤ ε/2. Суще-

ствование такого A обеспечивается условием p < 2. Выберем такое
положительное число δ, для которого C6δA

p−1 ≤ ε/2. Тем самым,
мы зафиксировали квадрат D = [δ, A]× [δ, A], причем сделали это
так, что

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x /∈

√
TD
)
≤ ε

u (x0 +Mx)

V (Mx)
.

Лемма 4 доказана. □

6.2.2. Отделимость блуждания от границы квадранта.

Лемма 5. Пусть случайное блуждание
{
Sn

}
удовлетворяет усло-

вию (C), пусть также D ⊂ K – ограниченное измеримое множе-
ство, отделенное от границы конуса K, то есть δ := dist (D, ∂K) >
0. Тогда для всякого числа s ∈ (0, 1/2) и всякого вектора x ∈ XV

выполнено соотношение

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x /∈ UT,s

)
= 0,

где
UT,s =

{
x ∈ K : dist (x, ∂K) > T 1/2−s

}
. (52)

Доказательство. Зафиксируем множествоD, удовлетворяющее усло-
виям леммы 5, а также s ∈ (0, 1/2). В силу теоремы 5 для всякого
натурального T справедливо равенство

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x /∈ UT,s

)
=

= lim
n→∞

P
(
ST + x ∈

√
TD, ∃j ∈ (T, n] : Sj + x /∈ UT,s |τ(x) > n

)
.

Таким образом, для доказательства леммы достаточно показать,
что

lim
T→∞

lim
n→∞

P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD, ∃j ∈ (T, n] : Sj + x /∈ UT,s

)
mn(x)

= 0.
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Выберем T столь большим, чтобы было выполнено неравенство
dist

(√
TD, ∂K

)
> T 1/2−s. Используя свойства условного матема-

тического ожидания, имеем

P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD, ∃j ∈ (T, n] : Sj + x /∈ UT,s

)
=

= P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD
)
−

−P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD, Sj + x ∈ UT,s, j ∈ (T, n]

)
=

= EI{τ(x) > T}I{ST + x ∈
√
TD}×

×
(
mn−T

(
ST + x

)
−mn−T

(
ST + x− wT

))
,

где wT = T 1/2−s1, 1 := (1, 1), то есть wT +K = UT,s.
Применяя теорему Лебега о мажорируемой сходимости, заклю-

чаем, что

lim
n→∞

EI{τ(x) > T}I{ST + x ∈
√
TD}

mn−T

(
ST + x

)
mn(x)

=

= E+
x I{ST + x ∈

√
TD},

lim
n→∞

EI{τ(x) > T}I{ST + x ∈
√
TD}

mn−T

(
ST + x− wT

)
mn(x)

=

= E+
x I{ST + x ∈

√
TD}

V
(
M
(
ST + x− wT

))
V
(
M
(
ST + x

)) .

Существование интегрируемых мажорант, обосновывающих послед-
ние равенства, немедленно вытекает из рассуждений, приведенных
в доказательстве теоремы 5, см. неравенство (26). Таким образом,
справедливо представление

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x /∈ UT,s

)
=

= E+
x I{ST + x ∈

√
TD}

(
1−

V
(
M
(
ST + x− wT

))
V
(
M
(
ST + x

)) )
. (53)
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На событии
{
ST + x ∈

√
TD
}

из неравенств (23), (24) следуют со-
отношения∣∣M(ST + x)

∣∣ ≥ ∣∣ST + x
∣∣

∥M−1∥
≥ dist(ST + x, ∂K)

∥M−1∥
≥ δ

√
T

∥M−1∥
→ ∞, T → ∞,

|MwT |∣∣M (
ST + x

)∣∣ ≤ ∥M−1∥∥M∥
√
2 · T 1/2−s

δ
√
T

≤ ∥M−1∥∥M∥
√
2

δT s
→ 0, T → ∞,

dist
(
M
(
ST + x− wT

)
, ∂MK

)
≥ δ

√
T − T 1/2−s

∥M−1∥
→ ∞, T → ∞.

Отсюда, из равенства (8) и соотношения (20) выводим, что при
T → ∞
V
(
M
(
ST + x− wT

))
V
(
M
(
ST + x

)) ∼
g1
(
M
(
ST + x− wT

)
/|M(ST + x− wT )|

)
g1
(
M
(
ST + x

)
/|M(ST + x)|

) ,

(54)
где функция g1 задана равенством (10). При всех натуральных чис-
лах T и всех векторах x ∈ XV положим

AT (x) :=
M
(
ST + x− wT

)∣∣M (
ST + x− wT

)∣∣ , BT (x) :=
M
(
ST + x

)∣∣M (
ST + x

)∣∣ .
На событии

{
ST + x ∈

√
TD
}

справедлива оценка

∣∣AT (x)−BT (x)
∣∣ ≤ |MwT |∣∣M (

ST + x− wT

)∣∣+
+
∣∣M (

ST + x
)∣∣ ∣∣∣∣∣ 1∣∣M (

ST + x− wT

)∣∣ − 1∣∣M (
ST + x

)∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2 |MwT |∣∣M (
ST + x− wT

)∣∣ ≤ 2
√
2 ∥M∥ ∥M−1∥T 1/2−s

δ
√
T − T 1/2−s

, (55)

где правая часть стремится к нулю при T → ∞.
Функция g1 определена и непрерывна на множестве Σ, где Σ –

множество из определения 2 для K = R+ × R+. В силу того, что
непрерывная на компакте функция равномерно непрерывна, а так-
же в силу оценки (55) и ее равномерности по x, получаем, что для
всякого ε > 0 существует такое T0, что для всякого T > T0 и вся-
кого вектора x ∈ XV на событии

{
ST + x ∈

√
TD
}

имеет место
неравенство: ∣∣g1 (AT (x)

)
− g1

(
BT (x)

)∣∣ < ε.
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Так как множество D ограничено, то будем считать, что D ле-
жит в шаре радиуса r с центром в начале координат. Напомним,
что функция g1 обращается в ноль только на множестве ∂Σ (см.
замечание 1). При этом случайная величина BT (x) отделена от
границы ∂Σ. Действительно, для всякого вектора x на событии{
ST + x ∈

√
TD
}

имеют место неравенства

dist
(
BT (x) , ∂Σ

)
≥

dist
(
ST + x, ∂K

)
∥M−1∥

∣∣M (
ST + x

)∣∣ ≥
≥ δ

√
T

∥M−1∥∥M∥r
√
T

≥ δ

∥M−1∥∥M∥r
> 0.

Отделимость BT от границы ∂Σ означает, что существует число
θ > 0, что для всякого вектора x справедлива оценка g1

(
BT (x)

)
>

θ > 0. Следовательно, для всякого ε > 0 существует такое число
T0, что для T > T0 и вектора x на событии

{
ST + x ∈

√
TD
}

имеет
место неравенство ∣∣∣∣∣1− g1

(
AT (x)

)
g1
(
BT (x)

)∣∣∣∣∣ < ε.

Таким образом, для T > T0 на событии
{
ST + x ∈

√
TD
}

выпол-
нены неравенства∣∣∣∣∣1− V

(
M
(
ST + x− wT

))
V
(
M
(
ST + x

)) ∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣1− g1

(
AT (x)

)
g1
(
BT (x)

)∣∣∣∣∣+ ε
g1
(
AT (x)

)
g1
(
BT (x)

) ≤

≤ ε+ ε(1 + ε) = 2ε+ ε2.

Отсюда, вспоминая представление (53), получаем оценку

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x /∈ UT,s

)
≤

≤ E+
x I{ST + x ∈

√
TD}

∣∣∣∣∣1− V
(
M
(
ST + x− wT

))
V
(
M
(
ST + x

)) ∣∣∣∣∣ ≤
≤
(
2ε+ ε2

)
E+

x I{ST + x ∈
√
TD} ≤ 2ε+ ε2.

Таким образом, имеет место неравенство

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x /∈ UT,s

)
≤ 2ε+ ε2.

Для доказательства леммы 5 остается перейти в последнем соотно-
шении к пределу при ε ↓ 0. □
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Утверждение 8. Пусть случайное блуждание
{
Sn

}
удовлетво-

ряет условию (C). Тогда для всякого α > 0 существует такой
положительный параметр C = C(α), что для всякого достаточ-
но большого натурального n и всякого вектора x ∈ K выполнено
неравенство

P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ K\Kn,α

)
≤ C ln2 n

np/2+1
u (x0 +Mx) , (56)

где
Kn,α := {z ∈ K : dist (z, ∂K) > α lnn} . (57)

Доказательство. Положим A1 = {z ∈ K : z1 ≤ α lnn}, A2 = {z ∈
K : z2 ≤ α lnn}. Зафиксируем x ∈ K. Ясно, что

P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ K\Kn,α

)
≤

≤ P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ A1

)
+P

(
τ(x) > n, Sn + x ∈ A2

)
.

Положим V := (−∞, α lnn) × R. Заметим, что имеют место соот-
ношения

P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ A1

)
=

=

∫
K

∫
V

P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ A1, S[n/3] + x ∈ du, Sn − Sn−[n/3] ∈ dv

)
≤

≤
∫
K

α lnn∫
−∞

P
(
τ(x) > [n/3], S[n/3] + x ∈ du

)
×

×P
(
S
(1)
n−2[n/3] ∈ (−v1 − u1,−v1 − u1 + α lnn)

)
×

×P
(
S
(1)
j > v1 − α lnn, j ≤ [n/3], S

(1)
[n/3] ∈ dv1

)
=: I. (58)

В силу неравенства концентрации (41) имеем

P
(
S
(1)
n−2[n/3] ∈ (−v1 − u1,−v1 − u1 + α lnn)

)
≤ C1α lnn√

n
,

где C1 не зависит ни от u1, ни от v1. Отсюда вытекает неравенство

I ≤ C1α lnn√
n

P (τ(x) > [n/3])P
(
S
(1)
j > S

(1)
[n/3] − α lnn, j ≤ [n/3]

)
.

(59)
Положим

S̃j = S
(1)
[n/3] − S

(1)
[n/3]−j, j = 0, 1, . . . , [n/3].
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В силу утверждения 5 справедлива оценка

P
(
S
(1)
j > S

(1)
[n/3] − α lnn, j ≤ [n/3]

)
= P

(
S̃j < α lnn, j ≤ [n/3]

)
≤

≤ C2α lnn√
n

. (60)

Приняв во внимание неравенство (17), из соотношений (58), (59) и
(60) выводим оценку

P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ A1

)
≤ C ln2 n

np/2+1
u (x0 +Mx) .

Проводя те же рассуждения для множества A2, получаем требуе-
мое. □

Лемма 6. Пусть случайное блуждание
{
Sn

}
удовлетворяет усло-

вию (C), коэффициент корреляции компонент шага блуждания ρ
лежит в интервале (0, 1), D ⊂ K – ограниченное измеримое мно-
жество, dist (D, ∂K) > 0. Тогда для всякого числа α > 0 и всякого
вектора x ∈ XV справедливо равенство

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α

)
= 0,

где множества Kj,α при j ∈ N определены соотношением (57).

Доказательство. Зафиксируем x ∈ XV и множество D, удовлетво-
рящее условиям леммы 6. Для s ∈ (0, 1/2) и T ∈ N cправедливо
неравенство

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α

)
≤

≤ P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

)
+

+P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x /∈ UT,s

)
,

где UT,s определено соотношением (52). Отсюда, воспользовавшись
леммой 5, получаем, что

lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α

)
≤

≤ lim
T→∞

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

)
.

Пусть n > T ,

An =
{
ST + x ∈

√
TD, ∃j ∈ (T, n] : Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

}
.
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В силу теоремы 5 для T ∈ N справедливо представление

P+
x

(
ST + x ∈

√
TD, ∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

)
=

= lim
n→∞

P (An| τ(x) > n) .

Таким образом, для доказательства леммы достаточно проверить
справедливость соотношения

lim
T→∞

lim
n→∞

np/2P ({τ(x) > n} ∩ An) = 0.

Пусть n > T – фиксированные натуральные числа. Ясно, что

P ({τ(x) > n} ∩ An) ≤

≤
n−1∑
j=T

P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

)
+

+P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ K\Kn,α

)
. (61)

Зафиксируем натуральное число j ∈ [T, n−1]. В силу свойств услов-
ного математического ожидания

P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

)
=

= Emn−j

(
Sj + x

)
I
{
τ(x) > j, ST + x ∈

√
TD, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

}
.

(62)

Комбинируя неравенства (13) и (17), получаем оценку

mn−j

(
Sj + x

)
≤

≤ C0

(n− j)p/2
∣∣x0 +M

(
Sj + x

)∣∣p−1
dist

(
x0 +M

(
Sj + x

)
, ∂MK

)
.

(63)

Отметим, что существуют такие положительные параметры C1 и
C2, что при всех достаточно больших T ∈ N и Sj+x ∈ K\Kj,α∩UT,s,
где j ≥ T , справедливы оценки:∣∣x0 +M

(
Sj + x

)∣∣p−1 ≤ C1

∣∣Sj + x
∣∣p−1

,

dist
(
x0 +M

(
Sj + x

)
, ∂MK

)
≤ C2dist

(
Sj + x, ∂K

)
≤ αC2 ln j.



нЕВыроЖДЕнИИ пАры ВЕтВящИхся процЕссоВ В оБщЕЙ сЛучАЙноЙ срЕДЕ179

Отсюда и из (62), принимая во внимание неравенство (63), выво-
дим, что

P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

)
≤

≤ C ln j

(n− j)p/2
E
∣∣Sj + x

∣∣p−1
I
{
τ(x) > j, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

}
=:

=:
C ln j

(n− j)p/2
Ej. (64)

Выберем положительное число h таким образом, чтобы было вы-
полнено двойное неравенство

2− p/2

3− p
< h <

p/2

p− 1
. (65)

Существование такого h вытекает из условия p ∈ (1, 2). Имеет ме-
сто равенство

Ej = E
∣∣Sj + x

∣∣p−1
I
{
τ(x) > j, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s,

∣∣Sj + x
∣∣ < jh

}
+

+ E
∣∣Sj + x

∣∣p−1
I
{
τ(x) > j, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s,

∣∣Sj + x
∣∣ ≥ jh

}
=:

=: Ej,1 + Ej,2.

В силу неравенства (56)

Ej,1 ≤ jh(p−1)P
(
τ(x) > j, Sj + x ∈ K\Kj,α

)
≤

≤ C3(ln j)
2 · jh(p−1)−p/2−1u (x0 +Mx) .

Из второго неравенства в (65) вытекает соотношение h(p−1)−p/2−
1 < −1. Поэтому существует такое δ1 > 0, что

ln j · Ej,1 ≤
C4u (x0 +Mx)

j1+δ1
(66)

для всех достаточно больших натуральных j. Также верна оценка

Ej,2 ≤ jh(p−3)E
∣∣Sj + x

∣∣2 I {τ(x) > j} ≤ jh(p−3)E
∣∣x+ Sτ(x)∧j

∣∣2 . (67)

При фиксированном векторе x ∈ K для всех j из (50) и (43) выво-
дим соотношения

E
∣∣x+ Sτ(x)∧j

∣∣2 = |x|2 + E
∣∣X∣∣2E [τ(x) ∧ j] ≤

≤ |x|2 + C5j
1−p/2u (x0 +Mx) ≤ C6j

1−p/2u (x0 +Mx) .

Отсюда и из неравенства (67) для достаточно больших j получаем
оценку

Ej,2 ≤ C7j
h(p−3)+1−p/2u (x0 +Mx) .
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Приняв во внимание неравенство h(p−3)+1−p/2 < −1, заключаем,
что существует такое положительное число δ2, что

ln j · Ej,2 ≤
C8u (x0 +Mx)

j1+δ2
(68)

при всех достаточно больших j. Положим δ := min{δ1, δ2} > 0. Из
(66) и (68) получаем, что

ln j · Ej ≤
C

j1+δ
(69)

для достаточно больших j. Если T выбрано достаточно большим,
то при всех натуральных j ∈ [T, n − 1] из соотношений (64) и (69)
получаем неравенство

P
(
τ(x) > n, ST + x ∈

√
TD, Sj + x ∈ K\Kj,α ∩ UT,s

)
≤ C̃

j1+δ(n− j)p/2
,

где C̃ не зависит ни от n, ни от j. Отсюда, приняв во внимание
(61), заключаем, что

lim
T→∞

lim
n→∞

np/2P ({τ(x) > n} ∩ An) ≤

≤ lim
T→∞

lim
n→∞

np/2C̃
n−1∑
j=T

1

j1+δ(n− j)p/2
+

+ lim
T→∞

lim
n→∞

np/2P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ K\Kn,α

)
.

В силу неравенства (56)

lim
n→∞

np/2P
(
τ(x) > n, Sn + x ∈ K\Kn,α

)
= 0.

Заметим, что справедливы оценки

np/2

n/2−1∑
j=T

1

j1+δ(n− j)p/2
≤ 2p/2

n/2−1∑
j=T

1

j1+δ
≤ 2p/2

+∞∑
j=T

1

j1+δ
; (70)

np/2

n−1∑
j=n/2

1

j1+δ(n− j)p/2
≤ 21+δnp/2−1−δ

n/2∑
j=1

1

jp/2
≤ Ĉnp/2−1−δ+1−p/2 ≤ Ĉ

nδ
.

(71)

Остается заметить, что правая часть неравенства (70) стремится
к нулю при T → ∞, а правая часть неравенства (71) стремится к
нулю при n→ ∞. Лемма 6 доказана. □
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Следствие 3. Пусть случайное блуждание
{
Sn

}
удовлетворяет

условию (C), коэффициент корреляции компонент шага блужда-
ния ρ лежит в интервале (0, 1). Тогда для всякого вектора x ∈ XV

и для всякого положительного числа α справедливо равенство

lim
T→∞

P+
x

(
∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α

)
= 0,

где
Kj,α = {x ∈ K : dist (x, ∂K) > α ln j} .

Доказательство. Фиксируем положительное число ε и вектор x ∈
XV . Найдем такой квадрат D, что выполнено неравенство (42). В
силу леммы 6 имеем соотношение

lim
T→∞

P+
x

(
∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α

)
≤ lim

T→∞
P+

x

(
ST + x /∈

√
TD
)
≤

≤ ε
u (x0 +Mx)

V (Mx)
.

Переходя к пределу при ε ↓ 0, получаем равенство

lim
T→∞

P+
x

(
∃j > T : Sj + x ∈ K\Kj,α

)
= 0.

□

Следствие 4. Пусть случайное блуждание
{
Sn

}
удовлетворяет

условию (C), коэффициент корреляции компонент шага блужда-
ния ρ лежит в интервале (0, 1). Тогда для всякого вектора x ∈ XV

имеет место сходимость

lim
n→∞

S(i)
n = +∞, P+

x − п.н., i = 1, 2.

6.3. Доказательство леммы 3. В дальнейшем нам потребуется
следующее утверждение, связывающее вероятность невырождения
ветвящегося процесса при фиксированной среде с сопровождаю-
щим блужданием и случайными величинами ξ

(·)
· , определенными

соотношением (4).

Утверждение 9. Пусть
{
Zn

}
– группа из N ветвящихся процес-

сов в общей случайной среде,
{
Sn

}
– ее сопровождающее блужда-

ние, тогда для каждого i ∈ {1, 2, . . . , N}:
• справедливо представление

Pf

(
Z(i)

n > 0
)
=

=

(
exp

(
−S(i)

n

)
+

n−1∑
k=0

exp
(
−S(i)

k

)
g
(i)
k

(
f
(i)
k+2,n(0)

))−1

, (72)
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где

f
(i)
k,n(t) := f

(i)
k ◦ f (i)

k+1 ◦ . . . ◦ f
(i)
n (t), k = 1, 2, . . . , n, f

(i)
n+1,n(t) := t,

g
(i)
k (t) :=

1

1− f
(i)
k+1(t)

− 1(
f
(i)
k+1

)′
(1) · (1− t)

, t ∈ [0, 1),

f
(·)
· – производящие функции из определения случайной сре-

ды (см. (1));
• имеет место неравенство

Pf

(
Z(i)

n > 0
)
≥

(
exp

(
−S(i)

n

)
+

n−1∑
k=0

ξ
(i)
k exp

(
−S(i)

k

))−1

, (73)

где ξ(·)· определяются соотношением (4).

Доказательство. См. лемму 19.5, [11]. □

Для того, чтобы доказать лемму 3, нам потребуется следующая
техническая лемма, показывающая, что для достаточно большого
β с вероятностью 1 по мере P+ произойдет лишь конечное число
событий {ξ(·)k > kβ}, k ∈ N. Всюду ниже буквой q будем обозначать
параметр из теоремы 1, то есть такое положительное число, что

E
(
ξ
(1)
0

)q
<∞, E

(
ξ
(2)
0

)q
<∞.

Лемма 7. В условиях теоремы 1 для всякого числа β > 2/(q(2−p))
и всякого вектора x ∈ XV

∞∑
k=1

P+
x

(
ξ
(i)
k > kβ

)
<∞, i = 1, 2.

Доказательство. Зафиксируем вектор x ∈ XV , k ∈ N и индекс
i ∈ {1, 2}. Для того, чтобы не загромождать обозначения, будем
опускать верхний индекс у случайных величин ξ(i)k . Согласно опре-
делению меры P+ имеем равенство:

V (Mx)P+
x

(
ξk > kβ

)
= EV

(
M
(
x+ Sk+1

))
I{τ(x) > k+1}I{ξk > kβ}.

(74)
Для вектора w = (w1, w2) положим w+ = (w1I{w1 ≥ 0}, w2I{w2 ≥ 0}).
В силу соотношений (21), (22) на событии {τ(x) > k + 1} справед-
лива цепочка оценок

V
(
M
(
x+ Sk+1

))
≤ V

(
M(x+ Sk) +

(
MXk+1

)+) ≤

≤ Cu
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0 +

(
MXk+1

)+)
. (75)
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Отметим, что для z1, z2 ∈ MK выполнено неравенство dist(z1 +
z2, ∂MK) ≥ dist(zi, ∂MK), i = 1, 2. Таким образом, если x+Sk ∈ K,
то

dist
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0, ∂MK

)
≥ dist(x0, ∂MK) > 0.

Воспользовавшись неравенством (25) для переменных M(x+Sk)+

x0 и
(
MXk+1

)+, получим оценку

u
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0 +

(
MXk+1

)+) ≤

≤ C1max
(∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣p , 1)u (M (
x+ Sk

)
+ x0

)
.

Отсюда, из равенства (74) и неравенства (75) следует, что

V (Mx)P+
x

(
ξk > kβ

)
≤

≤CC1Eu
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0

)
I{τ(x) > k + 1}×

×max
(∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣p , 1) I{ξk > kβ} ≤

≤CC1Eu
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0

)
I{τ(x) > k}×

× Emax
(∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣p , 1) I{ξk > kβ}.
(76)

Кроме того,

lim
k→∞

Eu
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0

)
I {τ(x) > k} ≤

≤ lim
k→∞

Eu
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0

)
I
{
τ
(
x+M−1x0

)
> k

}
= V (Mx+ x0),

где последнее равенство следует из соотношения (18). Отсюда за-
ключаем, что существует такое число C2, что

Eu
(
M
(
x+ Sk

)
+ x0

)
I {τ(x) > k} ≤ C2V (Mx+ x0) (77)

при всех k ∈ N. Для второго множителя в правой части соотноше-
ния (76) имеем неравенство

Emax
(∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣p , 1) I{ξk > kβ} ≤

≤ P(ξk > kβ) + E
∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣p I{ξk > kβ}.

Применив неравенство Гельдера с показателями 2/p и 2/(2 − p),
получим

E
∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣p I{ξk > kβ} ≤
(
E
∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣2)p/2

·
(
P
(
ξk > kβ

))(2−p)/2
.
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При этом

E
∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣2 ≤ E
∣∣MXk+1

∣∣2 <∞.

В силу неравенства Маркова

P
(
ξk > kβ

)
≤ Eξq

kβq
.

Отсюда выводим, что

Emax
(∣∣∣(MXk+1

)+∣∣∣p , 1) I{ξk > kβ} ≤ Eξq

kβq
+ C3

(
1

kβq

)(2−p)/2

≤ C4

k1+ε

(78)

для некоторого ε > 0. Из неравенства (76), приняв во внимание
соотношения (77), (78), получаем при всех натуральных k следую-
щую оценку:

P+
x

(
ξk > kβ

)
≤ CC1C2C4

V (Mx+ x0)

V (Mx)

1

k1+ε
=
C(x)

k1+ε
.

Суммирование последнего неравества по всем натуральным k за-
вершает доказательство леммы 7. □

Наконец, мы готовы привести доказательство леммы 3.

Доказательство леммы 3. Зафиксируем x = (x1, x2) ∈ XV . В силу
представления (72) случайная величина Pf

(
Zn > 0

)
является Fn-

измеримой. Последовательность
{
Pf

(
Zn > 0

)}
является монотон-

ной и ограниченной, следовательно,
{
Pf

(
Zn > 0

)}
сходится P+

x -
п.н.. В силу теоремы 5 существует предел

υ(x) := lim
n→∞

P
(
Zn > 0 |τ(x) > n

)
= lim

n→∞
E
(
Pf

(
Zn > 0

)∣∣ τ(x) > n
)
=

= E+
x lim

n→∞
Pf

(
Zn > 0

)
.

Остается проверить положительность предельной функции υ в
точке x. Зафиксируем числа β = 1 + 2/(q(2− p)) и α = 2 + β. При
целых неотрицательных T и вещественных u и w положим

AT :=
{
ξ
(i)
k ≤ u, exp

(
−S(i)

k

)
≤ w, i = 1, 2, k = 0, . . . , T − 1

}
,

BT :=
{
ξ
(i)
k ≤ kβ, k ≥ T, i = 1, 2

}
, GT :=

{
Sj + x ∈ Kj,α, j ≥ T

}
,

Kj,α := {z ∈ K : dist (z, ∂K) > α ln j} .
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Заметим, что

P+
x (AT ∩BT ∩GT ) =

= P+
x (AT )−P+

x

(
AT ∩BT

)
−P+

x

(
AT ∩BT ∩GT

)
≥

≥ P+
x (AT )−P+

x

(
BT

)
−P+

x

(
GT

)
. (79)

Выберем число ε ∈ (0, 1/3). В силу следствия 3 из леммы 6 можем
найти такое T1, что для всякого T > T1 справедливо неравенство

P+
x

(
GT

)
= P+

x

(
∃j ≥ T : Sj + t ∈ K\Kj,α

)
≤ ε. (80)

В силу леммы 7 ∑
k

P+
x

(
ξ
(i)
k > kβ

)
<∞, i = 1, 2.

Отсюда вытекает существование такого T2, что

P+
x

(
BT

)
≤

∞∑
k=T

2∑
i=1

P+
x

(
ξ
(i)
k > kβ

)
< ε (81)

для любого T > T2. Зафиксируем T > max (T1, T2). Выберем такие
u и w, для которых

P+
x (AT ) ≥ 1− ε. (82)

Наконец, из соотношения (79), приняв во внимание неравенства
(80), (81), (82), получим оценку

P+
x (AT ∩BT ∩GT ) ≥ 1− 3ε > 0.

В силу неравенства (73) и следствия 4 из леммы 6 имеем

υ(x) = E+
x lim

n→∞
Pf

(
Zn > 0

)
≥

≥ E+
x lim

n→∞

2∏
i=1

(
exp

(
−S(i)

n

)
+

n−1∑
k=0

ξ
(i)
k exp

(
−S(i)

k

))−1

= E+
x ζ

(1)ζ(2),

ζ(i) :=

(
∞∑
k=0

ξ
(i)
k exp

(
−S(i)

k

))−1

, i = 1, 2.

Отметим, что при i = 1, 2 имеет место цепочка неравенств

ζ(i)I {AT ∩BT ∩GT} ≥

(
ulT +

∞∑
k=T

exi

kα−β

)−1

I {AT ∩BT ∩GT} ≥

≥ (ulT + 2exi)−1 I {AT ∩BT ∩GT} .
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Отсюда получаем оценку

υ(x) ≥ E+
x ζ

(1)ζ(2) ≥ 1

(ulT + 2ex1) (ulT + 2ex2)
P+

x (AT ∩BT ∩GT ) > 0,

которая завершает доказательство леммы 3. □

7 Заключительные замечания
Пользуюсь возможностью выразить благодарность А.В. Шкляе-

ву за всестороннюю поддержку работы, советы и замечания и про-
фессору В.А. Ватутину, чьи замечания способствовали значитель-
ному улучшению текста статьи.
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