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Abstract: An algorithm is proposed for solving initial-boundary
value problems for Burgers equation. The algorithm is based on the
use of rational barycentric interpolations, the collocation method,
and a new scheme for time approximation of the solution that
employs the relaxation method. An adaptive approach for taking
into account the location of singular point of analytic contin-uation
of the solution is developed. Solutions of a test problem on the
interval [−1, 1] with the initial condition − sinπx are obtained for
viscosity values down to ν = 10−8.
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1 Îïèñàíèå ïðîáëåìû è ïîäõîäîâ ê å¼ ðåøåíèþ

×èñëåííûé àíàëèç íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ ñëîæíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ïðåäñòàâëÿåò ñóùå-
ñòâåííûé èíòåðåñ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè, òàê è äëÿ
ìíîæåñòâà ïðèëîæåíèé. Â ýòîì êîíòåêñòå óíèâåðñàëüíûì ïðèìåðîì, èñ-
ïîëüçóåìûì äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áþðãåðñà (ÓÁ) [1]1

ut + uux = νuxx. (1)

Çäåñü ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, u(t, x) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè,
t � âðåìÿ (äàëåå ïîëàãàåì t ∈ [0, T ]), x � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû æèäêîñòè.
Îñîáûé èíòåðåñ ê ÓÁ ñî ñòîðîíû ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ãèäðîäè-

íàìèêè ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì
è ñîäåðæèò äâå êëþ÷åâûå êîìïîíåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå íåëèíåéíóþ
äèíàìèêó âÿçêîé æèäêîñòè, � êîíâåêòèâíûé è âÿçêèé ÷ëåíû, ò. å. êîì-
ïîíåíòû uux è νuxx. Â ñâÿçè ñ ýòèì àíàëèç ÓÁ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ìå-
õàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèè âîëíîâûõ ôðîíòîâ â íåñæèìàåìîé
âÿçêîé æèäêîñòè, à òàêæå âçàèìîäåéñòâèå âîëí, ïðèâîäÿùåå ê òóðáó-
ëåíòíûì òå÷åíèÿì. Â õîäå àíàëèçà ÓÁ ìîæíî âèäåòü, êàê ïðè óìåíüøå-
íèè âÿçêîñòè ìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ: âîçíèêàþò áîëüøèå ãðàäèåí-
òû ñêîðîñòè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò îáðóøåíèå (ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè)
âîëí è äðóãèå îñîáåííîñòè òå÷åíèé.
Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ

ðåøåíèé ÓÁ. Â ðàáîòå [3] ñîäåðæèòñÿ èõ êëàññèôèêàöèÿ è ïðèâîäèòñÿ
áîëåå òðèäöàòè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî âèäà. Â îá-
ùåì ñëó÷àå òî÷íîå ðåøåíèå (1) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Êîóëà�Õîïôà [4, 5], ñâîäÿùåãî (1) ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî â ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé âÿçêîñòè ν âû÷èñëåíèå
òî÷íûõ ðåøåíèé ÓÁ ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì â ñèñòåìàõ ñ ïëàâàþùåé
òî÷êîé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì çàòðóäíåíèÿì, êîòîðûå â ëè-
òåðàòóðå çà÷àñòóþ óìàë÷èâàþòñÿ. Ýòè çàòðóäíåíèÿ è ñïîñîáû èõ ïðå-
îäîëåíèÿ îïèñàíû íèæå, â ðàçäåëå 2.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ÓÁ ïðèìåíÿëèñü âñåâîçìîæ-

íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Íà ðàííåì ýòàïå èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè áûë ïðåäëîæåí ðÿä ðàçíîñòíûõ ñõåì [6, 7]. Îíè ñûãðàëè çíà÷è-
òåëüíóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìíî-
ãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïîçäíåå áûëè ïðåäëîæåíû ðàçíîñòíûå ñõå-
ìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñ óëó÷øåííûìè ñâîéñòâàìè
óñòîé÷èâîñòè è ìîíîòîííîñòè [8, 9]. Äàëåå â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäó-
åò îòìåòèòü ïðèìåíåíèå êóáè÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ è äðóãèõ ñïëàéíîâ äëÿ
àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â êîìáèíàöèè
ñî ñõåìîé Êðàíêà�Íèêîëñîí è áîëåå òî÷íûìè ìåòîäàìè äèñêðåòèçàöèè

1Ýòî óðàâíåíèå âïåðâûå ïîëó÷åíî â ðàáîòå Bateman [2] çà íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé
äî ðàáîòû Áþðãåðñà, ñ êîòîðîé íà÷àëîñü åãî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå.
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ïî âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé [10, 11, 12], à òàêæå ðåàëèçàöèþ ìåòîäîâ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ [13, 14] è ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ [15, 16]. Äëÿ óëó÷-
øåíèÿ ñâîéñòâ òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçîâàëèñü èíòåãðàëüíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ [17], ñâåäåíèå ê ñèñòåìå ÎÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà ñ
ïðèìåíåíèåì ïðèáëèæåíèé Ïàäå äëÿ ïîèñêà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû [18]
è ðàçëè÷íûå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ [19, 20, 21]. Îòìåòèì
òàêæå äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ãèáêîñòü è òî÷íîñòü ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà
ìíîãîóðîâíåâûõ âåéâëåòàõ [22]. Òàêèå ïîäõîäû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü áî-
ëåå òî÷íûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðè ðåøåíèè ÓÁ ñî çíà÷åíèÿìè âÿç-
êîñòè âïëîòü äî ν ∼ 10−4 ñ õàðàêòåðíûìè çíà÷åíèÿìè îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè â ñóïðåìóì íîðìå: 10−2�10−3, ÷òî êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî äëÿ
èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé. Îäíàêî äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå âÿçêîñòè è
ïîãðåøíîñòè èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíàëèçà óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïðè
ïðåäåëüíî ìàëûõ ν, â òîì ÷èñëå ïðè ν → 0. Îðãàíèçàöèÿ òàêèõ ðàñ-
÷¼òîâ ñ êîíòðîëåì ïîãðåøíîñòè ïî ïðåæíåìó ïðåäñòàâëÿåò âûçîâ äëÿ
ñïåöèàëèñòîâ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì.
Ïðè÷èíà âûñîêîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ñîñòîèò â âîçíèêíîâåíèè ó àíàëè-

òè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ÓÁ îñîáûõ òî÷åê, êîòîðûå ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè äâèæóòñÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
ν ̸= 0 âñå îñîáûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè ñ âû÷åòàìè −2ν
[23]. Ïðè óìåíüøåíèè ν òðàåêòîðèè îñîáûõ òî÷åê âñ¼ áëèæå ïîäõîäÿò
ê îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, ãäå èùåòñÿ ðåøåíèå, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ðîñòó ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ. Ïðèìåðîì òàêîé
ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå ÓÁ [13]

u(t, x) =
x/t

1 +
√
t/t0 exp[x2/(4νt)]

, t ≥ t0 > 0, t0 = exp

(
1

8ν

)
, (2)

êîòîðîå èìååò ñ÷¼òíîå ÷èñëî ïðîñòûõ ïîëþñîâ â òî÷êàõ

z±k = ±2

√
νt
(
ln
√
t0/t+ iπ(2k + 1)

)
, k ∈ Z. (3)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè t = t0 ðàññòîÿíèå îò îñîáûõ òî÷åê z±0 äî äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè ñîñòàâëÿåò

√
2πνt0, ÷òî ïðè ìàëûõ ν ïðèâîäèò ê âîç-

íèêíîâåíèþ áîëüøîãî ãðàäèåíòà. Ïîõîæèå ýôôåêòû ðåàëèçóþòñÿ äëÿ
ìíîãèõ èç èçâåñòíûõ òî÷íûõ ðåøåíèé ÓÁ, ñì. ðåøåíèÿ èç [3]. Ïðè ýòîì ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò êàê îòäàëÿòüñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé
îñè (êàê â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå), îáåñïå÷èâàÿ óìåíüøåíèå ãðàäèåíòà,
òàê è ïðèáëèæàòüñÿ ê îñè, ÷òî ïðèâîäèò ê ðîñòó ãðàäèåíòà. Ïîñëåäíÿÿ
ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà äëÿ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûì äàííûì, çàäàííûì öåëîé
ôóíêöèåé [23].
Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèé ÓÁ

íà÷àëîñü â ðàáîòå [24], ãäå ïðîâåä¼í àíàëèç àñèìïòîòèê ñïåêòðîâ ÷èñ-
ëåííûõ ðåøåíèé ÓÁ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ôóðüå â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ u(0, x) = − sin(x) ïðè ν = 0.05 ïîêàçà-
íî, ÷òî ó ðåøåíèÿ âîçíèêàåò îñîáàÿ òî÷êà òèïà �ïîëþñ�, êîòîðàÿ ñ ðîñòîì
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t ïðèáëèæàåòñÿ ê äåéñòâèòåëüíîé îñè è ïîïàäàåò â ìàëóþ îêðåñòíîñòü
òî÷êè x = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ áîëüøîãî ãðàäèåíòà ðåøå-
íèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå ν → 0 ñ ðîñòîì t îñîáàÿ òî÷êà �ïðåâðàùàåòñÿ� â
òî÷êó âåòâëåíèÿ òèïà �êîðåíü êóáè÷åñêèé� è ïðè t = 1 âûõîäèò â òî÷êó
x = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äàëüíåéøèé
àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îáðóøåíèþ ôðîíòà
âîëíû (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 3 èç [25]). Ðàçâèòèå ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ èç
[24] ñîäåðæèòñÿ â [26, 27, 28, 29]. Íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû ê
èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè îñîáûõ òî÷åê ÓÁ ïðè ν = 0 ïðåäëîæåíû â [30].
Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî àïïðîêñè-

ìàöèîííûõ êà÷åñòâ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëèíîìîâ (â êîòîðûõ, êàê
ïðàâèëî, ðàçûñêèâàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ÓÁ) îêàçûâàåòñÿ íåäî-
ñòàòî÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïðÿìûõ è îáðàòíûõ òåîðåì òåîðèè ïðèáëè-
æåíèÿ (ñì. òåîðåìû Áåðíøòåéíà, [31] è ãë. 8 â [32]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â ìàëîé îêðåñòíîñòè äåéñòâè-
òåëüíîé îñè ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé áóäåò
ýêñïîíåíöèàëüíîé, íî íàñòîëüêî ìåäëåííîé, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðè-
åìëåìîé òî÷íîñòè ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ñåòêà èç ìíîãèõ òûñÿ÷ óçëîâ.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå òðåáóþòñÿ íîâûå ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ è àëãîðèòìû
äëÿ ðàáîòû ñ íèìè. Ïîñêîëüêó ó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ
ÓÁ ïðè ν ̸= 0 çà÷àñòóþ èìååòñÿ ïîëþñ, åñòåñòâåííûì âûáîðîì ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèìåíåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé (ÄÐÏ). Îòìåòèì,
÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ÄÐÏ äëÿ àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
óñòîé÷èâûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäîâ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [33], êîòîðûå â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäàìè
êîëëîêàöèé ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âûñîêîòî÷íûå ðåøåíèÿ ñ íåáîëüøèì
êîëè÷åñòâîì êîýôôèöèåíòîâ [34].
Â ýòîé ñòàòüå ðàçðàáîòàí è ïðîòåñòèðîâàí íîâûé àëãîðèòì ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ ÓÁ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ áà-
ðèöåíòðè÷åñêèõ èíòåðïîëÿöèé (ÄÐÁÈ) [35, 36], ìåòîäà êîëëîêàöèé è
ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ. Â ðàìêàõ àëãîðèòìà îáëàñòü çàäà÷è {(t, x) : t ∈
[0, T ], x ∈ [−1, 1]} ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîæåñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷å-
åê [τk, τk+1] × [−1, 1], ãäå τ0 = 0, τk+1 = τk + dk, k = 0,K, τK = T , dk
� ðàçìåð øàãà ïî âðåìåíè. Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ÓÁ ïðèáëèæàåòñÿ
ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ÄÐÁÈ ïî x è èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ïî t
ñ óçëàìè ×åáûø¼âà, ñì. [41], ó÷èòûâàþùèì êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ. Ñëåäóÿ èäåå èç [37] â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåé ÿ÷åéêå, â ðÿä Ôóðüå�×åáûø¼âà è ïðèáëèæå-
íèÿ ×åáûø¼âà�Ïàäå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íàéòè
ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îñîáîé òî÷êè è àäàïòèðîâàòü ê íåé
ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó â êàæäîé ÿ÷åéêå, à òàêæå ïîñòðîèòü òðàåêòî-
ðèþ äâèæåíèÿ îñîáåííîñòè â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.
Çàìåòèì, ÷òî ÄÐÁÈ óæå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ñ

îñîáåííîñòÿìè, â òîì ÷èñëå äëÿ ÓÁ è åãî îáîáùåíèé [37, 38, 39, 40].



ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÄÐÎÁÍÎ-ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ 5

Â ýòîé ðàáîòå ìû âïåðâûå èñïîëüçóåì ýòè èíòåðïîëÿöèè â àëãîðèòìå,
îáúåäèíÿþùåì èòåðàöèè ïî âðåìåíè è èòåðàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ, à
òàêæå óñîâåðøåíñòâóåì ìåòîä àäàïòàöèè èõ óçëîâ ê îñîáåííîñòÿì ðåøå-
íèÿ, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè ∼ 10−5�10−8 îò îòðåçêà [−1, 1]. Çàäà÷è
ñ îñîáûìè òî÷êàìè, ëåæàùèìè íàñòîëüêî áëèçêî ê îáëàñòè, ãäå èùåòñÿ
ðåøåíèå, äî ñèõ ïîð íå ðàññìàòðèâàëèñü â ëèòåðàòóðå. Îêàçàëîñü, ÷òî
äëÿ âûñîêîòî÷íîé âåðèôèêàöèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íåîá-
õîäèìû íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ÓÁ. Îïèñàíèþ ýòèõ
ìåòîäîâ è àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÓÁ ïîñâÿùåíû ðàçäåëû 2, 3
ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñðàâíåíèå ñ ðå-
çóëüòàòàìè äðóãèõ ðàáîò è îáñóæäåíèÿ ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 4.

2 Ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è
âû÷èñëåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðàçðàáîòêå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà,
ïðèâåä¼ì ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ ÓÁ, ôîðìóëû èõ òî÷íûõ ðåøåíèé, à
òàêæå îáñóäèì ïðîáëåìû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ
ôîðìóë äëÿ ðàñ÷¼òà íà ÝÂÌ â ñèñòåìàõ ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, è ñïîñîáû
èõ ðåøåíèÿ.
Äëÿ ÓÁ (1) ðàññìàòðèâàþò ëèáî çàäà÷ó Êîøè (ÇÊ) (4) íà âñåé ÷èñ-

ëîâîé ïðÿìîé x ∈ R, ëèáî íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (ÍÊÇ) (4), (5) íà
íåêîòîðîì îòðåçêå (â äàííîì ñëó÷àå ïîëîæèì x ∈ [−1, 1]):

u(0, x) = φ(x), (4)

u(t,−1) = 0, u(t, 1) = 0. (5)

Ðåøåíèå (1) âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîóëà�Õîïôà [4, 5]:

u(t, x) = −2ν
∂

∂x
lnF (t, x) = −2ν

Fx
F
,

ïîçâîëÿþùåãî ñâåñòè ÇÊ (1), (4) ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè (6), (7), à ÍÊÇ (1), (4), (5) ê çàäà÷å (6)�(8):

Ft − νFxx = 0, t ∈ [0, T ], (6)

F (0, x) = F0(x) = exp

[
− 1

2ν

∫ x

0
φ(ξ)dξ

]
, (7)

Fx(t,−1) = 0, Fx(t, 1) = 0. (8)

Ðåøåíèå ÇÊ (6), (7) íà âñåé ÷èñëîâîé îñè äà¼òñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

F (t, x) =
1√
4νπt

∫ ∞

−∞
exp

[
−(x− y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y

0
φ(ξ)dξ

]
dy. (9)
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Ðåøåíèå ÍÊÇ (6)�(8) ðàçûñêèâàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ôóðüå:

F (t, x) = A0 + 2
∞∑
k=1

Ak cos(kπx) exp(−k2π2νt),

Ak =

1∫
0

cos(kπx)F0(x)dx.

(10)

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (4) è (1), (4), (5) âûðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî
ôîðìóëàì

uex(t, x) =

∫∞
−∞

x− y

t
exp

[
−(x− y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y
0 φ(ξ)dξ

]
dy

∫∞
−∞ exp

[
−(x− y)2

4νt
− 1

2ν

∫ y
0 φ(ξ)dξ

]
dy

, (11)

uex(t, x) =

4πν
∞∑
k=1

kAk sin(kπx) exp(−k2π2νt)

A0 + 2
∞∑
k=1

Ak cos(kπx) exp(−k2π2νt)
. (12)

Çàìå÷àíèå 1. ÇÊ (4) è ÍÊÇ (4), (5) èìåþò ñîâåðøåííî ðàçíûé ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë. Òåì íå ìåíåå, äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ÇÊ ïîñòàâëåíà òàê, ÷òî ôóíêöèè

Φ̃±(s) =

±1−s∫
0

φ(ξ)dξ ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè ôóíêöèÿìè (13)

ïåðåìåííîé s, òî ðåøåíèå (11) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (5).
Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ (11), (12) ñîâïàäàþò íà îòðåçêå x ∈ [−1, 1].

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (12) ñ äîñòàòî÷íî ìàëû-
ìè çíà÷åíèÿìè t è ν íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â íåé
íàáëþäàåòñÿ ïðè k > 1/(π

√
νt). Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ñ âû-

ñîêîé òî÷íîñòüþ ïîòðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ
ðÿäà. Èñïîëüçîâàíèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ak â (10) ïðèâîäèò
ê ïðîáëåìå ðàñ÷¼òà èíòåãðàëà îò áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèè. Íà
íàø âçãëÿä äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ïîèñêà Ak â äàííîì ñëó-
÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå áûñòðîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ê ôóíêöèè F0(x).

Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íóþ ïðîñòîòó ôîðìóë (11), (12),
èõ ïðèìåíåíèå ïðè ìàëûõ ν â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ äàííûõ φ(x), èìåþùèõ
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, ïðèâîäèò
ê ïðîáëåìå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ I (I �
îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è), ÷òî

Φ(x) =

∫ x

0
φ(ξ)dξ < −ΦM
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ãäå ΦM = 600ν ln 10, òî â ôîðìóëàõ (7), (9), (11) âîçíèêàþò âåëè÷èíû,
ïðåâûøàþùèå ïî ïîðÿäêó çíà÷åíèÿ 10300, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ ïëàâàþùåé
òî÷êîé ïðèâîäèò ê ïåðåïîëíåíèþ ðàçðÿäíîé ñåòêè. Ïðè÷èíà çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ïðè y = x â ôîðìóëàõ (9), (11) àðãóìåíò ýêñïîíåíòû
ïðåâûøàåò âåëè÷èíó ΦM/2ν, çíà÷èò, çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíòû ïðåâûøàþò
10300. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ýêñïîíåíòó â ôîðìóëå (7). Ïîäîá-
íàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò, åñëè âçÿòü φ(x) = − sinπx ïðè ν ≤ 0.4 × 10−3.
Íà÷àëüíîå äàííîå òàêîãî âèäà, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòàõ
[16, 22, 24], â [16, 22] äëÿ ïîèñêà òî÷íûõ ðåøåíèé èñïîëüçîâàíû ôîð-
ìóëû (11), (12). Îäíàêî êîììåíòàðèè î ïðîáëåìàõ ñ ðàñ÷¼òàìè ïî ýòèì
ôîðìóëàì îòñóòñòâóþò.
Ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêàòü è ïðè ïîëîæèòåëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ:

åñëè ∃x ∈ I : ∀y ∈ R (x− y)2/(2t) +Φ(y) > ΦM , òî çíà÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ (11) â òàêîé òî÷êå x ïðè âû÷èñëåíèÿõ â ñèñòåìàõ ñ ïëàâà-
þùåé òî÷êîé îêàæóòñÿ íóëåâûìè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ðàñ÷¼òàõ â
ñèñòåìå double èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1015

è áîëåå ïðè âàðèàöèè x ∈ I íåæåëàòåëüíû. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè âûïîë-
íåíèè íàä òàêèìè ôóíêöèÿìè îïåðàöèé ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ è ìíîãèõ äðóãèõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èñêàòü
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èõ çíà÷åíèé â ðàçëè÷íûõ óçëàõ èç îáëàñòè I. Â
óêàçàííîì ñëó÷àå â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè äëèíû ìàíòèññû ÷èñëà double
16-þ çíàêàìè, òàêèå îïåðàöèè ìîãóò ïðèâåñòè ê êàòàñòðîôè÷åñêîìó ðî-
ñòó ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííîé ñ îêðóãëåíèåì ÷èñåë. Äëÿ äîñòèæåíèÿ âû-
ñîêîé òî÷íîñòè âàæíî, ÷òîáû èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â
÷èñëèòåëÿõ è çíàìåíàòåëÿõ (11), (12), ïðè âàðèàöèè x ∈ I ñîñòàâëÿëè
íåìíîãî ïîðÿäêîâ.
Ñ ó÷¼òîì èçëîæåííîãî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (11) ñëåäóåò íàëî-

æèòü îãðàíè÷åíèÿ íà íà÷àëüíûå äàííûå

∀t > 0, x ∈ I ∃y ∈ R : (x− y)2/(2t) + Φ(y) < Φm

è ∀x ∈ I Φ(x) > −Φm,
(14)

ãäå Φm = 7ν ln 10. Ïðè çàïèñè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû ïîëàãàëè, ÷òî
íà÷àëüíîå äàííîå ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíî èç îáëàñòè I â
R.
Åñëè æå çíà÷åíèÿ ν è φ(x) òàêîâû, ÷òî îäíî èç óñëîâèé (14) íàðóøà-

åòñÿ, ïðåäëàãàåòñÿ óìíîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ (11)
íà ôóíêöèþ exp[ψ(t, x)/(2ν)], ãäå ψ(t, x) çàäà¼òñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äëÿ ôóíêöèè

Ψ(t, x) = B(t, x)− ψ(t, x), ãäå B(t, x) = min
y∈R

(
(x− y)2

2t
+Φ(y)

)
, (15)

âûïîëíÿëèñü îãðàíè÷åíèÿ:

|Ψ(t, x)| < Φm. (16)

Âûðàçèòü àíàëèòè÷åñêè ôóíêöèþ B(t, x) çà÷àñòóþ íå óäà¼òñÿ, ïîýòî-
ìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ψ(t, x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ
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âû÷èñëåíèé, ñïîñîáíûå ïðåîäîëåòü îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåì ñ ïëàâàþùåé
òî÷êîé. Îïèøåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ψ(t, x) íà ïðèìåðå çàäà-
÷è ñ íà÷àëüíûì äàííûì φ(x) = − sin(πx), x ∈ [−1, 1]. Äëÿ ïðîñòîòû
èçëîæåíèÿ ôèêñèðóåì ν = 10−4, t = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ ψ(x) := ψ(1, x)
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ôîðìóëîé

ψ(x) = −(2νM ln 10)ψP (x), (17)

ãäå âåëè÷èíà M îïèñàíà íèæå,

ψP (x) = −0.59(x− sign(x))2 + 1.

Ïîÿñíèì, êàê ïîëó÷åíà ψ(x). Îáîçíà÷èì Dp(x) � çíà÷åíèå äåñÿòè÷íî-

ãî ëîãàðèôìà çíàìåíàòåëÿ (11); Dp(x) = Dp(x)/M , ãäå M = ∥Dp(x)∥ =
Dp(1), ∥·∥ � ñóïðåìóì íîðìà ôóíêöèè íà îòðåçêå [−1, 1]. Äåñÿòè÷íûé ëî-
ãàðèôì çíàìåíàòåëÿ (11) ïîñëå óìíîæåíèÿ íà êîððåêòèðóþùóþ ôóíê-
öèþ exp(ψ(x)/(2ν)) îáîçíà÷èì

Dcor
p (x) = Dp(x) + ψ(x)/(2ν ln 10).

Íà ðèñ. 1, à èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè Dp(x), èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî
çíà÷åíèÿ çíàìåíàòåëÿ (11) ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò âåëè÷èíó 10300 è
ðàçáðîñ ýòèõ çíà÷åíèé ïðè x ∈ I ïðåâûøàåò 700 ïîðÿäêîâ. Òàêàÿ ñèòó-
àöèÿ àáñîëþòíî íåïðèãîäíà äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé â ñèñòåìàõ ñ
ïëàâàþùåé òî÷êîé.
Àïïðîêñèìàöèÿ íîðìèðîâàííîé ôóíêöèèDp(x) ïîëèíîìîì ψP (x) (ñì.

ðèñ 1, á) ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ψ(x). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îòíîñèòåëü-
íàÿ ïîãðåøíîñòü óêàçàííîé àïïðîêñèìàöèè åñòü

εP = ∥Dp(x)− ψP (x)∥/∥Dp(x)∥ ≪ 1.

Òîãäà, åñëè òàêæå êàê â (17), âçÿòü ψ(x) = −(2νM ln 10)ψP (x), òî

∥Dcor
p (x)∥ = ∥DP (x)−MψP (x)∥ =M∥Dp(x)− ψP (x)∥ ≤

≤ εPM max
x∈[−1,1]

|Dp(x)| = εP max
x∈[−1,1]

|MDp(x)| = εP ∥Dp(x)∥ ≪ ∥Dp(x)∥.

Ãðàôèê Dcor
p (x) èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 1, â.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíèå ïîïðàâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ exp(ψ(x)/(2ν)) îáåñ-
ïå÷èâàåò ðåàëèçàöèþ îãðàíè÷åíèé (16). Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè
ôóíêöèé B(1, x) è Ψ(1, x). Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî âòîðîå èç îãðàíè÷å-
íèé (14) äëÿ ôóíêöèè B(1, x) íàðóøàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ôóíêöèè
Ψ(1, x) îãðàíè÷åíèÿ (16) âûïîëíåíû ñî çíà÷èòåëüíûì çàïàñîì (â äàííîì
ïðèìåðå Φm ≈ 0.0035). Êðîìå òîãî, óêàçàííûé ìíîæèòåëü ¾áàëàíñèðó-
åò¿ çíà÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ (11) òàê, ÷òî ðàçáðîñ èõ ïîðÿäêîâ
ïðè âàðèàöèè x ∈ I ñóùåñòâåííî ìåíüøå 15-òè: â äàííîì ýêñïåðèìåíòå
ðàçáðîñ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 10−2 � 102, ðèñ. 1, â, òî åñòü ïðè-
ìåðíî ðàâåí ÷åòûð¼ì ïîðÿäêàì.
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Ðèñ. 1. Çíàìåíàòåëü ðåøåíèÿ (11) ïðè φ(x) = − sinπx è
ν = 10−4 è êîððåêòèðîâêà åãî çíà÷åíèé: ãðàôèêè ôóíê-
öèéDP (x) (à);DP (x) è å¼ àïïðîêñèìàöèè ψP (x) (á); ôóíê-
öèè Dcor

P (x), ïîëó÷åííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè êîððåêòèðó-
þùåãî ìíîæèòåëÿ (â).

- 1.0 - 0.5 0.5 1.0

- 0.6

- 0.5

- 0.4

- 0.3

- 1.0 - 0.5 0.5 1.0

- 0.003

- 0.002

- 0.001

0.001

0.002

0.003
B(1, x)

�(1, x)

x

x

а                                                            б

Ðèñ. 2. Êîððåêòèðîâêà àðãóìåíòîâ ýêñïîíåíò â (11) ïðè
φ(x) = − sinπx è ν = 10−4: ãðàôèêè ôóíêöèè B(1, x) (à) è
ôóíêöèè Ψ(1, x) � îãðàíè÷åíèÿ ±Φm èç íåðàâåíñòâà (16)
ïîêàçàíû ïóíêòèðîì (á).

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè φ = − sinπx, t > 0 è ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ν äëÿ
ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè Dp(x) áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèè âèäà

ψP (t, x) =

K∑
k=0

Aψ,kTk(2|x| − 1),

ãäå Tk � ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè k. Òàêîé âèä àïïðîê-
ñèìàöèè ó÷èòûâàåò ÷¼òíîñòü ôóíêöèè, ñòîÿùåé â çíàìåíàòåëå (11) (å¼
ëåãêî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ÷¼òíîñòü Φ(y)). Äàëåå ñíîâà ïîëîæèì ψ(x) =
−(2νM ln 10)ψP (x). Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âûïîëíå-
íèÿ óñëîâèé (16) äëÿ ôóíêöèè Ψ(t, x) äîñòàòî÷íî çàäàòü ÷èñëî ÷ëåíîâ
ðÿäà K òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî: |Aψ,k| < 10ν.



10 È.À. Áóãîåö, Á.Â. Ñåìèñàëîâ, Â.Ï. Øàïååâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Aψ,k ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùèé êîä íà ÿçûêå Wolfram Mathematica:

nu := 10^(=5);
t := 0 . 5 ;
Nn0 := 3 ;
c o e f s = ConstantArray [ 1 , Nn0=2] ;
Nn = Nn0 ;
DP[x_] := Quiet [ NIntegrate [ Exp[=(x=y)^2/(4*nu* t )=(Cos [ Pi*y ]=1)/(2*nu*Pi ) ] ,
{y , =I n f i n i t y , I n f i n i t y } , Method => "Ext r apo l a t i ngOsc i l l a t o r y " ,
WorkingPrecis ion => 35 , Prec i s i onGoa l => 15 , MaxRecursion => 2 0 ] ] ;
M := Log10 [DP [ 1 ] ] ;
DDP[x_] := Log10 [DP[ x ] ] /M;
While [ Abs [ Last [ c o e f s ] ] > nu*10 ,

Nn = Nn+2;
NodesF [ j_ ] := (Cos [ ( 2* j =1)*Pi /(2*Nn) ]+1)/2 ;
Nodes := Array [ NodesF , Nn, {1 , Nn} ] ;
BaseF [ j_ ] := ChebyshevT [ j , 2*x=1] ;
Base := Array [ BaseF , Nn, {0 , Nn=1}] ;
DDPL := Transpose [ { Nodes , DDP[ Nodes ] } ] ;
FFcor [x_] = Fit [DDPL, Base , x ] ;
coeF [ j_ ] := Co e f f i c i e n t [ FFcor [ x ] , ChebyshevT [ j , 2*x=1] , 1 ] ;
c o e f s = Array [ coeF , Nn=2, {2 , Nn=1}] ;

]
r e s s [x_] :=FFcor [ x]=Sum[ c o e f s [ [ j =1] ]*ChebyshevT [ j , 2*x=1] , { j , 2 ,Nn=1}] ;
c o e f s = Join [ { Co e f f i c i e n t [ r e s s [ x ] , ChebyshevT [ 1 , =1+2*x ] , 0 ] ,

C o e f f i c i e n t [ r e s s [ x ] , ChebyshevT [ 1 , =1+2*x ] , 1 ] } , c o e f s ] ;
Apsi = =2*nu*M*Log [ 1 0 ] * c o e f s ;
Pr int [ "Number o f c o e f f i c i e n t s o f expantion over " , T_k, " i s
o v e r l i n e {K}+1=", Nn]
Pr int [ "The c o e f f i c i e n t s are \n" , Apsi ]

(*You can save the c o e f f i c i e n t s to f i l e *)
(*Export [ " c : / c o e f s . txt " , Apsi , "TSV" ] ; * )

(*You can p lo t the e r r o r o f approximation o f \ o v e r l i n e {D}_P by
\ ov e r l i n e {\ p s i }( t , x ) . This can take a time *)
(*
Plot [DDP[ x]=FFcor [ x ] , {x , 0 , 1} , P lotSty le=>{Thickness [ 0 . 0 0 7 ` ] , Black } ,
Labe lSty l e => {FontFamily => "Times New Roman" , 20 , GrayLevel [ 0 ] } ,
ImageSize => Large , PlotLegends => Placed [ LineLegend [{" Error o f
approximation o f DP by ps i ( t , x )"} , LegendFunction => Frame ,
LegendMarkerSize => {{55 , 10}} ] , {0 . 5 , 0 . 2 } ] ] * )

(*You can p lo t the value o f \Psi ( t , x ) . This can take a time *)
(*
FFcor2 [x_] := Sum[ Apsi [ [ j ] ] * ChebyshevT [ j =1, 2*Abs [ x ]=1] , { j , 1 , Nn} ] ;
Ps i [x_] := MaxValue[=(x=y )^2/(4*nu* t )=(Cos [ Pi*y ]=1)/(2*nu*Pi)+
FFcor2 [ x ] / ( 2* nu ) , y ] ;
Plot [ Log10 [ Abs [ Psi [ x ] ] ] , { x ,=1 ,1} , P lotSty le=>{Thickness [ 0 . 0 0 7 ` ] , Black } ,
Labe lSty l e => {FontFamily => "Times New Roman" , 28 , GrayLevel [ 0 ] } ,
ImageSize => Large , P lotPo ints => 200 ]* )

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ÓÁ
ut + uux = νuxx, x ∈ [−1, 1], t ∈ [0, T ]

u(0, x) = φ(x) = − sinπx,

u(t,−1) = 0, u(t, 1) = 0.

(18)

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (18), ïîëó-
÷åííîãî â ðàñ÷¼òàõ ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó íèæå.
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Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 òî÷íîå ðåøåíèå ÍÊÇ (18) ìîæåò áûòü âûðàæåíî
ôîðìóëîé (11).

Ðèñ. 3. Ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) ïðè ν =
10−4, T = 1.

3 Àëãîðèòì íà îñíîâå áàðèöåíòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñàíû èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû, ñëóæàùèå äëÿ
ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) è ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåí-
òîâ ìàòðèö, àïïðîêñèìèðóþùèõ îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïå-
ðåìåííûì x è t â ýòîé çàäà÷å. Äàëåå äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé ðàçðàáîòàí
âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìåòîäîâ êîëëîêàöèè è äîáàâî÷íîé ôóíêöèè. Ñóòü ìåòîäà êîëëî-
êàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ è
çàïèñè óðàâíåíèÿ â íàáîðå óçëîâ êîëëîêàöèè. Ìåòîä äîáàâî÷íîé ôóíê-
öèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ ñðàçó
ó÷åñòü íà÷àëüíûå äàííûå.
Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x ∈ [−1, 1] ïðè ôèêñèðî-

âàííîì t çà îñíîâó âîçüì¼ì äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ áàðèöåíòðè÷åñêóþ èí-
òåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó

u(t, x) ≈ RN (x) =
N∑
j=1

ωju(t, g(x
ch
j ))

x− g(xchj )

/ N∑
j=1

ωj

x− g(xchj )
, (19)
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ãäå xchj = cos
(2j − 1)π

2N
, ωj = (−1)j−1 sin

(2j − 1)π

2N
� óçëû è âåñà èíòåðïî-

ëÿöèè ñîîòâåòñòâåííî, j = 1, N , g(x) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ïåðå-
âîäÿùåå îòðåçîê [−1, 1] â ñåáÿ è ïîçâîëÿþùåå àäàïòèðîâàòü ïîëîæåíèå
óçëîâ ê îñîáîé òî÷êå, g(±1) = ±1. Â äàëüíåéøåì ïîëîæèì xj = g(xchj ).

Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå (19) áûëî ïðåäëîæåíî â [35], îöåíêè åãî ïî-
ãðåøíîñòè ïîëó÷åíû â [36]. Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ (19) ïðè ðåøå-
íèè ÓÁ ïîêàçàíà â [38, 37],
Ðåøåíèå çàäà÷è (18) â îáëàñòè Ck = {(t, x) : t ∈ [τk, τk+1], x ∈ [−1, 1]},

ãäå îòðåçîê [τk, τk+1] áóäåò îïèñàí íèæå, èùåì â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñëåäóþùèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîðìóë:

• Ìîäèôèöèðîâàííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ (19) ñ ôèêñèðîâàííûì
t ∈ [τk, τk+1]:

R̂N (x) =
N∑
j=1

1− x2

1− x2j

ωju(t, xj)

x− xj

/ N∑
j=1

ωj
x− xj

, xj = g(xchj ). (20)

• Ìîäèôèöèðîâàííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñ óçëàìè ×å-

áûø¼âà, θi = cos
(2i− 1)π

2M
, è âåñàìè ξi = (−1)i−1 sin

(2i− 1)π

2M
,

i = 1,M , ïðè t ∈ [τk, τk+1] ñ ôèêñèðîâàííûì x ∈ [−1, 1]:

P̂M (t) =
1

M

M∑
i=1

1 + Λ(t)

1 + θi

ξiTM (Λ(t))

Λ(t)− θi
u(ti, x) + u(τk, x), (21)

ãäå Λ(t) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [τk, τk+1] â îòðåçîê [−1, 1],
ti = Λ−1(θi), TM � ïîëèíîì ×åáûø¼âà ñòåïåíè M .

Â ñëó÷àå ôóíêöèè (20) ìîäèôèêàöèÿ èíòåðïîëÿöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè-

÷èè ìíîæèòåëÿ
1− x2

1− x2j
, xj = g(xchj ), ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íóëåâûå êðàå-

âûå óñëîâèÿ, à â ñëó÷àå ôóíêöèè (21) � â íàëè÷èè ìíîæèòåëÿ
1 + Λ(t)

1 + θi
è

ñëàãàåìîãî u(τk, x), ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äîáàâî÷íîé ôóíêöèè
îáåñïå÷èâàåò ðåàëèçàöèþ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Ââåäåíèå óêàçàííûõ ìíîæèòåëåé èãðàåò ïðèíöèïèàëü-
íóþ ðîëü â ñîçäàíèè àëãîðèòìà íà îñíîâå ìåòîäà êîëëîêàöèé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå (19) ïðèâîäèò ê çàäà÷å ëè-
íåéíîé àëãåáðû, â êîòîðîé ìàòðèöû, àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîèçâîäíûå
(ñì. (23), ìàòðèöû D(1) è D(2)), áóäóò èìåòü òîëüêî íóëåâûå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà è Æîðäàíîâû êëåòêè áîëüøîãî ðàçìåðà, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòèì ÷èñëàì. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî îïå-
ðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ â ïðîñòðàíñòâå
ïîëèíîìîâ èìåþò òîëüêî ïîñòîÿííûå è ëèíåéíûå ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè è èì ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Îïèñàííàÿ ñè-
òóàöèÿ àáñîëþòíî íåïðèãîäíà äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé.
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Çàìå÷àíèå 4. Ïðèáëèæåíèå (20) â ñëó÷àå, êîãäà g(x) � òîæäåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (20) � ýòî
äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (ÄÐÔ). Àëãîðèòì àäàïòàöèè ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñåòêè ê îñîáîé òî÷êå, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñïåöè-
àëüíîãî âèäà g(x), îïèñàí íèæå.

Ââèäó ïðèìåíåíèÿ (21) â êàæäîé îáëàñòè Ck ñåòêà ïî âðåìåíè çàäàíà
óçëàìè ×åáûø¼âà, θi, i = 1,M , êîòîðûå ñãóùåíû âîçëå ãðàíèö, íî íå
âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñàìè ãðàíèöû. Ïðåäëîæåííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì,
èñïîëüçóþùèé ìåòîä êîëëîêàöèè, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â äàííûõ óçëàõ. Îäíàêî äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà äî-
áàâî÷íîé ôóíêöèè â îáëàñòè Ck+1 íàì ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå
ðåøåíèÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå ðàññìîòðåííîãî îòðåçêà ïî âðåìåíè t = τk+1

. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì ñ óçëàìè ×å-
áûø¼âà (áåç ìîäèôèêàöèè):

u(τk+1, x) ≈ PM (τk+1) =
1

M

M∑
i=1

ξi
1− θi

u(ti, x), (22)

ãäå x ∈ [−1, 1] ôèêñèðîâàíî.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèö, àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîèçâîäíûå ïî t è x,

íåîáõîäèìî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü èñïîëüçóåìûå èíòåðïîëÿöèîííûå ôîð-
ìóëû íóæíîå ÷èñëî ðàç, à ïîñëå ïåðåéòè ê ïðåäåëàì t → ti è x → xj .
Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ (19) ýëåìåíòû ìàòðèöD(1) èD(2), àïïðîêñèìèðóþùèõ
ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå, ïðèâåäåíû â [37]:

D(1)ij =


ωj

ωi(xi − xj)
, ïðè i ̸= j;

−χi, ïðè i = j;

D(2)ij =


γij , ïðè i ̸= j;

−
N∑

k=1,k ̸=i
γik, ïðè i = j;

(23)

ãäå χi =
N∑

k=1,k ̸=i

ωk
ωi(xi − xk)

, γik = − 2ωk
ωi(xi − xk)

(
χi +

1

xi − xk

)
.

Äàëåå ïðèâåäåíû ìàòðè÷íûå àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå èç ìîäèôèöèðîâàííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîð-
ìóë:

• N×N - ìàòðèöà B(1) = (B(1)ij), àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïåðâóþ ïðî-
èçâîäíóþ ïî x, ïîëó÷åííàÿ èç (20):

B(1)ij =


1− x2i
1− x2j

ωj
ωi(xi − xj)

, åñëè i ̸= j;

− 2xi
1− x2i

− χi, åñëè i = j.
(24)
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• N×N - ìàòðèöà B(2) = (B(2)ij), àïïðîêñèìèðóþùàÿ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ ïî x, ïîëó÷åííàÿ èç (20):

B(2)ij =


− 4xi
1− x2j

ωj
ωi(xi − xj)

+
1− x2i
1− x2j

γij , åñëè i ̸= j;

− 2

1− x2i
+

4xi
1− x2i

χi −
N∑

k=1,k ̸=i
γik, åñëè i = j.

(25)

• M×M - ìàòðèöà A = Aij , àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïåðâóþ ïðîèçâîä-
íóþ ïî t, ïîëó÷åííàÿ èç (21):

Aij =


(−1)i+j

2

τk+1 − τk

(1 + θi)
√

1− θ2j

(1 + θj)(θi − θj)
√

1− θ2i

, åñëè i ̸= j;

2

τk+1 − τk

(
1

1 + θi
+

θi
2(1− θ2i )

)
, åñëè i = j.

(26)

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäà÷è (18), Ω̂ = [0, T ] × [−1, 1], ðàçîáüåì íà
ÿ÷åéêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ââåäåì øàãè dk è ñåòêó ñ óçëàìè τk, òàêóþ
÷òî τ0 = 0, τk+1 = τk + dk, τK = T , k = 0,K.
Â êàæäîé èç ÿ÷ååê Ck = [τk, τk+1]× [−1, 1] èùåì ðåøåíèå ñ ïðèìåíåíè-

åì ìåòîäà êîëëîêàöèè, ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ è áàçèñíîé ôóíêöèè â âèäå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (20) è (21). Äëÿ ýòîãî â Ck ââåä¼ì ñåòêó (ti, xj),

ãäå ti = Λ−1(θi), θi = cos
(2i− 1)π

2M
, i = 1,M . Â ÿ÷åéêå C0 ïîëîæèì

xj = xchj = cos
(2j − 1)π

2N
, j = 1, N , à â ñëåäóþùèõ ÿ÷åéêàõ, xj = g(xchj ).

Ôóíêöèþ g(x) áóäåì ñòðîèòü òàê, ÷òîáû àäàïòèðîâàòü ñåòêó ê îñîáåí-
íîñòè ðåøåíèÿ.
Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ðåøåíèÿ â êàæ-

äîé ÿ÷åéêå Ck ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ s è ïîëîæèì u =
u0(t, x, s) +uCk

(x), ãäå u0 óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ â òî÷êå t = τk, uCk

(x) � äîáàâî÷íàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ çà íà÷àëü-
íîå óñëîâèå â ÿ÷åéêå Ck, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ðåøåíèÿ
èç ïðåäûäóùåé ÿ÷åéêè ñ ïðèìåíåíèåì (22). Áóäåì èñêàòü u0(t, x, s) êàê
ïðåäåë ðåøåíèÿ çàäà÷è:

∂u0
∂s

= u0t + (u0 + uCk
)(u0 + uCk

)x − ν(u0 + uCk
)xx ïðè s→ ∞, (27)

ïîëàãàÿ u(t, x, 0) = 0. Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî s ñ øàãîì ∆ è

óçëàìè sn = n∆, n = 1, 2, .... Îáîçíà÷èì un0 = u0(t, x, s
n), òîãäà

∂u0
∂s

≈
un+1
0 − un0

∆
, è ñõåìà ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå Ck èìååò

âèä:

un+1
0 − un0

∆
= un+1

0t + (un0 + uCk
)(un0 + uCk

)x − ν(un+1
0 + uCk

)xx. (28)
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Ïðèìåíèì ìåòîä êîëëîêàöèè. Ïóñòü

◦ Un0 �M×N - ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèé ðåøå-
íèÿ íà n-îé èòåðàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ â óçëàõ êîëëîêàöèè,
M � êîëè÷åñòâî óçëîâ ïî âðåìåíè è N � ïî ïðîñòðàíñòâó.

◦ UCk
�M×N - ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííû-

ìè è ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â óçëàõ xj , j = 1, N , ïðè t = τk,
ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåøåíèÿ â ïðåäûäóùåé ÿ÷åéêå.

Çàïèøåì ïðèáëèæ¼ííûå ðàâåíñòâà:

◦ (Un0 + UCk
)x ≈ (Un0 + UCk

)BT
(1), ãäå ýëåìåíòû B(1) îïðåäåëåíû â

(24).
◦ (Un+1

0 + UCk
)xx ≈ (Un+1

0 + UCk
)BT

(2), ãäå ýëåìåíòû B(2) çàäàíû â

(25).
◦ Un+1

0t ≈ AUn+1
0 , ãäå ýëåìåíòû A çàäàíû â (26).

Çäåñü íèæíèå èíäåêñû x, xx è t ó ìàòðèö îçíà÷àþò, ÷òî îíè ñîäåðæàò
çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ êîëëîêàöèè.
Çàïèñûâàÿ (28) â óçëàõ êîëëîêàöèè, ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

Un+1
0 −∆AUn+1

0 +∆νUn+1
0 BT

(2) =

Un0 +∆
[
(Un0 + UCk

)⊙
(
(Un0 + UCk

)BT
(1)

)
− νUCk

BT
(2)

]
,

(29)

ãäå ñèìâîë "⊙" îáîçíà÷àåò ïîýëåìåíòíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.
Äàëåå èñïîëüçóåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö A è BT

(2):

A = RADAR
−1
A , BT

(2) = RBDBR
−1
B , (30)

ãäå RA, RB � ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, à DA, DB

� äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé A è BT
(2). Ìàòðèöû A

è BT
(2) äîïóñêàþò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå (30) â ñèëó òîãî, ÷òî êðàò-

íîñòü èõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíà åäèíèöå, äàííîå ñâîéñòâî ïîäðîáíî
èññëåäîâàíî â [42, 43].
Óìíîæàåì óðàâíåíèå (29) ñëåâà íà R−1

A è ñïðàâà íà RB. Ââåäåì îáî-

çíà÷åíèå: V n+1 = R−1
A Un+1

0 RB, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (29) ïðèìåò âèä:

V n+1 −∆DAV
n+1 +∆νV n+1DB = (31)

R−1
A

(
Un0 +∆

[
(Un0 + UCk

)⊙
(
(Un0 + UCk

)BT
(1)

)] )
RB − ν∆R−1

A UCRBDB︸ ︷︷ ︸
îáîçíà÷èì êàê Gn+1

.

Âûðàçèì ýëåìåíòû ìàòðèöû V n+1 èç (31):

V n+1
ij = Gn+1

ij

/
(1−∆DA,i +∆νDB,j) , (32)

ãäåDA,i � i-îå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A,DB,j � j-îå ñîáñòâåííîå ÷èñ-

ëî BT
(2), G

n+1
ij � çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè (31) â óçëå (ti, xj). Ðåøåíèå íà ñëå-

äóþùåì øàãå ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ âûðàçèì â âèäå Un+1
0 = RAV

n+1R−1
B ,

óâåëè÷èì n íà åäèíèöó, è ïîâòîðèì îïèñàííûå âû÷èñëåíèÿ.
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Áóäåì ïðîâîäèòü èòåðàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ â äàííîé ÿ÷åéêå, ïîêà
ðåøåíèå íå óñòàíîâèòñÿ. Êðèòåðèé îñòàíîâêè:

max |Un+1
0 − Un0 | ≤ εS∆, (33)

ãäå εS � íåâÿçêà óñòàíîâëåíèÿ, ìàëîå ÷èñëî. Çäåñü ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî
âñåì âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû. Â êà÷åñòâå U0

0 çàäàäèì íóëåâóþ ìàòðè-
öó. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ îñòàíîâêè â òåêóùåé ÿ÷åéêå ïðè
n = 1, 199 áóäåì óìåíüøàòü åå ðàçìåð â äâà ðàçà: dk = dk/2 è äåéñòâî-
âàòü òàêèì îáðàçîì äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîáü¼ìñÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà
óñòàíîâëåíèÿ â ÿ÷åéêå Ck ïðè ÷èñëå èòåðàöèé ìåíüøåì 200.
Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (22), ïîëó÷èì ÷èñëåííîå ðåøåíèå u(τk+1, x) è îò-

òàëêèâàÿñü îò èäåé èç ðàáîòû [37], îïèøåì ìåòîä ëîêàëèçàöèè îñîáîé
òî÷êè ðåøåíèÿ z∗(t) = δ(t) + iε(t) ∈ C è àäàïòàöèè ê íåé ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñåòêè xj , j = 1, N . Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ìû ïîëàãàåì, ÷òî
ó èñêîìîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê îáëàñòè çàäà÷è. Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ çíà-
÷åíèé δ(τk+1) è ε(τk+1) ðàçëîæèì u(τk+1, x) â ðÿä Ôóðüå�×åáûø¼âà è
àïïðîêñèìèðóåì åãî ïðèáëèæåíèåì ×åáûø¼âà�Ïàäå:

u(τk+1, x) =
∞∑
k=0

akTk(x) ≈
∑m

k=0 bkTk(x)

1 +
∑r

k=1 ckTk(x)
=
p(x)

q(x)
. (34)

Îòñþäà, òðåáóÿ, ÷òîáû u(τk+1, x)q(x) − p(x) = O(Tm+r+1(x)), ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

1 −d0,1 · · · −d0,r
. . .

...
...

...
1 −dm,1 · · · −dm,r

−dm+1,1 · · · −dm+1,r
...

...
...

−dm+r,1 · · · −dm+r,r





b0
...
bm
c1
...
cr


=



a0
...
am
am+1
...

am+r


.

Êîýôôèöèåíòû di,j íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ
∑∞

i=0 di,jTi(x) =
∑∞

i=0 aiTi(x)Tj(x)

ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû Ti(x)Tj(x) =
1
2(Ti+j(x)− T|i−j|(x)). Äëÿ ëîêàëèçàöèè

îñîáåííîñòè òðåáóåòñÿ íàéòè ci, i = 1, r. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå r óðàâ-
íåíèé ñèñòåìû, çàïèñàííîé âûøå, íå âêëþ÷àþò bi, i = 0,m, íåîáõîäèìî
ðåøàòü òîëüêî ïîäñèñòåìó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ci. Âîçüìåì r = 2, òîãäà
ýòè êîýôôèöèåíòû ìîæíî âûðàçèòü ÿâíî [39]:

dm+1,1 = am+1/2 + am+3/2, dm+1,2 = am/2 + am+4/2,
dm+2,1 = am+2/2 + am+4/2, dm+2,2 = am+1/2 + am+5/2.

Ïîñëå ðåøåíèÿ ïîäñèñòåìû íåîáõîäèìî îòûñêàòü êîðíè çíàìåíàòåëÿ â
ïðèáëèæåíèè (34). Åñëè êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ äâà ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñëà è ìíèìàÿ ÷àñòü áîëüøå 10−14, òî δ(τk+1) è ε(τk+1) � äåéñòâè-
òåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòü îäíîãî èç êîðíåé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
âûáåðåì êîðåíü ñ ïîëîæèòåëüíûì ε(τk+1). Åñëè |ε(τk+1)| ≤ 10−14 èëè
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ìîäóëè çíà÷åíèé δ(τk+1) è ε(τk+1) âåëèêè, òî ïîëàãàåì δ(τk+1) = δ(τk) è
ε(τk+1) = ε(τk).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ak â (34) ìîæíî âû÷èñëèòü u(τk+1, x)

â óçëàõ ×åáûø¼âà íà îòðåçêå [−1, 1], à ïîñëå ïðèìåíèòü áûñòðîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îäíàêî åñëè èçâåñòíî ïîëîæåíèå îñîáåííîñòè íà
ïðåäûäóùåì øàãå ïî âðåìåíè τk, òî äëÿ áîëåå òî÷íîãî ðàñ÷¼òà ε(τk+1),
δ(τk+1) ïðèáëèæåíèå (34) ñòðîèòñÿ íà îòðåçêå [max

(
−1, δ(τk)−10ε(τk)

)
,

min
(
1, δ(τk) + 10ε(τk)

)
].

Íàêîíåö, êîãäà ïîëó÷åíû δ(τk+1) è ε(τk+1), ìîæíî îïðåäåëèòü íîâóþ
ñåòêó ïî ïðîñòðàíñòâó äëÿ ñëåäóþùåé ÿ÷åéêè Ck+1. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çóåòñÿ îòîáðàæåíèå g(x), êîòîðîå êîíôîðìíî ïåðåâîäèò îòðåçîê [−1, 1]
â ñåáÿ, ñì. [37]:

x̂j = g(xj) = δ(τk+1) + ε(τk+1) sinh
[
(a− + a+)

xj − 1

2
+ a−

]
, (35)

ãäå a± = sinh−1 1± δ(τk+1)

ε(τk+1)
, j = 1, N .

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ
ïðèìåíåíèåì (35) ïðè ν < 10−5 íå óäàâàëîñü. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòà-
åì ìîäèôèêàöèþ (35). Àíàëèç ðåøåíèÿ (18) ïîêàçàë, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ
êîîðäèíàòà îñîáîé òî÷êè ìîæåò áûòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìè-
ðîâàíà íóë¼ì, ñì. ðèñ. 6, ïîýòîìó çàôèêñèðóåì δ(t) = 0 è âìåñòî g(x)
ïðèìåíèì êîìïîçèöèþ g ◦ g:

x̂j = g(g(xj)) = ε(τk+1) sinh
[π
2
sinh

(
xjS(τk+1)

)]
, j = 1, N, (36)

ãäå S(τk+1) = sinh−1
(

2
π sinh

−1 1
ε(τk+1)

)
. Óêàçàííàÿ êîìïîçèöèÿ ïîçâîëÿåò

¾óíåñòè¿ îñîáóþ òî÷êó z∗(t) äàëüøå îò îòðåçêà [−1, 1] â C, ÷åì èñõîäíîå
îòîáðàæåíèå g. Ïðèìåíåíèå g ◦ g ïðè ν ≥ 10−5 ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî
óëó÷øèòü óñòîé÷èâîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà è ïîëó÷èòü áîëåå âûñîêóþ
òî÷íîñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå óçëîâ.

4 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè è ñêîðîñòè
ðàáîòû ñîçäàííîãî ìåòîäà ïðè ðåøåíèè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ÓÁ (18). Äëÿ âåðèôèêàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ï. 4.1 îïèñàí ìåòîä
ðàñ÷¼òà òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî ôîðìóëå (11) è èññëåäîâàíà åãî ñõîäèìîñòü.
Â ï. 4.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåíèå àäàïòèâíûõ ìåòîäîâ è îáîñíîâàííûé
âûáîð àäàïòàöèè ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûìè óæå ïðè ν = 0.01 è
ïðèâåäåíî îáñóæäåíèå íþàíñîâ ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è ïî-
ëó÷åííûõ ðåøåíèé. Íàêîíåö, â ï. 4.3 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýòèõ ðåøåíèé
ñ ðåøåíèÿìè äðóãèõ àâòîðîâ (ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé ∂u/∂x
ïðè x = 0). Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíî òî÷íîå çíà-
÷åíèå ýòîé ïðîèçâîäíîé ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (11). Îòìåòèì ñðàçó,



18 È.À. Áóãîåö, Á.Â. Ñåìèñàëîâ, Â.Ï. Øàïååâ

÷òî â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ðåøåíèÿ ïðè ν < 10−3 â îòêðûòûõ èñòî÷-
íèêàõ îáíàðóæåíû íå áûëè. Íàì æå óäàëîñü ðàññ÷èòàòü ðåøåíèÿ ïðè
ïðåäåëüíî ìàëûõ ν âïëîòü äî ν = 10−8.

4.1. Ðàñ÷¼ò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (18) ðàññ÷èòàåì èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ôîðìóëå (11), â ìîìåíò
âðåìåíè t = T ñ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû �äâîéíîé ýêñïî-
íåíòû�, îïèñàííîé â ðàáîòå [44]:

Ih =
π

2
h

H∑
n=−H

w
(
t, x, sinh (

π

2
sinhnh)

)
(coshnh) cosh

(π
2
sinhnh

)
, (37)

ãäå h = sinh−1

(
2

π
sinh−1(1019)

)/
H, à 2H+1 � êîëè÷åñòâî óçëîâ êâàäðà-

òóðíîé ôîðìóëû, w(t, x, y) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Èñïîëüçîâàíèå
÷èñëà 1019 â âûðàæåíèè äëÿ øàãà h ñëóæèò ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöè-
åé áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ðàñ÷¼òàõ ïî ôîðìóëå (11) ñ íà÷àëüíûì äàííûì
φ(x) = − sinπx è âÿçêîñòüþ ν < 10−3 èñïîëüçóåì ïîïðàâî÷íûé ìíîæè-
òåëü ñ ôóíêöèåé ψ(t, x), ðàññ÷èòàííîé êàê îïèñàíî â ðàçä. 2.
Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíà ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèé òî÷íîãî ðåøåíèÿ (11)

ïðè ðàñ÷¼òå èíòåãðàëîâ, ñòîÿùèõ â í¼ì, ïî ôîðìóëå (37) ïðè ðàçëè÷-

íûõ ν � ïîêàçàí ãðàôèê dH = lg

(
∥uex,H − uex,2H∥∞

∥uex,2H∥∞

)
â çàâèñèìîñòè

îò H ïðè T = 0.5. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ H ðåøåíèå uex ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ν òàêèå ãðàôèêè ìû íå ñòðîèëè, îäíàêî âñå-
ãäà ïðîâåðÿëè, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ H çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè err (ñì. ôîðìóëó íèæå) ìåíÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1%.

4.2. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷¼òîâ çàäàäèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî x èç Np óçëîâ:

x̌ = {xj : xj = −1 + 2(j − 1)/(Np − 1), j = 1, Np} è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå
îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (18):

err =
∥u(T, x)− uex(T, x)∥∞

∥uex(T, x)∥∞
,

ãäå ∥ · ∥∞ = max
xj∈x̌

| · |. Åñëè ïðè îïèñàíèè ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèå Np íå

óêàçàíî, òî ïîëîæèì Np = 10000.
Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷è (18) îïðåäåëèì òàêæå ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü

errloc =
∥u(T, x)− uex(T, x)∥∞,loc

∥uex(T, x)∥∞,loc
,
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Ðèñ. 4. Ãðàôèê dH â çàâèñèìîñòè îò H ïðè T = 0.5.

ãäå ∥ · ∥∞,loc = max
xj∈x̄

| · |, äëÿ ïîäñ÷åòà êîòîðîé ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ

ñåòêà x̄ = {xj : xj = −100ν + 200ν(j − 1)/(Np − 1), j = 1, Np,loc}, xj ∈
[−100ν, 100ν].
Äàëåå îïèøåì îñíîâíûå ïàðàìåòðû ÷èñëåííîãî ìåòîäà è óêàæåì èõ

çíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ðàñ÷¼òàõ:

1. N � ÷èñëî óçëîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, N ∈ [100, 350].
2. K � ÷èñëî ÿ÷ååê, íà êîòîðûå ðàçáèòà îáëàñòü çàäà÷è, ìîæåò áûòü

ôèêñèðîâàíî èëè èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ïðè àäàï-
òàöèè àëãîðèòìà, K ∈ [10, 2× 106].

3. M � ÷èñëî óçëîâ ×åáûø¼âà ñåòêè ïî âðåìåíè â êàæäîé ÿ÷åé-
êå, äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé
òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (21), íî íå ñëèøêîì áîëüøèì äëÿ óìåíü-
øåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è ñîõðàíåíèÿ ÷èñëåííîé óñòîé÷è-
âîñòè àëãîðèòìà. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî M = 10
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàèìåíüøèå err.

4. ∆ � øàã ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ, ∆ = 1. Òàêîå çíà÷åíèå îáåñïå÷èâà-
åò âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà â áîëüøèíñòâå ðàñ÷¼ò-
íûõ ðåæèìîâ.

5. εS � íåâÿçêà óñòàíîâëåíèÿ, ñì. (33). Åñëè íå óêàçàíî èíîãî, εS =
10−12.

6. H � ïàðàìåòð êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (37) ïðè âû÷èñëåíèè òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ (11), H ∈ [300, 105].
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7. Np, Np,loc � ÷èñëî óçëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî x, íà êîòîðîé ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, Np ∈ [104, 105], à òàêæå
ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, Np,loc ∈ [5 · 103, 2 · 105]. Åñëè íå óêàçàíî
èíîãî, òî Np = 104.

Èñïîëüçîâàíèå ÄÐÏ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è àäàïòàöèÿ
ñåòêè ê ïîëîæåíèþ îñîáåííîñòè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü âûñîêîòî÷íîå ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå ïðè ìàëûõ ν. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñè-
ìîñòè lg(err) îò N ïðè T = 0.5, ν = 0.1, 0.01, äëÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åí-
íûõ àëãîðèòìîì ñ àäàïòàöèåé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ê îñîáîé òî÷êå
(ñïëîøíûå ëèíèè) è áåç àäàïòàöèè (ïóíêòèð). Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ
äëÿ àäàïòàöèè ñåòêè ê îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèå g ïðèìåíÿëîñü îäíî-
êðàòíî. Ñïëîøíûå ëèíèè íà ïðåäñòàâëåííîì ãðàôèêå ïîêàçûâàþò áûñò-
ðîå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå îøèáêè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ N . Äëÿ
äîñòèæåíèÿ ñîïîñòàâèìîé òî÷íîñòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áåç àäàïòà-
öèè òðåáóåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåå ÷èñëî óçëîâ N , ÷òî õàðàêòåðèçóåò
ýôôåêòèâíîñòü àäàïòèâíîãî ìåòîäà. Åãî ýôôåêòèâíîñòü òàêæå ïîäòâåð-
æäàåòñÿ òåì, ÷òî àëãîðèòì áåç àäàïòàöèè ñåòêè â çàäà÷àõ ñ âÿçêîñòüþ
ν < 10−2 íå ñõîäèòñÿ. Àäàïòàöèè ñ îäíîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îòîá-
ðàæåíèÿ g ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðè ν ≳ 10−5, à ñ
ïðèìåíåíèåì êîìïîçèöèè g ◦ g � ïðè çíà÷åíèÿõ ν âïëîòü äî 10−8.
Ïðè òåñòèðîâàíèè àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà áûëî ïðîâåäåíî ìíîæåñòâî

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ñóììèðîâàíû â òàáë. 1,
2. Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âåçäå èñïîëüçîâàíà êîìïîçèöèÿ g◦g,
à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Np ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû ïðè åãî óäâîåíèè çíà-
÷åíèÿ err (ëèáî errloc) ìåíÿëèñü íå áîëåå, ÷åì íà 1%. Äëÿ íåêîòîðûõ
÷èñëåííûõ ðåøåíèé çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè äîñòèãàþò ìàêñèìóìà òîëü-
êî â îêðåñòíîñòè x = 0. Â òàêîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçîâàòü òî÷íîñòü áóäåò
èìåííî errloc. Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ max(err, errloc). Òàáë. 1
âêëþ÷àåò ðåçóëüòàòû âîñüìè, à òàáë. 2 � ñåìè ýêñïåðèìåíòîâ, ýêñïåðè-
ìåíòû (òåñòû) ïðîíóìåðîâàíû. Ïðè ïðîâåäåíèè ïåðâûõ äâóõ òåñòîâ â
êàæäîé òàáë. ÷èñëî ÿ÷ååê K ôèêñèðîâàíî. Ïðè ðåàëèçàöèè òåñòîâ ñ íî-
ìåðàìè 3 è áîëüøå, èçíà÷àëüíî çàäàâàëñÿ ðàçìåð ÿ÷ååê dk = 0.005. Â
òåñòàõ �3 ïðè t = 0.4375 ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ ñîâåðøàë 200 èòåðàöèé,
ââèäó ÷åãî (â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêîìåíäàöèÿìè äàííûìè ïîñëå (33)), ðàç-
ìåð ÿ÷åéêè óìåíüøàëñÿ â 2 ðàçà è ðåøåíèÿ ïåðåñ÷èòûâàëèñü. Ïîäîáíîå
ïðîèñõîäèëî âî âñåõ òåñòàõ ñ á�îëüøèìè íîìåðàìè è ïðè ðàçëè÷íûõ t.
Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áàëàíñ òî÷íîñòè è ñêîðî-

ñòè ðàáîòû, âàæíûé ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷: ýòîò áàëàíñ ìîæåò
áûòü äîñòèãíóò çà ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ N è K: èõ óìåíüøåíèå
âåä¼ò ñ îäíîé ñòîðîíû ê ïîòåðå òî÷íîñòè, à ñ äðóãîé � ê óìåíüøåíèþ âðå-
ìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Êðîìå, òîãî äëÿ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà (êîíå÷íî
çà ñ÷¼ò ñíèæåíèÿ òî÷íîñòè) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ìåõàíèçìû
(îíè áûëè èñïîëüçîâàíû â òåñòàõ 5�8 èç òàáë. 1 è 4�7 èç òàáë. 2):
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Ðèñ. 5. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ln(err) îò N ïðè T = 0.5,
ν = 0.1, 0.01 â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèò-
ìà (ñïëîøíûå ëèíèè) è àëãîðèòìà áåç àäàïòàöèè (ïóíê-
òèðíûå ëèíèè). Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà: M = 10, K = 10,
H = 300 ïðè ν = 0.1; M = 10, K = 20, H = 300 ïðè
ν = 0.01.

1) Åñëè 10−6 ≤ ν < 10−4, òî ïðèíóäèòåëüíî óìåíüøàòü dk äî 0.001
ïîñëå t = 0.3; ïðîèçâîäèòü ïîèñê îñîáåííîñòè, ñãóùåíèå ñåòêè è
ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå BT

(2) íå áîëåå îäíîãî ðàçà íà îòðåçêå ïî

âðåìåíè äëèíû 0.001;
2) Åñëè ν < 10−6, òî ïðèíóäèòåëüíî óìåíüøàòü dk äî 0.0001 ïîñëå

t = 0.3; ïðîèçâîäèòü ñãóùåíèå ñåòêè è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
BT

(2) íå áîëåå îäíîãî ðàçà íà îòðåçêå ïî âðåìåíè äëèíû 0.0001.

Ïðèíóäèòåëüíîå óìåíüøåíèå øàãà ñåòêè ïî âðåìåíè, dk, ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ≈ 0.4, ìíèìàÿ ÷àñòü êîîðäèíàòû îñîáîé
òî÷êè ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ íà
ðèñ. 6, á), ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ïî x è t.
Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ñ òàêèìè ãðàäèåíòàìè ïî t ñëåäóåò ëèáî óâå-
ëè÷èâàòü ÷èñëî óçëîâ M ëèáî óìåíüøàòü dk. Èç íàøèõ ýêñïåðèìåíòîâ
ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé âàðèàíò íàìíîãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõN ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæå-

íèå BT
(2) â êàæäîé ÿ÷åéêå çàíèìàåò äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè, ïîýòîìó

äëÿ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà ïðåäëàãàåòñÿ ïðîïóñêàòü ýòó ïðîöåäóðó â ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà óæå áûëà îáíàðóæåíà îñîáàÿ
òî÷êà è ñåòêà àäàïòèðîâàíà. Äàííîå ïðåäëîæåíèå, åñòåñòâåííî, âåäåò
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ê ïîòåðå òî÷íîñòè, íî äàåò âîçìîæíîñòü óñêîðèòü ðàáîòó àëãîðèòìà â
íåñêîëüêî ðàç. Ýòî ìîæíî íàáëþäàòü íà ïðèìåðàõ òåñòîâ 4�5 èç òàáë. 1.
Òàê â òåñòå 4 íå áûëà èñïîëüçîâàíà íè îäíà èç äâóõ îïèñàííûõ ðåêî-
ìåíäàöèé, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, íî
âðåìÿ ðàñ÷¼òîâ îêàçàëîñü ïðèìåðíî â 5 ðàç áîëüøå, ÷åì â òåñòå 5, ãäå
áûëè ïðèìåíåíû îáå ðåêîìåíäàöèè.
Òàêæå îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êîìïîçèöèè g ◦ g ïðè ν ≥ 10−5

ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì
ïðè èñïîëüçîâàíèè èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ g, ñì. (35). À ïðè ν < 10−5

ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèÿ g ◦g îêàçàëîñü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, ïîçâî-
ëèâøèì â ïðèíöèïå äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.
Èç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåä¼ííûõ â òàáë. 1, 2 ìîæíî ïîëó÷èòü íåñêîëü-

êî çàêîíîìåðíîñòåé. Âî-ïåðâûõ, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t, ε(t) ≈ Ctν,
ãäå Ct ìåäëåííî ðàñò¼ò ñ ðîñòîì t. Âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ
àäàïòèâíîãî äðîáëåíèÿ øàãà dk ÷èñëî ÿ÷ååê K ïðèáëèçèòåëüíî îáðàòíî-
ïðîïîðöèîíàëüíî ν. Â-òðåòüèõ, ðàñ÷¼òû íà îòðåçêå t ∈ [0.5, 1] êàê ïðà-
âèëî òðåáóþò ñóùåñòâåííî áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ðàñ÷¼òû íà îòðåçêå
t ∈ [0, 0.5]. Ýòî åñòåñòâåííî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [0.5, 1] îñî-
áàÿ òî÷êà ëåæèò áëèçêî ê îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñì. ðèñ. 6. Ïðè ýòîì,
åñëè èñïîëüçîâàíû 2 ìåòîäà óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà, îïèñàííûå âûøå, ïî-
ãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ïðè t = 0.5 ïðèáëèçèòåëüíî íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì
ïðè t = 1.

Òàáëèöà 1. Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(18) è âðåìÿ ðàñ÷¼òîâ â ñåêóíäàõ time â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìåòîäà ïðè T = 0.5.

ν N K H max(err, errloc) time ε(T )
1 1.e-2 100 10 3e+02 1.82e-12 14ñ 3.37e-02
2 1.e-3 150 20 1e+03 4.57e-12 1ì 30ñ 3.15e-03
3 1.e-4 150 125 5e+03 1.17e-10 9ì 35ñ 3.14e-04
4 1.e-5 300 693 2e+04 4.89e-09 6÷ 29ì 3.14e-05
5 1.e-5 250 638 2e+04 5.73e-07 1÷ 20ì 3.14e-05
6 1.e-6 200 5936 2.5e+04 3.53e-07 4÷ 50ì 3.14e-06
7 1.e-7 250 48988 5e+04 9.18e-05 27÷ 3.14e-07
8 1.e-8 250 450441 1e+05 6.83e-03 3ä 3.44e-08

Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îñîáîé òî÷êè, ïîëó÷åííàÿ
ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, îïèñàííîãî âûøå è èñïîëüçóþùåãî
êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé g ◦ g. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ìíèìàÿ êîîð-
äèíàòà îñîáîé òî÷êè èçíà÷àëüíî ñòðåìèòåëüíî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñâîåìó
ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ äî ìîìåíòà âðåìåíè t∗ ≈ 0.4 (ýòî çíà÷åíèå ðàç-
íèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ν), à äàëåå �îòñêàêèâàåò� îò ýòîãî çíà÷åíèÿ, íî
ïîðÿäîê çíà÷åíèÿ ε(t) ïðè t > t∗ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè ìàëûõ t íàáëþäàþòñÿ
êîëåáàíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè êîîðäèíàòû îñîáîé òî÷êè δ(t), äàííûé
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Òàáëèöà 2. Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(18) è âðåìÿ ðàñ÷¼òîâ â ñåêóíäàõ time â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìåòîäà ïðè T = 1.

ν N K H max(err, errloc) time ε(T )
1 1.e-2 100 10 3e+02 1.77e-12 16ñ 4.31e-02
2 1.e-3 150 40 1e+03 8.66e-12 3ì 02ñ 4.27e-03
3 1.e-4 150 325 5e+03 2.57e-10 24ì 54ñ 4.26e-04
4 1.e-5 250 2658 2e+04 5.43e-07 3÷ 44ì 4.26e-05
5 1.e-6 200 25936 2.5e+04 3.73e-06 21÷ 4.26e-06
6 1.e-7 250 208988 5e+04 2.93e-04 2ä 4.26e-07
7 1.e-8 250 1730442 1e+05 2.02e-02 14ä 4.33e-08

ýôôåêò, âåðîÿòíî, âîçíèêàåò èç-çà ÷èñëåííîé ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïðè-
áëèæåíèÿ, îí íå òàê âàæåí ââèäó ïðåíåáðåæèìî ìàëîé àìïëèòóäû ýòèõ
êîëåáàíèé ∼ 10−7, ðèñ. 6, à. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äèíàìèêà ε(t), èçîá-
ðàæ¼ííàÿ íà ðèñ. 6, á, êà÷åñòâåííî ñîîòâåòñòâóåò äàííûì ïðèâåä¼ííûì
â [24] ïðè ν = 0.05. Òàêàÿ äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé äëÿ ðåøå-
íèÿ ÓÁ ïðè ìàëûõ ν ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè öåëûå
ôóíêöèè: â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îñîáûå òî÷êè ðåøåíèÿ âûõî-
äÿò èç áåñêîíå÷íîñòè, ñòðåìèòåëüíî ïðèáëèæàþòñÿ ê îáëàñòè çàäà÷è, à
çàòåì íà÷èíàþò óäàëÿòüñÿ (áîëüøå èíôîðìàöèè ïî ýòîìó ïîâîäó ïðè-
âåäåíî â [23]).

4.3. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèÿìè äðóãèõ

àâòîðîâ. Çàäà÷à (18) ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè, ñì.
[24, 16, 22] è ññûëêè, ïðèâåä¼ííûå â ýòèõ ðàáîòàõ. Îäíàêî â ñèëó ïðî-
áëåì ñ ðàñ÷¼òîì òî÷íîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðàçäåë. 2), ïðîâåñòè ñðàâíåíèå
÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì íå óäàâàëîñü. Èç ÷èñëåííûõ
äàííûõ äëÿ ñðàâíåíèÿ â ëèòåðàòóðå ïðèñóòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-
íîé ∂u/∂x ïðè x = 0 è óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ν â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Êàê ïîêàçûâàþò íàøè âû÷èñëåíèÿ, è ýòè çíà÷åíèÿ áûëè ðàñ-
ñ÷èòàíû ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ.
Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ïî x â òî÷-

êå x = 0 â ìîìåíò âðåìåíè T = 0.5 ïðè ðàçëè÷íûõ ν. Òî÷íîå çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé âû÷èñëåíî ïóò¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ (11), ïðè-
ìåíåíèÿ ïîïðàâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ ñ ôóíêöèåé ψ(t, x) è êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû äâîéíîé ýêñïîíåíòû ïðè H = 105 è 2H äëÿ êîíòðîëÿ ïîãðåø-
íîñòè. Îáîçíà÷èì ýòî çíà÷åíèå

DH,T
ex =

∂uex
∂x

∣∣
x=0

ïðè çàäàííûõ H è T.

Âî âòîðîé êîëîíêå òàáë. 3 â êðóãëûõ ñêîáêàõ óêàçàíû 13-é � 16-é çíàêè

çíà÷åíèé D2H,T
ex . Èç ýòîãî âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðàññ÷èòàíû

ñ òî÷íîñòüþ êàê ìèíèìóì 13 çíàêîâ.
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Ðèñ. 6. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îñîáîé â çàäà÷å (18), t ∈
[0, 1] ïðè ν = 10−8, N = 250, M = 10 è K = 1730442
(à); òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìíèìîé ÷àñòè êîîðäèíàò îñîáîé
òî÷êè ïðè ðàçëè÷íûõ ν (á).

Â òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé êîëîíêàõ òàáë. 3 ïðèâåäåíû ïðèáëèæ¼ííûå çíà-
÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷åííûå ïóò¼ì ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèì ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì ïî çíà÷åíèþ ïîãðåø-
íîñòè èç òàáë. 1. Ïðè ýòîì ðåàëèçîâàíû äâà ïîäõîäà: â ïåðâîì èñïîëü-
çóåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà áåç ìîäèôèêàöèè (19), (23), çíà÷åíèå
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ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0 ïðè ýòîì îáîçíà÷èì DWM . Âî âòîðîì æå ïîä-
õîäå èñïîëüçóþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå ôîðìóëû (20) è (24). Çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì, îáîçíà÷èì DM .
Èç òàáë. 3 âèäíî, ÷òî ïðè óìåðåííûõ ν (ν > 10−5) çíà÷åíèå DM ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåíåå òî÷íûì, ÷åì DWM . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðèìåíåíèå
ìîäèôèêàöèè (20) íåñêîëüêî óõóäøàåò ÷èñëåííóþ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà
ïðèáëèæåíèÿ (áåç äîêàçàòåëüñòâà ïîñòóëèðóåì, ÷òî êîíñòàíòû Ëåáåãà
ïðèáëèæåíèÿ (20) ñ ðîñòîì N ðàñòóò áûñòðåå, ÷åì (19)). Òåì íå ìå-
íåå, â ðàìêàõ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà âûïîëíåíèå ìîäèôèêàöèè ÿâëÿåò-
ñÿ íåîáõîäèìîé ïðîöåäóðîé, ñì. çàìå÷àíèå 3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÓÁ íóæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ñ ìîäèôèêàöèåé,
à äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ � èñõîäíûå áàðèöåíòðè÷åñêèå
ôîðìóëû.
Ïðè ìàëûõ ν (ν ≤ 10−5) îñíîâíîé âêëàä â ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèé

DM è DWM âíîñÿò ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ
ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ DM è DWM

ñîâïàäàþò.

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ (18) ïî x â
òî÷êå x = 0 ïðè T = 0.5 è ðàçëè÷íûõ ν, òî÷íîå çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé ðàññ÷èòàíî ïðè H = 105 è 2H.

ν −DH,T
ex (4 öèôðû −D2H,T

ex ) −DWM −DM

1.e-2 43.88646098024938(4862) 43.8864609801 43.9
1.e-3 494.9830870739711(9639) 494.9830870732 494.982
1.e-4 4995.057436483183(3162) 4995.057435 4995.0573
1.e-5 49995.06442574773(4775) 49995.0643 49995.0643
1.e-6 499995.0651206324(6331) 499994.7 499994.7
1.e-7 4999995.065190129(0075) 5000686.2 5000686.2
1.e-8 49999995.06519861(963*) 49457792.1 49457792.1

Â òàáë. 4 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ çàäà÷è
(18) â íóëå ñ ðåçóëüòàòàìè èç [22]. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì
"Derivative Collocation Method using Mexican hat wavelet" , à òàêæå ïðî-
èçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè èç ðàáîòû [16], â êîòîðîé â ñâîþ î÷å-
ðåäü îáñóæäàþòñÿ íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è
(18). Îòìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿò ïîëó÷àòü ðåøå-
íèÿ ñ ñóùåñòâåííî á�îëüøåé òî÷íîñòüþ. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì áîëåå
ñêðóïóë¼çíûé ìåòîä îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé íà îñíîâå ðàñ÷¼òà err
è errloc. Äåéñòâèòåëüíî, â áîëüøèíñòâå ðàáîò îòêëîíåíèÿ òî÷íîãî è ïðè-
áëèæ¼ííîãî ðåøåíèé ðàññ÷èòûâàþòñÿ â óçëàõ ñåòêè ÷èñëåííîãî ìåòîäà
(îòäåëüíàÿ áîëåå ìåëêàÿ ñåòêà íå ââîäèòñÿ), êðîìå òîãî îêðåñòíîñòè îñî-
áîé òî÷êè, ãäå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò îáëàäàòü âûñîêî÷àñòîòíûìè
ëîêàëüíûìè îñöèëëÿöèÿìè ïðè ðàñ÷¼òå ïîãðåøíîñòè èñêëþ÷àþòñÿ, ñì.
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[22]. Îïðåäåëèì îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷¼òà ïðîèçâîäíîé ðåøå-
íèÿ â íóëå ôîðìóëîé

errTx =

∣∣∣D104,T
ex −DWM

∣∣∣∣∣∣D104,T
ex

∣∣∣ .

Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû íàèáîëåå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ èç ðàáîòû
[22] è ðåçóëüòàòû íàøèõ âû÷èñëåíèé (ÐÍÂ) äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé t, à
òàêæå óêàçàíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè. Î÷åâèäíî êàðäè-
íàëüíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Òàáëèöà 4. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìà ñ
ðåçóëüòàòàìè èç [22] ïðè ν = 10−2/π, N = 150, M = 10,
K = 20.

πT −D104,T
ex −∂u

∂x |x=0 [22] errTx [22] −DWM , ÐÍÂ errTx , ÐÍÂ
1.6030 152.00508883277 149.59 1.59e-02 152.0050888329 8.49e-13
1.6035 152.00515616723 151.48 3.45e-03 152.0051561677 3.07e-12

5 Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû

Â çàâåðøåíèå ðàáîòû ïðîêîììåíòèðóåì îñíîâíûå êà÷åñòâà ïðåä-
ëîæåííîãî ìåòîäà. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷¼òû â çàäà÷àõ äëÿ
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà (ÓÁ) ñ ïðåäåëüíî ìàëûìè çíà÷åíèÿìè âÿçêîñòè.
Äëÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ïðîâåñòè ðàñ÷¼ò ðåøåíèé â ñèñòåìàõ ñ ïëà-
âàþùåé òî÷êîé ïðè ν < 10−5 âïëîòü äî çíà÷åíèé ν = 10−8 è ñèñòåìàòè-
÷åñêè èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ðàíåå íèêîìó
íå óäàâàëîñü (ïî êðàéíåé ìåðå, ðåçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé â ëèòå-
ðàòóðå îòñóòñòâóþò).
Â ýòîì êîíòåêñòå íóæíî îòìåòèòü ðàáîòó [45], ãäå ðåøåíèå çàäà÷è

äëÿ ÓÁ (1) ñ íà÷àëüíûì äàííûì u(0, x) = φ(x) = cos(πx/2) è óñëîâèÿìè
u(t, 0) = 1, u(t, 2) = −1 ïðè x ∈ [0, 2], t > 0 ðàçûñêèâàëîñü ñ ïðèìå-
íåíèåì ìåòîäà êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðè óìåíüøåíèè
çíà÷åíèé ν âïëîòü äî ν = 10−14, ν = 0. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ íå èìåëè
îñöèëëÿöèé è ñõîäèëèñü ïðè ν → 0 ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåøåíèþ, ÷òî
ïîäòâåðäèëî èäåþ Õîïôà [4]. Îäíàêî ñðàâíåíèå ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè
óêàçàííîé çàäà÷è è èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè
ôèêñèðîâàííûõ ν â [45] îòñóòñòâóþò.
Êëþ÷åâûìè àñïåêòàìè ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå,

ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé ïðè ìàëûõ ν ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå
äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé, ó÷¼ò ïîëîæåíèÿ òîãî ïîëþñà àíà-
ëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðûé ëåæèò áëèæå âñåãî ê îáëà-
ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèìåíåíèå íîâîãî îòîáðàæåíèÿ (36), ïîçâîëÿþùå-
ãî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè èñêîìîé ôóíêöèè, è
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êîíå÷íî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ è ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåé-
íîé àëãåáðû. Â ïîñëåäíåì àñïåêòå âàæíûì ÿâëÿþòñÿ ìàëûå çíà÷åíèÿ
÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö RA è RB â ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ
(30), ñì. [42, 43]. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå òî÷íûõ ðåøåíèé
ÓÁ, (11), ïðè ìàëûõ âÿçêîñòÿõ ñàìà çàäà÷à âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ðå-
øåíèé ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé: ðàñ÷¼ò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñ êîíòðîëåì
ïîãðåøíîñòè òðåáóåò ìîäèôèêàöèè ôîðìóë òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Îá íàïè-
ñàíî â ðàçä. 2.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì çà ñ÷¼ò íàñòðîéêè åãî

ïàðàìåòðîâ, îïèñàííîé â ï. 4.2, ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü íóæíîãî áàëàíñà
ìåæäó òî÷íîñòüþ è âðåìåíåì âû÷èñëåíèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëü-
íûì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ôîðìèðîâàíèÿ è ýâîëþöèè îñîáåííîñòåé ðåøå-
íèé óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. Äîñòîâåðíî èçâåñòíî, ÷òî âîçíèêíîâåíèå
îñîáûõ òî÷åê ó àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷ õàðàêòåðèçóåò öåëûé êîìïëåêñ âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ,
[26, 27, 28, 29, 30]. Êðîìå òîãî, ïðèáëèæåíèå îñîáîé òî÷êè ê îáëàñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î ñóùåñòâîâàíèè âî âðåìåíè ãëàäêèõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èçâåñòíóþ íåðå-
ø¼ííóþ ïðîáëåìó. Ðàçðàáîòêà íîâûõ ïîäõîäîâ ê àïïðîêñèìàöèè è ïîèñ-
êó ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ïîçâîëèò îòêðûòü íîâûå ïóòè ê àíàëèçó
äàííîé ïðîáëåìû.
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