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Abstract: We consider the hyperbolic Hurwitz zeta-function constructed
from the zeros of some entire function of the first order of growth.
An integral representation for this zeta-function is obtained. A
relationship between this zeta-function and the classical Hurwitz
zeta-function is found. New Mellin pairs of functions are obtained,
one of which is a linear combination of Hurwitz zeta-functions.
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1 Введение

Интегральные представления играют важную роль при изучении спе-
циальных функций. Так, например, классические интегральные форму-
лы Плана [1, гл. 7, пример 7] и Бине [1, гл. 12, п. 12.32], наряду с инте-
гральным представлением [2, гл. 2, п. 9, формула 2] для дзета-функции
Римана ζ (s), используются в получении функционального соотношения
для дзета-функции Римана [2, гл. 2, п. 9]. Различные обобщения формул
Плана и Бине, а также их применение приведены в работах [3]–[7].

Kuzovatov, V.I., Kytmanov, A.M., On the integral representation of the
hyperbolic Hurwitz zeta-function.
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Понятие гиперболической дзета-функции Гурвица было введено срав-
нительно недавно в работе [8] Н.М. Добровольского, Н.Н. Доброволь-
ского и др. Дальнейшие результаты, связанные с ней, можно найти в
монографии [9, гл. 2] Н.Н. Добровольского. Там же отмечалось, что раз-
виваемая теория во многом является аналогом теории дзета-функции
Гурвица.

Целью данной статьи является получение интегрального представле-
ния для ряда

ζf (s, a) =
∞∑

n=−∞

1

(n+ a)s
, a /∈ Z, (1)

где s ∈ C. Здесь и далее в статье, как обычно, Z – множество целых
чисел, C – множество комплексных чисел, R – множество вещественных
чисел, N – множество натуральных чисел.

Число a ∈ C \ Z является параметром. Понятно, что данный ряд схо-
дится абсолютно при Re s > 1.

Этот ряд лишь числовым множителем отличается от определения ги-
перболической дзета-функции Гурвица из [8]. Кроме того, в отличие от
определения из [8], где a – вещественное, мы допускаем, что a может
принимать комплексные значения.

Данный ряд связан с дзета-функцией Гурвица (см., например, [10,
гл. 1, п. 1.10])

ζ (s, a) =
∞∑
n=0

1

(n+ a)s
, Re s > 1, a 6= 0,−1,−2, . . . ,−n, . . . ,

которая при a = 1 превращается в ζ (s). Ее часто также называют обоб-
щенной дзета-функцией Римана. Далее мы находим эту связь для раз-
личных a и, используя полученное интегральное представление, получа-
ем новые меллиновские пары функций.

Интегральное представление для ряда (1) мы получим, рассматривая
его как дзета-функцию, построенную по нулям некоторой целой функ-
ции f (z) первого порядка роста. Поясним подробнее.

В.Б. Лидский и В.А. Садовничий в работе [11] для некоторого под-
класса K целых функций f (z) первого порядка роста рассмотрели урав-
нение

f (z) = 0. (2)

Обозначим через Nf = f−1 (0) множество всех корней уравнения (2)
(каждый корень считается столько раз, какова его кратность). Число
корней не более чем счетно.

Дзета-функция ζf (s) корней Nf уравнения (2) определяется следую-
щим образом (см. [11, лемма 2]):

ζf (s) =
∑
zn∈Nf

(−zn)−s , (3)
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где s ∈ C. В этом определении мы поставили знак "минус" перед zn для
удобства дальнейшего изложения.

Данная функция ζf (s) была названа в [11] дзета-функцией, ассоции-
рованной с целой функцией f(z).

Понятно, что данный ряд сходится абсолютно при Re s > 1, так как
функция f имеет первый порядок роста.

Интегральное представление для дзета-функции ζf (s) (f из классаK)
приведено в работе [11, формула 9]. В ней показано (лемма 3), что эта
дзета-функция продолжается аналитически на всю комплексную плос-
кость.

В данной статье мы применяем определение (3) дзета-функции к про-
извольным целым функциям первого порядка роста.

Сначала мы находим целую функцию, нулями которой являются чис-
ла zn = − (n+ a), n ∈ Z\ {0}. А затем получаем интегральное пред-
ставление для ряда (1) гиперболической дзета-функции Гурвица, в ко-
тором интегрирование ведется по неотрицательной части вещественной
оси. Фактически речь пойдет об аналитическом продолжении рассмот-
ренной дзета-функции.

Классическая дзета-функция Римана ζ (s) может быть задана нулями

целой функции первого порядка f (z) =
1

Γ (z + 1)
, то есть zn = −n,

n ∈ N.
И.М. Гельфанд, Б.М. Левитан и Л.А. Дикий изучали (см., например,

работы [12, 13, 14]) дзета-функцию, ассоциированную с собственными
значениями оператора Штурма-Лиувилля в 50-х годах прошлого века.
Ее значение оказалось связанным со следом данного оператора. В рабо-
те [15] С.А. Смагин и М.А. Шубин построили дзета-функцию эллиптиче-
ских операторов и операторов более общего вида, доказали возможность
мероморфного продолжения дзета-функции и дали некоторую информа-
цию о полюсах.

Современные исследования в данном направлении также развиваются
активно. Приведем лишь несколько работ. В.И. Кузоватов, А.М. Кытма-
нов, А. Садуллаев в работах [16, 17] рассмотрели дзета-функцию корней
одного класса целых функций. А. Лауринчикас и Р. Мацайтене в рабо-
те [18] получили совместную теорему универсальности типа Воронина о
приближении аналитических функций сдвигами L–функций Дирихле и
дзета-функций Лерха. В работе [19] ими же с соавторами показано, что
широкий класс аналитических функций приближается сдвигами перио-
дической дзета-функции Гурвица с рациональным параметром. А. Баль-
чюнас, А. Дубицкас, А. Лауринчикас изучали дзета-функцию Гурвица
с алгебраическим иррациональным параметром в [20].

Многомерные результаты получены А.М. Кытмановым и С.Г. Мыс-
ливец в работе [21]. Ими было введено понятие дзета-функции, ассоци-
ированной с системой мероморфных функций f = (f1, . . . , fn) в Cn. С
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использованием теории вычетов этими авторами было дано интеграль-
ное представление для дзета-функции, однако в работе были наложены
жесткие и сложно проверяемые условия на систему функций f1, . . . , fn.

2 Вспомогательные утверждения

В данном разделе мы исследуем целую функцию f (z), нулями zn ко-

торой задается ряд (1). Также приведем оценки для
∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣ для доста-

точно малых |z|, которые нам потребуются в дальнейшем при получении
интегрального представления.

Рассмотрим формулу [22, формула 6.2.3.8]
∞∏

n=−∞
n 6=0

(
1 +

a

n+ b

)
e−a/n =

b

a+ b
sin [π (a+ b)] cosecπb.

Отметим, что в этой формуле в [22] пропущены очевидные условия:
n 6= 0, b /∈ Z\ {0}. При b = 0 и a = −z/π из этой формулы получаем

известное разложение для
sin z

z
в бесконечное произведение.

Подобная формула, определяющая ту же целую функцию с теми же
нулями, приведена в [23, гл. 1, п. 1.43, формула 1.435].

Выбирая a = z, b = a, получим
∞∏

n=−∞
n6=0

(
1 +

z

n+ a

)
e−z/n =

a

z + a
sin [π (z + a)] cosecπa, a /∈ Z\ {0} .

(4)
Таким образом, получена целая функция

f (z) = a cosecπa
sin [π (z + a)]

z + a
, a /∈ Z\ {0} , (5)

с нулями zn = − (n+ a), n ∈ Z\ {0}. А формула (4) это ее разложение в
бесконечное произведение по теореме Адамара ([24, гл. 7]).

Известно (см., например, [24, гл. 7, §1, п. 1.5]), что функция
sinw

w
является целой функцией первого порядка. Тогда f (z) также является
целой функцией первого порядка. Проведем следующие вычисления.

f ′ (z) = a cosecπa

(
π cos [π (z + a)] (z + a)− sin [π (z + a)]

(z + a)2

)
=

= a cosecπa

(
π cos [π (z + a)]

(z + a)
− sin [π (z + a)]

(z + a)2

)
.

Таким образом,
f ′ (z)

f (z)
= π ctg [π (z + a)]− 1

z + a
.
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Если через ψ (z) обозначить логарифмическую производную Γ-функции,

т. е. ψ (z) =
Γ′ (z)

Γ (z)
, то, воспользовавшись свойством функции ψ (z) (см.,

например, [10, гл. 1, п. 1.7.1]), последнее равенство можно записать как

f ′ (z)

f (z)
= ψ (1− z − a)− ψ (1 + z + a) . (6)

Воспользуемся стандартным разложением для котангенса (см., напри-
мер, [25, гл. 5, §1, п. 71, формула 14]) в абсолютно сходящийся ряд

π ctg πz − 1

z
=
∞∑
n=1

2z

z2 − n2
, z /∈ Z.

Тогда получим

f ′ (z)

f (z)
= 2 (z + a)

∞∑
n=1

1

(z + a)2 − n2
, z + a /∈ Z. (7)

Последнее представление позволит нам оценить
∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣ для достаточно

малых |z|.
Справедливо утверждение.

Лемма 1. Пусть даны f (z) – целая функция первого порядка, опреде-
ленная по формуле (5), a /∈ Z\ {0}, и сходящийся ряд (при |z| 6= |n− a|
и |z| 6= |n+ a| для всех натуральных n)

M (|z|) =

∞∑
n=1

1∣∣|z| − |n− a|∣∣∣∣|z| − |n+ a|
∣∣ .

Функция M (|z|) определена для всех 0 6 |z| 6 ε0, где 0 < ε0 — расстоя-
ние от точек z ± a до ближайшего целого числа n. Тогда∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣ 6 2 (|z|+ |a|)M (|z|) , lim
|z|→0

M (|z|) =

∞∑
n=1

1

|n− a| |n+ a|
,

причем последний ряд сходится.

Доказательство. Используя представление (7), получим∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣ 6 2 (|z|+ |a|)
∞∑
n=1

1

|z + a− n| |z + a+ n|
.

Далее воспользуемся неравенством

|z1 − z2| >
∣∣|z1| − |z2|∣∣. (8)

Тогда

|z + a− n| = |z − (n− a)| >
∣∣|z| − |n− a|∣∣,

|z + a+ n| = |z − (−n− a)| >
∣∣|z| − |n+ a|

∣∣
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и первая часть леммы доказана.
Далее докажем, что предельный переход при |z| → 0 под знаком сум-

мы ряда M (|z|) возможен, т. е. докажем, что ряд
∞∑

n=n0

1∣∣|z| − |n− a|∣∣∣∣|z| − |n+ a|
∣∣ (9)

по признаку Вейерштрасса сходится равномерно по параметру |z| на
множестве |z| ∈ [0;A], где A = min {1, ε0}, а номер n0 выберем n0 =
[|a|] + 3 (здесь квадратные скобки означают целую часть числа).

Действительно, начиная с номера n0
|n− a| > |z| и |n+ a| > |z|

при фиксированном a и |z| ∈ [0;A], поскольку справедливы оценки

|n− a| >
∣∣|n| − |a|∣∣ = n− |a| > 1 > |z| ,

|n+ a| >
∣∣|n| − |a|∣∣ = n− |a| > 1 > |z| .

Тогда для n > n0 и |z| ∈ [0;A]

1∣∣|z| − |n− a|∣∣∣∣|z| − |n+ a|
∣∣ =

1

(|n− a| − |z|) (|n+ a| − |z|)
6

6
1

(|n− a| −A) (|n+ a| −A)
.

А ряд
∞∑

n=n0

1

(|n− a| −A) (|n+ a| −A)

сходится, так как общий член ряда эквивалентен 1/n2. Тем самым мы
показали, что ряд (9) сходится равномерно на множестве |z| ∈ [0;A].
Поэтому существует предел

lim
|z|→0

M (|z|) =

n0−1∑
n=1

lim
|z|→0

1∣∣|z| − |n− a|∣∣∣∣|z| − |n+ a|
∣∣+

+

∞∑
n=n0

lim
|z|→0

1∣∣|z| − |n− a|∣∣∣∣|z| − |n+ a|
∣∣ =

∞∑
n=1

1

|n− a| |n+ a|
.

Последний ряд сходится по признаку сравнения с рядом
∞∑
n=1

1

n2
. �

3 Интегральное представление

Пусть дана f (z) – целая функция первого порядка, определенная по
формуле (5), а Im a 6= 0. Тогда ее нули z1, z−1, z2, z−2, . . . , zn, z−n, . . . не
лежат на неотрицательной части вещественной оси. Напомним, что мно-
жество нулей функции f мы обозначали через Nf .
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Введем область D ⊂ C вида

D = {z ∈ C : r < |z| < R} \ {z ∈ C : r < Re z < R, Im z = 0}, 0 < r < R.

Отметим, что D является односвязной областью. Ее граница ∂D со-
стоит из отрезка [r, R] на вещественной оси, окружности SR радиуса R
с центром в начале координат с положительной ориентацией (против
часовой стрелки), отрезка [R, r] на R, который получается из [r, R] из-
менением ориентации, и окружности −Sr, получаемой из Sr изменением
направления обхода.

Выберем радиусы r и R так, чтобы ∂D∩Nf = ∅ и в круге {z : |z| < r}
не было нулей функции f .

В областиD логарифм допускает выделение однозначной ветви. Пусть
ln z означает ту ветвь логарифма, которая принимает вещественные зна-
чения на верхнем берегу разреза z : {arg z = 0}, ln 1 = 0. Тогда в обла-
сти D

ln z = ln |z|+ i arg z, 0 < arg z < 2π.

Кроме того, функция z−s = e−s ln z также голоморфна в D, как и функ-
ция (−z)−s =

(
eiπz

)−s.
Теорема 1. Пусть ζf (s, a) – дзета-функция, ассоциированная с целой
функцией f (z) первого порядка, определенной по формуле (5), т. е.

ζf (s, a) =
∑
zn∈Nf

(−zn)−s .

Тогда в полосе 0 < Re s < 1 справедливо следующее интегральное
представление

ζf (s, a) = a−s +
sinπs

π

+∞∫
0

(
f ′ (x)

f (x)
− πi

)
x−s dx (10)

при условии Im a 6= 0.

Доказательство. Рассмотрим возрастающую последовательность поло-
жительных чисел {Rk}, k ∈ N, такую, что Rk → +∞ при k → ∞ и на
окружностях {z : |z| = Rk} функция f не имеет нулей.

В дальнейшем будем считать, что область D = Dk =

= {z ∈ C : r < |z| < Rk} \ {z ∈ C : r < Re z < Rk, Im z = 0}, 0 < r < Rk.

Так что R = Rk.
Рассмотрим интеграл

I (s) =
1

2πi

∫
∂D

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz.

Тогда функция, стоящая под знаком интеграла, является мероморф-
ной в D с непрерывными граничными значениями.
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Имеем

I (s) =
1

2πi

∫
∂D

f ′ (z)

f (z)
(−z)−s dz − 1

2

∫
∂D

(−z)−s dz =

=
1

2πi

∫
∂D

(−z)−s df
f

=
∑

zn∈Nf∩D
(−zn)−s .

В этом равенстве второй интеграл равняется нулю по теореме Коши. А
последнее равенство – следствие теоремы о логарифмическом вычете.

Так как порядок функции f равен 1, то интеграл

I (s)→ ζf (s, a)− a−s при r → +0, R = Rk → +∞, если Re s > 1.

Далее мы покажем, что предельное значение интеграла I (s) дает ана-
литическое продолжение дзета-функции ζf (s, a) на полосу 0 < Re s < 1.

Интеграл I (s) можно представить в виде суммы четырех интегралов:

I (s) =
1

2πi

∫
SR

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz − 1

2πi

∫
Sr

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz+

+
1

2πi

∫
[r,R]

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz +

1

2πi

∫
[R, r]

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz =

= I1 + I2 + I3 + I4.

Таким образом,

I1 + I2 + I3 + I4 =
∑

zn∈Nf∩D
(−zn)−s .

Лемма 2. Пусть ϕ = arg z, 0 6 arg z < 2π, интеграл∫
SR

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz

стремится к нулю при R = Rk → +∞ и Re s > 0.

Доказательство. Имеем∣∣(−z)−s∣∣ =
∣∣∣e−s(lnR+i(ϕ±π))

∣∣∣ = e−Re s lnR+Im s(ϕ±π) = O
(
R−Re s)

при R → +∞ и фиксированном Im s. В выражении ϕ ± π знак плюс
выбирается, если 0 6 ϕ < π, и выбирается знак минус, если π 6 ϕ < 2π.

Далее воспользуемся представлением (6). Тогда∣∣∣∣f ′ (z)f (z)
− πi

∣∣∣∣ = |ψ (1− z − a)− ψ (1 + z + a)− πi| = |ψ (1− z − a)−

− ln (1− z − a) + ln (1− z − a)− ψ (1 + z + a) + ln (1 + z + a)−
− ln (1 + z + a)− πi| 6 |ψ (1− z − a)− ln (1− z − a)|+
+ |−ψ (1 + z + a) + ln (1 + z + a)|+ |ln (1− z − a)− ln (1 + z + a)− πi| .
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Воспользуемся [10, глава 1, п. 1.18, формула 7] асимптотическим разло-
жением для функции ψ (z):

−ψ (z) + ln z = O

(
1

|z|

)
при 0 < arg z < 2π.

В монографии [10] эта формула приведена при −π < arg z < π (для
главного значения логарифма), но она верна и при 0 < arg z < 2π для
нашей ветви логарифма, поскольку главное значение логарифма и наш
логарифм ln z принимают одинаковые значения в области D. Мы будем
рассматривать данную асимптотику на окружностях {z : |z| = Rk}, на
которых функция f (z) не имеет нулей.

Тогда

|ψ (1− z − a)− ln (1− z − a)| 6 C1

|1− z − a|
, 0 < arg (1− z − a) < 2π,

|ψ (1 + z + a)− ln (1 + z + a)| 6 C2

|1 + z + a|
, 0 < arg (1 + z + a) < 2π.

Поэтому по неравенству (8)

1

|1− z − a|
6

1∣∣|1− a| − |z|∣∣ =
1

|z| − |1− a|
= O

(
1

|z|

)
при |z| → +∞,

1

|1 + z + a|
6

1∣∣|1 + a| − |z|
∣∣ =

1

|z| − |1 + a|
= O

(
1

|z|

)
при |z| → +∞.

Итак, при фиксированном a,

|ψ (1− z − a)− ln (1− z − a)|+|−ψ (1 + z + a) + ln (1 + z + a)| = O

(
1

|z|

)
при |z| → +∞.

Далее упростим выражение ln (1− z − a) − ln (1 + z + a) − πi для его
последующей оценки.

Пусть 0 6 arg z < π, тогда ln z − ln (−z) = i (arg z − arg (−z)) = −πi, и

ln (1− z − a)− ln (1 + z + a)− πi = ln

[
−z
(

1 +
1− a
−z

)]
−

− ln

[
z

(
1 +

a+ 1

z

)]
− πi = ln (−z) + ln

(
1 +

a− 1

z

)
− ln z−

− ln

(
1 +

a+ 1

z

)
− πi = ln

(
1 +

a− 1

z

)
− ln

(
1 +

a+ 1

z

)
.
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Если же π 6 arg z < 2π, тогда ln z − ln (−z) = πi и

ln (1− z − a)− ln (1 + z + a)− πi =

= ln

[
z

(
−1 +

1− a
z

)]
− ln

[
−z
(
−1 +

a+ 1

−z

)]
− πi =

= ln z + ln

(
−1 +

1− a
z

)
− ln (−z)− ln

(
−1 +

a+ 1

−z

)
− πi =

= ln

(
−1 +

1− a
z

)
− ln

(
−1 +

a+ 1

−z

)
=

= ln

[
−1

(
1 +

a− 1

z

)]
− ln

[
−1

(
1 +

a+ 1

z

)]
=

= ln (−1) + ln

(
1 +

a− 1

z

)
− ln (−1)− ln

(
1 +

a+ 1

z

)
=

= ln

(
1 +

a− 1

z

)
− ln

(
1 +

a+ 1

z

)
.

Для w ∈ C справедливы оценки∣∣ln (1 + w)
∣∣ =

∣∣ln |1 + w|+ iθ
∣∣ =

√
ln2 |1 + w|+ θ2 6 2 ln |1 + w| 6

6 2 ln (1 + |w|) , где θ = arg (1 + w) .

Таким образом, для 0 6 arg z < 2π

|ln (1− z − a)− ln (1 + z + a)− πi| 6
∣∣∣∣ln(1 +

a− 1

z

)∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ln(1 +
a+ 1

z

)∣∣∣∣ 6 2 ln

(
1 +

∣∣∣∣a− 1

z

∣∣∣∣)+ 2 ln

(
1 +

∣∣∣∣a+ 1

z

∣∣∣∣) = O

(
1

|z|

)
при |z| → +∞, поскольку

lim
|z|→+∞

2 ln
(

1 + |a±1|
|z|

)
1
|z|

= lim
|z|→+∞

2 |a±1||z|
1
|z|

= 2 |a± 1| .

Итак, мы показали, что∣∣∣∣f ′ (z)f (z)
− πi

∣∣∣∣ = O

(
1

|z|

)
при |z| → +∞. (11)

Тогда понятно, что существует возрастающая последовательность поло-
жительных чисел Rk, Rk → +∞, такая что∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

− πi
∣∣∣∣
|z|=Rk

6
C3

Rk
для всех k,

что следует из асимптотического разложения (11).
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Тогда для модуля интеграла получим следующие оценки∣∣∣∣∣∣∣
∫
SR

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6
∫
SR

∣∣∣∣f ′ (z)f (z)
− πi

∣∣∣∣ ∣∣(−z)−s∣∣ |dz| 6 C4R
−Re s−12πR =

C5

RRe s → 0

при R→ +∞ и Re s > 0. �

Лемма 3. Пусть ϕ = arg z, интеграл∫
Sr

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz

стремится к нулю при r → +0 и Re s < 1.

Доказательство. Аналогично лемме 2 при фиксированном Im s∣∣(−z)−s∣∣ =
∣∣∣e−s(ln r+i(ϕ±π))∣∣∣ = e−Re s ln r+Im s(ϕ±π) = O

(
r−Re s) , r → +0.

Выбор знака в выражении ϕ± π происходит аналогично лемме 2.
Учитывая лемму 1 для модуля интеграла сделаем следующие оценки:∣∣∣∣∣∣
∫
Sr

{
f ′ (z)

f (z)
− πi

}
(−z)−s dz

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
Sr

∣∣∣∣f ′ (z)f (z)
− πi

∣∣∣∣ ∣∣(−z)−s∣∣ |dz| 6
6
∫
Sr

(∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣+ π

) ∣∣(−z)−s∣∣ |dz| 6
6 C6

(
2
(
r + |a|

)
M (r) + π

)
r−Re s · 2πr = C7

(
2
(
r + |a|

)
M (r) + π

)
r1−Re s.

(12)

Поскольку по лемме 1 предел lim
r→+0

M (r) есть положительная константа,

то выражение в (12) стремится к нулю при r → +0, если 1 − Re s > 0,
то есть Re s < 1. �

Следствие 1. Если 0 < Re s < 1, то I1 + I2 → 0 при r → +0 и R =
Rk → +∞.

Рассмотрим интегралы по отрезкам, ориентированных в противопо-
ложных направлениях. Очевидно, что

I3 =
1

2πi

R∫
r

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
(−x)−s dx.
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В области D логарифм ln z однозначен и голоморфен, поэтому после
обхода вокруг точки z = 0 на угол 2π против часовой стрелки (т. е.
подстановки z = xe2πi) интеграл I4 преобразуется к виду

I4 =
1

2πi

r∫
R

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
(−x)−se−2πis dx =

= −e
−2πis

2πi

R∫
r

{
f ′ (x)

f(x)
− πi

}
(−x)−s dx.

Таким образом,

I3 + I4 =
1− e−2πis

2πi

R∫
r

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
(−x)−s dx.

Очевидные вычисления дают:

1− e−2πis

2πi
(−x)−s =

(−x)−s

eπis
· e
πis − e−πis

2πi
=
(
−xeπi

)−s sinπs

π
=

sinπs

π
x−s.

Таким образом, мы приходим к утверждению.

Лемма 4. Справедливо равенство

I3 + I4 =
sinπs

π

R∫
r

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
x−s dx.

Выбирая последовательность Rk так, чтобы Rk → +∞, и устремляя
r → +0, относительно предельного значения выражения I3+I4 докажем
следующую лемму.

Лемма 5. При r → +0 и R = Rk → +∞

I3 + I4 →
sinπs

π

+∞∫
0

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
x−s dx,

который абсолютно сходится при 0 < Re s < 1.

Доказательство. Исследуем сходимость полученного несобственного ин-
теграла в нуле и на бесконечности, т. е. представим (число A определено
в доказательстве леммы 1)

+∞∫
0

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
x−s dx =

A∫
0

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
x−s dx+

+

+∞∫
A

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
x−s dx = J1 + J2.
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Из леммы 1 получим

A∫
0

∣∣∣∣f ′ (x)

f (x)
− πi

∣∣∣∣ ∣∣x−s∣∣ dx 6 C8

A∫
0

(
2 (x+ |a|)M (x) + π

) dx

xRe s .

Поскольку при x→ 0

2 (x+ |a|)M (x) + π ∼ 2 |a|M (0) + π,

что является положительной константой, то интеграл J1 сходится абсо-
лютно при Re s < 1.

Из оценки (11) получим

+∞∫
A

∣∣∣∣f ′ (x)

f (x)
− πi

∣∣∣∣ ∣∣x−s∣∣ dx 6 C9

+∞∫
A

1

x1+Re s dx,

который сходится при 1 + Re s > 1, т. е. при Re s > 0. Таким образом,
мы показали, что J2 сходится абсолютно при Re s > 0. �

Итак, мы показали, что при r → +0 и R = Rk → +∞ для 0 < Re s < 1

I (s)→ sinπs

π

+∞∫
0

{
f ′ (x)

f (x)
− πi

}
x−s dx.

Данные рассуждения заканчивают доказательство теоремы. �

4 Некоторые следствия

Вначале упростим интегральное представление (10). Воспользуемся
соотношением (6) и получим

ζf (s, a) = a−s +
sinπs

π

+∞∫
0

(
ψ (1− x− a)− ψ (1 + x+ a)− πi

)
x−s dx.

Если воспользоваться свойством (см., например, [10, гл. 1, п. 1.7.1, фор-
мула 8]) функции ψ (z), что

ψ (1 + z) = ψ (z) +
1

z
, то ψ (1 + x+ a) = ψ (x+ a) +

1

x+ a
и

ζf (s, a) = a−s +
sinπs

π

+∞∫
0

(
ψ (1− x− a)− ψ (x+ a)− πi

)
x−s dx−

− sinπs

π

+∞∫
0

x−s

x+ a
dx.
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Для вычисления последнего интеграла приведем формулу (см., напри-
мер, [26, гл. 6, п. 6.2, формула 3])

+∞∫
0

xs−1

x+ α
dx =

παs−1

sinπs
при |argα| < π, 0 < Re s < 1.

Тогда

a−s − sinπs

π

+∞∫
0

x−s

x+ a
dx = a−s − sinπs

π
· πa

−s

sinπs
= 0

при тех же условиях на s. Условие |arg a| < π выполнено, поскольку в
теореме 1 Im a 6= 0. Таким образом, получаем утверждение.

Следствие 2. В условиях теоремы 1

ζf (s, a) =
sinπs

π

+∞∫
0

(
ψ (1− x− a)− ψ (x+ a)− πi

)
x−s dx.

Далее воспользуемся свойством (см., например, [10, гл. 1, п. 1.7.1, фор-
мула 11]) функции ψ (z), что

ψ (1− z)− ψ (z) = π ctg (πz) , т. е.
ψ (1− x− a)− ψ (x+ a) = π ctg [π (x+ a)] .

Следствие 3. В условиях теоремы 1

ζf (s, a) = sinπs

+∞∫
0

(
ctg [π (x+ a)]− i

)
x−s dx.

Поскольку

ctg z − i = i
eiz + e−iz

eiz − e−iz
− i = i

2e−iz

eiz − e−iz
=
e−iz

sin z
,

то мы получаем еще одно утверждение.

Следствие 4. В условиях теоремы 1

ζf (s, a) = sinπs

+∞∫
0

e−iπ(x+a)

sin [π (x+ a)]
x−s dx.

5 Связь с дзета-функцией Гурвица

В данном разделе мы найдем связь рассматриваемой дзета-функции
ζf (s, a) с дзета-функцией Гурвица ζ (s, a) для разных значений a. Ис-
пользуя найденную связь и следствия из интегрального представления
для ζf (s, a), мы найдем новые меллиновские пары функций.
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Лемма 6. Пусть ln z означает главное значение логарифма, для кото-
рого −π < arg z 6 π, ln 1 = 0, и s ∈ C. Тогда справедливы следующие
равенства:

(−z)s = (−1)s zs при Im z < 0,

(−z)s = (−1)s zse−2πis при Im z > 0,

(−z)s = (−1)s zs при z = x > 0.

Доказательство. Вначале заметим, что если −π < arg z 6 π, то −π <
arg (−z) 6 π и они связаны между собой следующим образом:

arg (−z) = arg z + π, если − π < arg z 6 0, (13)

arg (−z) = arg z − π, если 0 < arg z 6 π. (14)

Формула (13) верна для Im z < 0 и z = x > 0. Формула (14) верна для
Im z > 0 и z = −x < 0. Случай z = −x < 0 мы рассматривать не будем,
так как он нам не требуется в дальнейшем.

Найдем условия на Im z и значения α ∈ R, при котором верно

(−z)s = (−1)s zseiαs,(
eln(−z)

)s
=
(
eπi
)s (

eln z
)s (

eiα
)s
,

ln |−z|+ i arg (−z) = πi+ ln |z|+ i arg z + iα,

arg (−z) = π + arg z + α.

Учитывая (13), получаем, что α = 0 для −π < arg z 6 0, т. е. для
Im z < 0 и z = x > 0. Учитывая (14), получаем, что α = −2π для
0 < arg z 6 π, т. е. для Im z > 0. �

Теорема 2. Пусть ζf (s, a) – дзета-функция, определяемая рядом (1),
и ζ (s, a) – дзета-функция Гурвица. Тогда для всех значений s ∈ C спра-
ведливы равенства:

ζf (s, a) = ζ (s, a) + (−1)−s ζ (s, 1− a) , Im a > 0, (15)

ζf (s, a) = ζ (s, a) + eπisζ (s, 1− a) , Im a < 0, (16)

ζf (s, a) = ζ (s, a− [a]) + (−1)−s ζ (s, 1− a+ [a]) , a ∈ R \Z, (17)

где [a] обозначает целую часть числа a.

Доказательство. Пусть Re s > 1. Тогда

ζf (s, a) =
∞∑
n=0

1

(n+ a)s
+
−1∑

n=−∞

1

(n+ a)s
=
∞∑
n=0

1

(n+ a)s
+
∞∑
k=0

1

(−k − 1 + a)s
.

(18)
Пусть −z = −k − 1 + a, т. е. z = k + 1− a. Тогда по лемме 6

(−k − 1 + a)s = (−1)s (k + 1− a)s
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при условии Im z = Im (k + 1− a) = −Im a < 0, то есть Im a > 0. Тогда,
продолжая равенство (18), получим

ζf (s, a) =
∞∑
n=0

1

(n+ a)s
+ (−1)−s

∞∑
k=0

1

(k + 1− a)s
, Im a > 0,

и мы доказали равенство (15) для Re s > 1. По принципу аналитического
продолжения равенство (15) верно для всех s.

Если же, согласно лемме 6,

(−k − 1 + a)s = (−1)s (k + 1− a)s e−2πis

при условии Im z = −Im a > 0, то есть Im a < 0, то, продолжая равен-
ство (18), получим

ζf (s, a) =
∞∑
n=0

1

(n+ a)s
+ (−1)−s e2πis

∞∑
k=0

1

(k + 1− a)s
, Im a < 0.

Таким образом, мы доказали равенство (16) для Re s > 1. По принципу
аналитического продолжения равенство (16) верно для всех s.

Перейдем к доказательству равенства (17). Будем считать, что суще-
ствует такое целое число N , что для заданного значения a

N < a < N + 1. (19)

Поскольку a – не целое, то в качестве N можно выбрать N = [a]. В даль-
нейшем мы будем писать N и подставим его в окончательной формуле.

Пусть Re s > 1. Тогда

ζf (s, a) =

∞∑
l=−∞

1

(l +N −N + a)s
=

∞∑
n=−∞

1

(n+ a−N)s
=

=

∞∑
n=0

1

(n+ a−N)s
+

−1∑
n=−∞

1

(n+ a−N)s
=

=
∞∑
n=0

1

(n+ a−N)s
+
∞∑
k=0

1

(−k − 1 + a−N)s
.

(20)

Из неравенства (19) следует, что a−N − 1 < 0. Тогда −k− 1 +a−N < 0
для k > 0. Следовательно, из леммы 6 получаем

(−k − 1 + a−N)s = (−1)s (k + 1− a+N)s .

Тогда, продолжая равенство (20), получим

ζf (s, a) =

∞∑
n=0

1

(n+ a−N)s
+ (−1)−s

∞∑
k=0

1

(k + 1− a+N)s
.

Таким образом, мы доказали равенство (17) для Re s > 1. По принципу
аналитического продолжения равенство (17) верно для всех s. �
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6 Меллиновские пары

Напомним (см., например, [2, гл. 2, п. 15]), что формулы обращения
Меллина связывают две функции

G (s) =

+∞∫
0

g (x)xs−1 dx, g (x) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

G (s)x−s ds, σ = Re s.

Они называются меллиновской парой.
В данном разделе на основе результатов предыдущих пунктов приве-

дем меллиновские пары, которые отсутствуют в известных справочни-
ках по специальным функциям (см., например, [26, гл. 6]).

Комбинируя следствие 3, следствие 4 с формулой (15) из теоремы 2
после замены s на (1− s) получим следующий результат.

Следствие 5. Для 0 < Re s < 1 и Im a > 0 справедливы следующие
равенства:

+∞∫
0

(
ctg [π (x+ a)]− i

)
xs−1 dx =

1

sinπs

{
ζ (1− s, a)− eπisζ (1− s, 1− a)

}
,

+∞∫
0

e−iπ(x+a)

sin [π (x+ a)]
xs−1 dx =

1

sinπs

{
ζ (1− s, a)− eπisζ (1− s, 1− a)

}
.

Аналогично, комбинируя следствие 3, следствие 4 с формулой (16) из
теоремы 2 после замены s на (1− s) получим следующий результат.

Следствие 6. Для 0 < Re s < 1 и Im a < 0 справедливы следующие
равенства:

+∞∫
0

(
ctg [π (x+ a)]−i

)
xs−1 dx =

1

sinπs

{
ζ (1− s, a)−e−πisζ (1− s, 1− a)

}
,

+∞∫
0

e−iπ(x+a)

sin [π (x+ a)]
xs−1 dx =

1

sinπs

{
ζ (1− s, a)− e−πisζ (1− s, 1− a)

}
.
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Итак, мы имеем 4 меллиновские пары для 0 < Re s < 1:

1) G1 (s) =
1

sinπs

{
ζ (1− s, a)− eπisζ (1− s, 1− a)

}
,

g1 (x) = ctg [π (x+ a)]− i, Im a > 0,

2) G2 (s) =
1

sinπs

{
ζ (1− s, a)− eπisζ (1− s, 1− a)

}
,

g2 (x) =
e−iπ(x+a)

sin [π (x+ a)]
, Im a > 0,

3) G3 (s) =
1

sinπs

{
ζ (1− s, a)− e−πisζ (1− s, 1− a)

}
,

g3 (x) = ctg [π (x+ a)]− i, Im a < 0,

4) G4 (s) =
1

sinπs

{
ζ (1− s, a)− e−πisζ (1− s, 1− a)

}
,

g4 (x) =
e−iπ(x+a)

sin [π (x+ a)]
, Im a < 0.
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