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COMMUNICATED BY S.V. SUDOPLATOV

Abstract: This paper is devoted to the study of uni�cation and
the �nite model property for the linear temporal step-like logic
with past and future operators and multiagent knowledge pLT K.sl.
For this logic, a modal degree is de�ned in a special way that
takes into account the nesting of temporal operators. Based on this
de�nition, a p-morphism is constructed that reduces an arbitrary
model to a model that is �nite in time. Subsequent �ltration yields
the �niteness of clusters of worlds. It is established that every
uni�able formula in this logic possesses a projective uni�er, and
consequently the logic has unitary type of uni�cation. An explicit
construction of the most general uni�er is proposed.

Keywords: modal logic, temporal logic, linear time, �nite model
property, Kripke relational semantics, uni�cation.
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1 Ââåäåíèå

Ìîäàëüíûå ëîãèêè ïðåäñòàâëÿþò íàèáîëåå çíà÷èìûé ðàçäåë òåîðèè
íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê. Ðàçëè÷íûå òèïû ìîäàëüíûõ ëîãèê èññëåäóþò-
ñÿ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîåé ôóíäàìåíòàëüíîé ïðèðîäû îáúåêòà, òàê è
â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷. Â ýòîé ÷àñòè
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïîêàçûâàåò ñåáÿ èíñòðóìåíòàðèé âðåìåííûõ è
ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ êàê ìíîãîìîäàëüíûå ëîãèêè ñî
âñåì ðàçíîîáðàçèåì èõ ñåìàíòèê, [9].
Íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûìè è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèìè ñå-

áÿ ÿâëÿþòñÿ âðåìåííûå ëîãèêè LT L è CT L, ìîäåëèðóþùèå ëèíåéíûé è
âåòâÿùèéñÿ âðåìåííîé ïðîöåññû ñîîòâåòñòâåííî, [10]. Òàêèå ëîãèêè àê-
òèâíî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè âåðèôèêàöèè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ
è àëãîðèòìîâ, êîãäà âðåìÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ðåôëåêñèâíûé òðàíçè-
òèâíûé ïðîöåññ, äîïóñêàþùèé èëè íå äîïóñêàþùèé ñóùåñòâîâàíèå ïà-
ðàëëåëüíûõ âåòîê âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî, â áîëüøèõ ñëîæíûõ ñèñòåìàõ
öåëîñòíîñòü ïðîöåññà ïåðåäà÷è äàííûõ ìîæåò íå ãàðàíòèðîâàòüñÿ, à äî-
ñòóïíîñòü èíôîðìàöèè ìîæåò îãðàíè÷èâàòüñÿ êîíêðåòíûìè âðåìåííû-
ìè ïðîìåæóòêàìè, [11].
Èäåÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì ëåæèò â îñíîâå ëîãèê, âõîäÿùèõ

â êëàññ ëèíåéíûõ ìíîãîàãåíòíûõ ëîãèê ñòóïåí÷àòîãî âðåìåíè LT K.sl,
ãäå àãåíòû ìîäåëèðóþòñÿ êàê íîñèòåëè çíàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè. Â äàííîé ñòàòüå ê ðàññìîòðåíèþ ïðåäëàãàåòñÿ ëîãèêà â êëàññå
LT K.sl, äîïóñêàþùàÿ ñòóïåí÷àòûé äîñòóï ê èíôîðìàöèè â ïðîøëîì è
â áóäóùåì. Íà÷àëî èññëåäîâàíèÿì ëîãèê êëàññà ñòóïåí÷àòîãî âðåìåíè
LT K.sl ïîëîæåíî â ðàáîòå Ñ.È. Áàøìàêîâà è Ò.Þ. Çâåðåâîé. Îáîãàùå-
íèå ÿçûêà âðåìåííûì ìîäàëüíûì îïåðàòîðîì P (Previous) ïîçâîëÿåò
äîïîëíèòü äîñòèæèìîñòü ìèðîâ ïðåäøåñòâóþùèìè âðåìåííûìè ñãóñò-
êàìè è òðåáóåò êîððåêòèðîâêè îïðåäåëåíèÿ ìîäàëüíîé ñòåïåíè, êîòîðîå
òåïåðü ïîçâîëèò íåçàâèñèìî îöåíèâàòü ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëü-
íóþ ìîäàëüíóþ ãëóáèíó êàæäîé ôîðìóëû.
Òåîðèÿ óíèôèêàöèè â ëîãèêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé ðàçäåë ñî-

âðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè â ñèëó ñâîåé èíòåãðàöèè ñ ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè çàäà÷àìè èíôîðìàòèêè. Çíà÷èìîñòü ýòîãî àïïàðàòà îáó-
ñëîâëåíà åãî íåïîñðåäñòâåííîé ïðèìåíèìîñòüþ â êà÷åñòâå áàçîâîãî âû-
÷èñëèòåëüíîãî ìåõàíèçìà ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà ïðàêòè÷åñêèõ
ïðîáëåì. Ìåòîäû óíèôèêàöèè íàõîäÿò ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå â çà-
äà÷àõ àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ïðîãðàììíîãî êîäà. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå
Â.À. Çàõàðîâà è Ò.À. Íîâèêîâîé [7], ïîñâÿùåííîé ïðèìåíåíèþ óíèôè-
êàöèè â çàäà÷àõ ðåôàêòîðèíãà, ïîêàçàíî, êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå
êëàññè÷åñêîé çàäà÷è óíèôèêàöèè âûðàæåíèé äî çàäà÷è äâóñòîðîííåé
óíèôèêàöèè ïîäñòàíîâîê (íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ïîëóãðóïïå
ïîäñòàíîâîê) ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ýòîò àïïàðàò ê àíàëèçó ôîðìàëüíûõ
ìîäåëåé ïðîãðàìì è ôîðìàëèçîâàòü âîïðîñ î íàëè÷èè ó äâóõ çàäàííûõ
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îáúåêòîâ íåêîòîðîãî îáùåãî èíâàðèàíòà. Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèòèå òåî-
ðèè óíèôèêàöèè îáåñïå÷èâàåò ìàòåìàòè÷åñêèé ôóíäàìåíò äëÿ ñîçäàíèÿ
ýôôåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ âåðèôèêàöèè, ÷òî ïîäòâåðæäàåò å¼ ñòàòóñ
âàæíîãî ñâÿçóþùåãî çâåíà ìåæäó àáñòðàêòíûìè ëîãè÷åñêèìè èñ÷èñëå-
íèÿìè è èíæåíåðíûìè çàäà÷àìè ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá óíèôèêàöèè ëîãèêè pLT K.sl. Ïîä

çàäà÷åé óíèôèêàöèè â ëîãèêå ïîíèìàåòñÿ ïîèñê ïîäñòàíîâêè ôîðìóë
âìåñòî ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùåé äàííóþ ôîðìóëó â òåîðåìó ðàññìàòðè-
âàåìîé ëîãèêè. Åñëè òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ñóùåñòâóåò, ôîðìóëó íàçûâàåì
óíèôèöèðóåìîé, à ñàìó ïîäñòàíîâêó � óíèôèêàòîðîì. Íà óíèôèêàòî-
ðàõ îïðåäåëåí ïîðÿäîê ¾áîëåå îáùèé¿, è, åñëè êàæäàÿ óíèôèöèðóåìàÿ
ôîðìóëà â ëîãèêå èìååò óíèôèêàòîð áîëåå îáùèé, ÷åì ëþáîé äðóãîé, ëî-
ãèêà èìååò óíèòàðíûé òèï óíèôèêàöèè, [5]. Â õîäå ðàáîòû óñòàíîâëåí
óíèòàðíûé òèï óíèôèêàöèè äëÿ pLT K.sl.
Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü (èíà÷å � ñâîéñòâî êîíå÷íîé ìîäåëè)

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ñâîéñòâîì ëîãèêè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâûâàòü
àëãîðèòì ïðîâåðêè èñòèííîñòè ôîðìóë íà êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ. Ãîâîðèì,
÷òî ëîãèêà L ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà åñëè íàéä¼òñÿ êëàññ êîíå÷íûõ
øêàë F ñî ñâîéñòâàìè F � L è F 2 ϕ äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ /∈ L ÿçû-
êà ëîãèêè, [8, 4]. Íàìè äîêàçàíà ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü ëîãèêè
pLT K.sl è ïîëó÷åíà ïîäõîäÿùàÿ ñêðó÷åííàÿ ïî âðåìåíè ôèëüòðîâàíí-
íàÿ ïî ñãóñòêàì ìîäåëü.

2 Ñåìàíòèêà ëîãèêè pLT K.sl
Àëôàâèò ÿçûêà pLT K.sl ñîñòîèò èç ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ïðîïîçèöè-

îíàëüíûõ ïåðåìåííûõ Prop := {p1, . . . , pn, . . . }, êîíñòàíò >, ⊥, âðåìåí-
íûõ îïåðàòîðîâ N è P , ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ {�e,�1, . . . ,�n,}, ñêîáîê
è ñòàíäàðòíûõ áóëåâûõ îïåðàöèé.

(n + 3) � ìîäàëüíîé pLT K.sl-øêàëîé íàçîâ¼ì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
F := 〈Zt, Rf , Rp, Re, R1, . . . , Rn〉, ãäå

• Zt =
⋃

t∈ZCt � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñãóñòêîâ Ct :
Ct1 ∩ Ct2 = ∅, ãäå ñãóñòîê Ct � ìíîæåñòâî ìèðîâ {xi, yi, zi, . . .};
• Rf � îòíîøåíèå ¾ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè¿:
∀x, y ∈ Zt : xRfy ⇐⇒ ∃t ∈ Zt(x ∈ Ct è y ∈ Ct+1);
• Rf � îòíîøåíèå ¾ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè¿:
∀x, y ∈ Zt : xRfy ⇐⇒ ∃t ∈ Zt(x ∈ Ct è y ∈ Ct−1);
• Re � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà êàæäîì îòäåëüíîì ñãóñòêå:
∀t ∈ Z,∀x, y ∈ Ct : xRey;
• R1, . . . , Rn � ñåðèàëüíûå îòíîøåíèÿ àãåíòîâ íà êàæäîì îòäåëü-
íîì ñãóñòêå: ∀i ∈ [1, . . . , n] Ri ⊆ Re.

Ñòàíäàðòíî îïðåäåëÿåì pLT K.sl-ìîäåëüM := 〈F, V 〉, ãäå F � pLT K.sl-
øêàëà, à V � îçíà÷èâàíèå íà øêàëå Prop→ 2Zt . Âûïîëíèìîñòü ïåðåìåí-
íûõ è ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ ñòàíäàðòíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè è ìîäàëüíûå
îïåðàòîðû ∀x ∈ Ct ⊂ Zt, ∀t ∈ Z îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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• 〈M,x〉 � p⇔ xi ∈ V (p);
• 〈M,x〉 � ϕ ∨ ψ ⇔ 〈M,x〉 � ϕ èëè 〈M,x〉 � ψ;
• 〈M,x〉 � ϕ ∧ ψ ⇔ 〈M,x〉 � ϕ è 〈M,x〉 � ψ;
• 〈M,x〉 � ¬ϕ⇔ 〈M,x〉 2 ϕ;
• 〈M,x〉 � Nϕ⇔ ∀y : xRfy〈M,y〉 � ϕ;
• 〈M,x〉 � Pϕ⇔ ∀y : xRpy〈M,y〉 � ϕ;
• 〈M,x〉 � �lϕ⇔ ∀y : xRly〈M,y〉 � ϕ, ∀l ∈ {e, 1, ..., n}.

Äëÿ �e,�1, . . . ,�n äâîéñòâåííûé ìîäàëüíûé îïåðàòîð ♦ âûðàæàåòñÿ
ñòàíäàðòíî: ♦lϕ = ¬�l¬ϕ, ãäå l ∈ {e, 1, . . . , n}.
Îòìåòèì îòäåëüíî, ÷òî îòíîøåíèÿ àãåíòîâ Ri ÷àùå âñåãî îïðåäåëÿþò-

ñÿ êàê îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè [1], íî ìû ïîòðåáóåì ëèøü èõ ñåðè-
àëüíîñòü: ∀x∃y : xRiy. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñåðèàëüíî-
ñòè, ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà �i, íàéäóòñÿ ãðàíè÷íûå ìèðû, ò.å. òàêèå
ìèðû x, ÷òî @y : xRiy, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà ñ ìî-
äàëüíûì îïåðàòîðîì �iψ, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå ψ = ⊥. Ïîäîáíîå ïîâå-
äåíèå îïåðàòîðîâ äåëàåò íåâîçìîæíûì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ôîðìó-
ëèðóåìîé â ïîñëåäíåì ðàçäåëå, è ïîòîìó òðåáóåò íàëè÷èÿ ñåðèàëüíîñòè.
Ëîãèêó pLT K.sl îïðåäåëÿåì êàê ìíîæåñòâî ôîðìóë, èñòèííûõ íà âñåõ

pLT K.sl-ìîäåëÿõ. Êàê è LT K.sl íàøà ëîãèêà òîæå ìîäåëèðóåò âðåìåí-
íîé ïðîöåññ áåç âåòâëåíèé, à ñòóïåí÷àòûé õàðàêòåð âðåìåíè ïîçâîëÿåò
â òåêóùåì ñãóñòêå Ct ïðîâåðÿòü èñòèííîñòü ôîðìóëû â ñëåäóþùåì èëè
ïðåäûäóùåì ñãóñòêå.
Êîíöåïòóàëüíî ñòóïåí÷àòûé ïðîöåññ âðåìåíè â ëîãèêå ïîçâîëÿåò ìî-

äåëèðîâàòü ïðîöåññû ñ ëþáîé òðåáóåìîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè, ÷òî õî-
ðîøî ñîîòâåòñòâóåò åãî ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå: ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì
êâàíòîâîé ìåõàíèêè, âðåìÿ íà ôóíäàìåíòàëüíîì óðîâíå äèñêðåòíî, è
â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî ¾øàãà¿ ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè (â íàøåì
ñëó÷àå � ñãóñòêàìè) ìîæåò áûòü ïðèíÿò ïëàíêîâñêèé êâàíò âðåìåíè,
[3]. Àíàëîãè÷íî, â âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ òàêèì íåäåëèìûì øàãîì
ÿâëÿåòñÿ òàêò ðàáîòû ïðîöåññîðà èëè äèñêðåòíûé èíòåðâàë äèñêðåòèçà-
öèè ñèãíàëà. Äîñòóïíîñòü æå ïðåäûäóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè, â íàøåì
ñëó÷àå, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà, êàê îáðàòèìîñòü âðåìåííîãî ïðî-
öåññà â ëþáîé ìîìåíò.

3 Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü pLT K.sl
×òîáû óñòàíîâèòü ôèíèòíóþ àïïðîêñèìèðóåìîñòü, ïåðâûì øàãîì èñ-

ïîëüçóåì ìåòîä ð-ìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ, çàòåì � ôèëüòðàöèè. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîå ïîëó÷åíèå â íà÷àëå êîíå÷íîé ïî âðåìåíè, à çàòåì � è ïî
ìîùíîñòè ñãóñòêîâ ìîäåëåé, ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü ôèíèòíóþ àïïðîêñè-
ìèðóåìîñòü ëîãèêè.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ð-ìîðôèçìà ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ìîäàëüíîé

ñòåïåíè. Ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ìîäàëüíîé ñòåïåíè íå ïîäîéä¼ò äëÿ
íàøåé ëîãèêè, ò.ê. îíî íå ïîçâîëÿåò òî÷íî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî òðå-
áóåìûõ äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû øàãîâ âïåðåä ïî îïåðàòîðó N è íàçàä ïî
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îïåðàòîðó P . Ïðåæäå ÷åì äàòü àäåêâàòíîå ëîãèêå pLTK.sl îïðåäåëåíèå
ìîäàëüíîé ñòåïåíè, ââåä¼ì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèÿ.
Ïîäôîðìóëó ψ âìåñòå ñî ñâîèìè ìîäàëüíûìè âðåìåííûìè îïåðàòîðà-

ìè (NnhPmgψ) ôîðìóëû ϕ íàçîâ¼ì ïðîñòîé ïîäôîðìóëîé, åñëè ϕ ïðåä-
ñòàâèìà â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
ϕ = ψ ∧ χ (ϕ = χ ∧ ψ);
ϕ = ψ ∨ χ (ϕ = χ ∨ ψ);
ϕ = ψ → χ (ϕ = χ→ ψ);
ϕ = ¬χ.
Ïóò¼ì π(p) ïåðåìåííîé p â ôîðìóëå NnPmϕ íàçîâ¼ì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü âëîæåííûõ ïðîñòûõ ïîäôîðìóë, îïðåäåë¼ííóþ ïî èíäóêöèè: ïåð-
âûì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëèì ïåðåìåííóþ âìåñòå ñî ñâîè-
ìè âðåìåíííûìè îïåðàòîðàìè NnhPmgp, âòîðûì ýëåìåíòîì � ôîðìóëó
(âìåñòå ñî ñâîèìè âðåìåíííûìè îïåðàòîðàìè), â êîòîðóþ ïðåäûäóùèé
ýëåìåíò âõîäèò êàê ïðîñòàÿ ïîäôîðìóëà è äàëåå. Ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì
ïîëó÷àåì NnPmϕ.
Îïèñàííîå âûøå ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìàëüíî. Òàê, ïóòü ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî, ãäå πji (p) � j-é ýëåìåíò ïóòè i-ãî èíäåêñà, à ψi �
ïîäôîðìóëà ϕ, â êîòîðóþ ψi−1 âõîäèò êàê ïðîñòàÿ ïîäôîðìóëà:

• π1
i (p) = Nni1P ki1p,

• . . .
• πj−1

i (p) = Nnij−1P kij−1ψj−1,

• πji (p) = NnijP kijψj ,
• . . .
• πlk(p) = NnkPmlϕ,
ãäå nij , kij ∈ ω.

Çàìåòèì, ÷òî ïóòü πi(p) ñîîòâåòñòâóåò i-ìó âõîæäåíèþ ïåðåìåííîé â
ôîðìóëó, ïîýòîìó ó ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïóòåé πi(p).

Ïðèìåð 1. Äëÿ ôîðìóëû ϕ = N80(((p → Np) ∧ Pp) → P 98q) ∧ N101q
íàéä¼ì âñå ïóòè ïåðåìåííîé p:
π1(p) = {N0P 0p,N0P 0(p → Np), N0P 0((p → Np) ∧ Pp), N80P 0(((p →

Np) ∧ Pp)→ P 98q), N0P 0(N80(((p→ Np) ∧ Pp)→ P 98q)→ N101P 0q)},
π2(p) = {N1P 0p,N0P 0(p → Np), N0P 0((p → Np) ∧ Pp), N80P 0(((p →

Np) ∧ Pp)→ P 98q), N0P 0(N80(((p→ Np) ∧ Pp)→ P 98q)→ N101P 0q)},
π3(p) = {N0P 1p,N0P 0((p → Np) ∧ Pp), N80P 0(((p → Np) ∧ Pp) →

P 98q), N0P 0(N80(((p→ Np) ∧ Pp)→ P 98q)→ N101P 0q)},
è ïóòè ïåðåìåííîé q:
π1(q) = {N0P 98q,N80P 0(((p → Np) ∧ Pp) → P 98q), N0P 0(N80(((p →

Np) ∧ Pp)→ P 98q)→ N101P 0q)},
π2(q) = {N101P 0q,N0P 0(N80(((p→ Np) ∧ Pp)→ P 98q)→ N101P 0q)}.
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3.1. Ïîäñ÷¼ò ìîäàëüíîé ñòåïåíè â pLT K.sl. Òåïåðü ìû ìîæåì ïå-
ðåéòè ê ïîäñ÷¼òó ìîäàëüíîé ñòåïåíè ôîðìóëû. Îïðåäåëèì ïîëîæèòåëü-
íóþ è îòðèöàòåëüíóþ ìîäàëüíóþ ñòåïåíè îäíîãî ïóòè:

md(πi(p))+ =

k∑
j=1

ni, md(πi(p))− =

k∑
j=1

mi,

ãäå πi(p) = {Nn1Pm1p, . . . , NnkPmkϕ} � ïóòü i-ãî âõîæäåíèÿ â ôîðìóëó
ïåðåìåííîé p.
Ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ìîäàëüíóþ ñòåïåíü ïåðåìåííîé

îïðåäåëèì êàê ìàêñèìóìû ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ìîäàëüíûõ
ñòåïåíåé ïóòåé ïî âñåì å¼ âõîæäåíèÿì â ôîðìóëó ñîîòâåòñòâåííî:

md(p)+ = max
i

(md(πi(p))+), md(p)− = max
i

(md(πi(p))−).

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ìîäàëüíóþ
ñòåïåíü ôîðìóëû êàê ìàêñèìóìû ïî ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì
ìîäàëüíûì ñòåïåíÿì âñåõ ïåðåìåííûõ:

md(ϕ)+ = max
p∈V ar(ϕ)

(md(p)+), md(ϕ)− = max
p∈V ar(ϕ)

(md(p)−).

Îáîçíà÷èì b := md(ϕ)+, a := −md(ϕ)− � äâå ãðàíèöû äèàïàçîíà,
íà êîòîðûå äîñòàòî÷íî îòñòóïèòü îò ñãóñòêà Ct íàçàä è âïåð¼ä ïî íà-
ïðàâëåíèþ âðåìåíè, ÷òîáû ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû â ìèðå
ñãóñòêà Ct. Äåéñòâèòåëüíî, ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòîìó ÷òî íà ãðàíèöàõ
((t+ a), (t+ b) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöû) ïðè ïðî-
âåðêå âûïîëíèìîñòè òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü íå áîëåå ÷åì âûïîëíèìîñòü
ïåðåìåííûõ èç V ar(ϕ) èëè ôîðìóë, íå ñîäåðæàùèõ âðåìåííûõ ìîäàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, ïðîâåðêà êîòîðûõ ñâåä¼òñÿ ê ïðîâåðêå ïåðåìåííûõ íà
ýòîì æå ñãóñòêå.
Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäñ÷¼òà ìîäàëüíûõ ñòåïåíåé èíòóèòèâíî

ïîâòîðÿåò ïîäñ÷¼ò ñòàíäàðòíîé ìîäàëüíîé ñòåïåíè ôîðìóëû. Â íàøåì
ñëó÷àå íà å¼ âåëè÷èíó âëèÿþò òîëüêî âðåìåííûå ìîäàëüíûå îïåðàòî-
ðû, ò.ê. ïðîâåðêà îïåðàòîðîâ çíàíèÿ �i è ♦i íå âûõîäèò çà ïðåäåëû
âðåìåííûõ ñãóñòêîâ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ íàì íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü.
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé äèàïàçîí èçáûòî÷åí, ò.ê. îí ìîæåò ñîäåð-
æàòü ¾ïåòëè¿ (ò.å. äèàïàçîíû âðåìåííûõ øàãîâ çà ïðåäåëàìè ïðîâåðêè
èñòèííîñòè ïåðåìåííûõ), êîòîðûå âîçíèêàþò èç-çà ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ïåðåáîðà âñåõ ïîäôîðìóë, âõîäÿùèõ â ïóòü ïî êàæäîìó èç âðåìåííûõ
îïåðàòîðîâ îòäåëüíî.

Ïðèìåð 2. Íàéä¼ì ìîäàëüíóþ ñòåïåíü ôîðìóëû

ϕ = N80((p→ Np) ∧ Pp)→ P 98q) ∧N101q.

md(p)+ = max(80, 80, 81) = 81;
md(p)− = max(0, 0, 1) = 1;
md(q)+ = max(80, 101) = 101;
md(q)− = max(98, 0) = 98;
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md(ϕ)+ = max(81, 101) = 101;
md(ϕ)− = min(1, 98) = 98.

Ðèñ. 1. pLT K.sl-øêàëà, ãäå a := −98, b := 101.

3.2. p-ìîðôèçì pLT K.sl. Ïîêàæåì, ÷òî îïðåäåë¼ííîãî âûøå äèàïà-
çîíà äîñòàòî÷íî, èñïîëüçóÿ ìåòîä p-ìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæå-

íèå f: M
f→ M ′ íàçûâàåòñÿ p-ìîðôèçìîì ìîäåëåé, åñëè ∀x, y ∈ Zt, ∀l ∈

{f, p, e, 1, . . . , n} :

(1) xRly ⇒ f(x)R′lf(y);
(2) f(x)R′lf(y)⇒ ∃z ∈ Zt[xRlz è f(z) = f(y)];
(3) ∀x ∈ Zt∀p ∈ Prop (x ∈ V (p)⇐⇒ f(x) ∈ V ′(p)).
Ïóñòü M = 〈Zt, Rf , Rp, Re, R1, . . . , Rn, V 〉 � pLT K.sl-ìîäåëü. Äëÿ íå¼

îïðåäåëèì êîíå÷íóþ ïî âðåìåíè ìîäåëüM ′ = 〈Z ′t, R′f , R′p, R′e, R′1, . . . , R′n, V ′〉
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Z ′t =
t+b+1⋃

i=t+a−1
C ′i, ãäå:

C ′i = Ci, ∀i ∈ [t+a; t+b] � îáúåäèíåíèå ñãóñòêîâ èç îïðåäåëåííîãî
äèàïàçîíà,

C ′t+a−1 =
−∞⋃

j=t+a−1
Cj � âûðîæäåííûé ñãóñòîê, ñîäåðæàùèé âñå

ìèðû ìîäåëè M , íàõîäÿùèåñÿ äî âûäåëåííîãî äèàïàçîíà,

C ′t+b+1 =
+∞⋃

j=t+b+1

Cj � âûðîæäåííûé ñãóñòîê, ñîäåðæàùèé âñå

ìèðû ìîäåëè M , íàõîäÿùèåñÿ ïîñëå âûäåëåííîãî äèàïàçîíà;
• R′f : åñëè x ∈ Ci, y ∈ Ci+1 è:

i ∈ [t+ a− 1; t+ b], òîãäà f(x)R′ff(y);

i ∈ (−∞; t+ a− 2], òîãäà f(x)R′ff(y) è f(x), f(y) ∈ C ′t+a−1;

i ∈ [t+ b+ 1; +∞), òîãäà f(x)R′ff(y) è f(x), f(y) ∈ C ′t+b+1;

• R′p : åñëè x ∈ Ci, y ∈ Ci−1 è:
i ∈ [t+ a; t+ b+ 1], òîãäà f(x)R′pf(y);
i ∈ (−∞; t+ a− 1], òîãäà f(x)R′pf(y) è f(x), f(y) ∈ C ′t+a−1;
i ∈ [t+ b+ 2; +∞), òîãäà f(x)R′pf(y) è f(x), f(y) ∈ C ′t+b+1;

• R′l ∈ Re, R1, . . . , Rn : åñëè f(x)Rlf(y) è:
i ∈ [t+ a; t+ b], òîãäà f(x)R′lf(y);
i ∈ (−∞; t+ a− 1], òîãäà f(x)R′lf(y) è f(x), f(y) ∈ C ′t+a−1;
i ∈ [t+ b+ 1; +∞), òîãäà f(x)R′lf(y) è f(x), f(y) ∈ C ′t+b+1;

• ∀p ∈ Prop V ′(p) := V (p).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè äâà âûðîæäåííûõ ñãóñòêà íà êîíöàõ âûäå-
ëåííîãî äèàïàçîíà. Îòäåëüíîå ñêëåèâàíèå ìèðîâ â ñãóñòîê â íà÷àëå è â
êîíöå äèàïàçîíà íåîáõîäèìî äëÿ äàëüíåéøåãî ñîõðàíåíèÿ êîððåêòíîñòè
îòíîøåíèé Rf è Rp.
Îòìåòèì, ÷òî âðåìåííîé ïðîöåññ íå íàðóøåí ò.ê. ïî ïîñòðîåíèþ ìîäå-

ëè íå ïðîèñõîäèò ïåðåìåøèâàíèå ñãóñòêîâ ïî âðåìåíè âíóòðè çíà÷èìîãî
äèàïàçîíà ñãóñòêîâ. Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ìîäåëü íàçûâàåì ñêðó-
÷åííîé.

Ðèñ. 2. Ñêðó÷åííàÿ êîíå÷íàÿ ïî âðåìåíè ìîäåëü M ′.

Òåîðåìà 1. Ìîäåëü M ′ ÿâëÿåòñÿ p-ìîðôíûì îáðàçîì ìîäåëè M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îïðåäåëåíèÿ p-
ìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ f . Äëÿ ýòîãî óêàæåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè øêàë F è F ′

(1) ∀x ∈
t+b⋃

j=t+a
Cj , f(x) = x;

(2) ∀x ∈
+∞⋃

j=t+b+1

Cj , f(x) ∈ C ′t+b+1;

(3) ∀x ∈
−∞⋃

j=t+a−1
Cj , f(x) ∈ C ′t+a−1.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò óñëîâèå p-ìîðôèçìà
∀x, y ∈ Zt :
1)xRly ⇒ f(x)R′lf(y),∀l ∈ {f, p, e, 1, . . . , n}
• Ïóñòü xRfy ⇒ x ∈ Cj , y ∈ Cj+1.

Åñëè i ∈ {t+a−1, . . . , t+b}, òî f(x) = x, f(y) = y ⇒ f(x)R′ff(y).

Åñëè i ∈ {−∞, . . . , t+a−2}, òî f(x), f(y) ∈ C ′t+a−1 ⇒ f(x)R′ff(y).

Åñëè i ∈ {t+b+1, . . . ,+∞}, òî f(x), f(y) ∈ C ′t+b+1 ⇒ f(x)R′ff(y).
• Äëÿ ñëó÷àÿ xRpy àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì ñäâèãà äèàïàçîíîâ.
• Ïóñòü xRiy ⇒ x, y ∈ Cj , ∀i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà ∀j ∈ Z ïî îïðåäå-
ëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ f(x)R′if(y).

2)f(x)R′lf(y)⇒ ∃z ∈ F [xRlz è f(z) = f(y)].

• Ïóñòü f(x)R′ff(y)

Åñëè f(x), f(y) ∈ {C ′t+a, . . . , C
′
t+b}, îòíîøåíèå Rf ñîõðàíÿåòñÿ

ïî îïðåäåëåíèþ, z = y, xRfy, ïîýòîìó äëÿ i ∈ (−∞, t + a − 2]
x ∈ Ci, y ∈ Ci+1. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃z ∈ F [xRfz è f(z) = f(y)].
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Åñëè f(x), f(y) ∈ C ′t+a−1, îòíîøåíèå Rf ñîõðàíÿåòñÿ ïî îïðå-
äåëåíèþ, z = y, xRfy. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ i ∈ (−∞, t + a − 2]
x ∈ Ci, y ∈ Ci+1.
Åñëè f(x), f(y) ∈ C ′t+b+1, îòíîøåíèå Rf ñîõðàíÿåòñÿ ïî îïðå-

äåëåíèþ, z = y, xRfy. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ i ∈ [t + b + 1,+∞)
x ∈ Ci, y ∈ Ci+1.
• Ïóñòüf(x)R′pf(y). Â ýòîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäû-
äóùåìó ïóíêòó.
• ∀x ∈ Zt ∀p ∈ Prop (x ∈ V (p)⇔ f(x) ∈ V ′(p)) âåðíî â ñèëó ñîõðà-
íåíèÿ îöåíêè íà p-ìîðôíîì îáðàçå ìîäåëè. Îñòà¼òñÿ îòìåòèòü,
÷òî f(x) = x ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ f .

�

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà âûøå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èç áåñêîíå÷íûõ ìîäå-
ëåé êîíå÷íûå ïî âðåìåíè p-ìîðôíûå îáðàçû, ñîõðàíÿÿ âûïîëíèìîñòü
ôîðìóë, (ñì. [4] ñòð 62).

3.3. Ôèëüòðàöèÿ pLT K.sl-ìîäåëåé. Ïîëó÷åííàÿ p-ìîðôíàÿ ìîäåëü
êîíå÷íà ïî âðåìåíè, îäíàêî ìîùíîñòü ñãóñòêîâ ïî-ïðåæíåìó íå îãðàíè-
÷åíà. Èñïîëüçóåì ìåòîä ôèëüòðàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîé ìîäåëè
M ′′.
ÏóñòüM ′ = 〈Z ′t, R′f , R′p, R′e, R′1, . . . , R′n, V ′〉 � ð-ìîðôíûé îáðàç pLT K.sl-

ìîäåëè, Φ ⊆ For(LpLT K.sl) � íàáîð ôîðìóë, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî
âçÿòèÿ ïîäôîðìóë. Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ≡Φ íà ñãóñòêàõ èç Z ′t, ∀t ∈ Z, ∀x, y ∈ C ′t:

x ≡Φ y ⇐⇒ [∀α ∈ Φ (〈M ′, x〉 � α⇔ 〈M ′, y〉 � α)].

Îïèøåì ïîëó÷åííóþ øêàëó â ðåçóëüòàòå ôèëüòðàöèè ìîäåëè M ′ îò-
íîñèòåëüíî òàêîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè:

• [x]≡Φ := {y | y ∈ Z′t, x ≡Φ y};
• C ′′i := {[x]≡Φ |x ∈ C ′i};

• Z′′t :=
t+b+1⋃

i=t+a−1
C ′′i .

Òåïåðü îïðåäåëèì îçíà÷èâàíèå è îòíîøåíèÿ íà ïîëó÷åííîì ìíîæå-
ñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé:

(1) ∀p ∈ V ar(Φ)[V ′′(p) = {[x]≡Φ |〈M ′, x〉 � p}];
(2) ∀x, y ∈ Z ′t, ∀l ∈ {e, 1, . . . , n}(xR′ly ⇒ [x]≡ΦR

′′
l [y]≡Φ);

(3) ∀x, y ∈ Z ′t :
(a) ∀l ∈ {e, 1, . . . , n} ([x]≡ΦR

′′
l [y]≡Φ =⇒ [∀�lα ∈ Φ

〈M ′, x〉 � �lα⇒ 〈M ′, y〉 � α]);
(b) ([x]≡ΦR

′′
f [y]≡Φ =⇒ [∀Nα ∈ Φ〈M ′, x〉 � Nα⇒ 〈M ′, y〉 � α]);

(c) ([x]≡ΦR
′′
p [y]≡Φ =⇒ [∀Pα ∈ Φ〈M ′, x〉 � Pα⇒ 〈M ′, y〉 � α]).

Ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû ìîäåëü îáîçíà÷èì
M ′′ = 〈Z′′t , R′′f , R′′p , R′′e , R′′1 , . . . , R′′n, V ′′〉 è áóäåì íàçûâàòü ôèëüòðîâàííîé
ìîäåëüþ äëÿ ìîäåëè M .
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Ðèñ. 3. Êîíå÷íàÿ ïî âðåìåíè è ñãóñòêàì ìîäåëü M ′′.

Ëåììà 1. Ïóñòü M ′ = 〈Z ′t, R′f , R′p, R′e, R′1, . . . , R′n, V ′〉 � ð-ìîðôíûé îá-

ðàç pLT K.sl-ìîäåëè, M ′′ = 〈Z′′t , R′′f , R′′p , R′′e , R′′1 , . . . , R′′n, V ′′〉 � ôèëüòðî-
âàííàÿ ìîäåëü, Φ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ. Òîãäà ∀ϕ ∈
For(LpLT K.sl), ∀z ∈ Z ′t :

〈M ′, x〉 � α⇔ 〈M ′′, [x]≡Φ〉 � α,

äëÿ ëþáîé ïîäôîðìóëû α ∈ Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû α.
Ïóñòü 〈M ′, x〉 � p ⇒ ∃[x]≡Φ : V ′′(p) 3 [x]≡Φ . Ïóñòü 〈M ′′, x〉 � p ⇒ ∀x ∈

[x]≡Φ : V (p) 3 [x]≡Φ . Ïîëó÷èëè 〈M ′, x〉 � p⇔ 〈M ′′, [x]≡Φ〉 � p.
Äîïóñòèì, âåðíî 〈M ′, x〉 � χ ⇔ 〈M ′′, [x]≡Φ〉 � χ. Ðàññìîòðèì χ ∧ θ.

Ïóñòü 〈M ′, x〉 � χ ∧ θ, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíèìîñòè 〈M ′, x〉 � χ
è 〈M ′, x〉 � θ, çàòåì ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ 〈M ′′, [x]≡Φ〉 �
χ è 〈M ′′, [x]≡Φ〉 � θ, ñíîâà ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíèìîñòè ïîëó÷àåì
〈M ′′, [x]≡Φ〉 � θ. Äàííàÿ öåïî÷êà ðàññóæäåíèé âåðíà è â îáðàòíóþ ñòî-
ðîíó â ñèëó îïðåäåëåíèé âûïîëíèìîñòè.
Äëÿ ñëó÷àÿ χ ∨ θ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì âûøå.
Äëÿ ¬χ èìååì: 〈M ′, x〉 � ¬χ, ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíèìîñòè x /∈

V ′(p), çíà÷èò ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ 〈M ′′, [x]≡Φ〉 6� χ, çíà÷èò
〈M ′′, [x]≡Φ〉 � ¬χ.
Äëÿ èìïëèêàöèè χ → θ îñòà¼òñÿ òîëüêî îòìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî â

pLT K.sl χ→ θ ∼ ¬χ ∨ θ è ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ äâóõ ïóíêòîâ âûøå.
Òåïåðü ïîêàæåì äëÿ âðåìåííûõ ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ðàññìîòðèì

Nχ. Ïóñòü 〈M ′, x〉 � Nχ, òîãäà ∀y ∈ Z ′t : xRfy 〈M ′, y〉 � χ, ïî èíäóêöèîí-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ 〈M ′, [y]≡Φ〉 � χ è ïî âûáîðó y èìååì 〈M ′′, x〉 � Nχ.
Àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðà P .
Äëÿ ñëó÷àÿ �iχ : åñëè 〈M ′, x〉 � �iχ, òîãäà ∀y ∈ Z ′t : xRiy, çíà÷èò

〈M ′, y〉 � χ è òàê æå ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíèìîñòè è âûáîðó y ïîëó÷èì
〈M ′′, x〉 � �iχ.

�

4 Óíèôèêàöèÿ â pLT K.sl
Öåëü ðàçäåëà � äîêàçàòü, ÷òî ëîãèêà pLT K.sl îáëàäàåò óíèòàðíûì

òèïîì óíèôèêàöèè. Äëÿ ýòîãî ìû ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòà-
òû: óñòàíîâèì ñëàáûé êðèòåðèé óíèôèöèðóåìîñòè ôîðìóëû è ïîêàæåì,
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÷òî ëþáàÿ óíèôèöèðóåìàÿ ôîðìóëà ïðîåêòèâíà, îòêóäà íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäóåò óíèòàðíîñòü ëîãèêè, [6]. Èòàê, ââåä¼ì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.
Ôîðìóëà ϕ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ óíèôèöèðóåìîé â ëîãèêå L, åñëè

∃σ : pi 7→ σi � ïîäñòàíîâêà äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé pi ∈ V ar(ϕ) (äàëåå
ìû áóäåì íàçûâàòü å¼ óíèôèêàòîðîì ôîðìóëû ϕ) òàêàÿ, ÷òî σ(ϕ) =
ϕ(σ1, . . . , σs) ∈ L.
Êîðíåâûì gu íàçûâàåòñÿ óíèôèêàòîð, ïîëó÷àåìûé ïîäñòàíîâêîé êîí-

ñòàíò âìåñòî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû (ò.å. gu : pi 7→ {>,⊥}, ∀pi ∈ V ar(ϕ)).
Íà ìíîæåñòâå óíèôèêàòîðîâ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà: óíè-

ôèêàòîð σ ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì óíèôèêà-
òîð σ1 â ëîãèêå L, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà γ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïåðåìåííîé pi: σ1(pi) ≡L γ(σ(pi)) (çàäàííûé òàêèì îáðàçîì ïðåäïîðÿäîê
áóäåì îáîçíà÷àòü êàê σ1 � σ). Ïî îòíîøåíèþ � ìîæíî îïðåäåëèòü ýêâè-
âàëåíòíîñòü óíèôèêàòîðîâ äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû ϕ: óíè-
ôèêàòîð σ1 íàçûâàåì ýêâèâàëåíòíûì óíèôèêàòîðó σ2 (σ1 ≡ σ2), åñëè
∃γ1 : σ1(p) ≡L γ1(σ2(p)) è ∃γ2 : σ2(p) ≡L γ2(σ1(p)) äëÿ âñåõ p ∈ V ar(ϕ).
Óíèôèêàòîð σ ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè

äëÿ ëþáîãî äðóãîãî óíèôèêàòîðà σi âûïîëíÿåòñÿ σi � σ èëè æå îíè
íåñðàâíèìû, ò.å. (σi � σ) è (σ � σi). Åñëè σ áîëåå îáùèé, ÷åì ëþáîé
äðóãîé, îí íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå îáùèì (ñîêðàù¼ííî í.î.ó.).
Ïðîåêòèâíîé â L íàçîâ¼ì ôîðìóëó ϕ(p1, . . . , ps) äëÿ êîòîðîé íàéä¼ò-

ñÿ óíèôèêàòîð τ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: ϕ `L [pi ≡ τ(pi)] äëÿ âñåõ
ïåðåìåííûõ pi ∈ V ar(ϕ). Òàêîé óíèôèêàòîð τ áóäåì íàçûâàòü ïðîåê-
òèâíûì.
Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíèìîñòü ϕ íà âñåõ ìèðàõ ìîäåëè ýêâèâàëåíòíà

âûïîëíèìîñòè ζj(ϕ), ãäå

ζj(ϕ) =

tj∧
i=0

P iϕ ∧
tj∧
i=0

N iϕ, tj ∈ N.

Ïðèíèìàÿ, ÷òî tj ïðîáåãàþò âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, ìû ïîòðåáóåì âû-
ïîëíèìîñòü ôîðìóëû ϕ íà âñåé ìîäåëè. Â ñèëó ïîêàçàííîé äàëåå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè òàêèõ ïîäñòàíîâîê, èíòåðâàë tj äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû ìîæåò
áûòü ëþáûì ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì. Äèàïàçîí äëÿ ïðîâåðêè, ïîëó÷à-
åìûé âûáîðîì êàêîãî-òî çíà÷åíèÿ tj áóäåì îáîçíà÷àòü ∆j , è îí áóäåò
âêëþ÷àòü â ñåáÿ âñå ñãóñòêè Ct ∈ [Ct−tj ;Ct+tj ]. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàññóæäåíèÿõ äîêàçàòåëüñòâ íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì.
Ãîâîðèì, ÷òî ëîãèêà L îáëàäàåò óíèòàðíûì òèïîì óíèôèêàöèè, åñëè

êàæäàÿ óíèôèöèðóåìàÿ ôîðìóëà â L èìååò í.î.ó.
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, ãàðàíòèðóþùóþ êîí-

ñòàíòíóþ îöåíêó èñòèííîñòè ôîðìóë â ëîãèêå, íåîáõîäèìóþ ïðè äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ î ñóùåñòâîâàíèè êîðíåâûõ óíèôèêàòîðîâ.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps) â ÿçûêå LpLT K.sl è ëþáîãî
íàáîðà c1, . . . , cs ∈ {>,⊥} ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c ∈ {>,⊥} òàêàÿ,
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÷òî íà ëþáîé pLT K.sl-ìîäåëè M

∀x ∈ Zt 〈M,x〉 � ϕ(c1, . . . , cs) ≡ c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû ϕ. Ïðè
ϕ = p ïîëó÷àåì ϕ(c) = c, äëÿ ëþáîé ìîäåëè M óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåò-
ñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ôîðìóë χ = χ(p1, . . . , ps) è
ψ = ψ(p1, . . . , ps). Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå ôîðìóëû. Åñëè ϕ(p1, . . . , ps) =
χ(p1, . . . , ps) ∧ ψ(p1, . . . , ps), òî ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáîãî íàáîðà êîíñòàíò
(c1, . . . , cs) âåðíî ϕ = c′ ∧ c′′ = c ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíèìîñòè ∧. Äëÿ
îñòàëüíûõ íåìîäàëüíûõ ñâÿçîê õîä äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷åí.
Ïóñòü òåïåðü ϕ = Nψ. Ïî îïðåäåëåíèþ pLT K.sl ìîäåëè ∃y : xRfy.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè îòíîñèòåëüíî âûïîëíèìîñòèN . Ïóñòü
íàáîð êîíñòàíò (c1, . . . , cs) òàêîé, ÷òî ∀y : xRfy âûïîëíÿåòñÿ 〈M,y〉 �
ψ(c1, . . . , cs). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíèìîñòèN , 〈M,x〉 � Nψ(c1, . . . , cs)
è 〈M,x〉 � (Nψ ≡ >). Ïóñòü òåïåðü íàáîð (c1, . . . , cs) òàêîé, ÷òî ∃y �
¬ψ(c1, . . . , cs), òîãäà 〈M,x〉 � ¬Nψ(c1, . . . , cs) è 〈M,x〉 � (Nψ ≡ ⊥). Äëÿ
ñëó÷àÿ ϕ = Pψ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî â ñèëó òîãî, ÷òî ∃y : xRpy.
Äëÿ ϕ = �iψ óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, â ñèëó ñå-

ðèàëüíîñòè îòíîøåíèé Ri ìîäåëü íå ñîäåðæèò ãðàíè÷íûõ ìèðîâ, ãäå
âûïîëíÿåòñÿ �iψ, ïðè ψ ≡ ⊥, è îïðîâåðãàåòñÿ ♦iψ, ïðè ψ ≡ >. �

Òåîðåìà 2. Ôîðìóëà ϕ óíèôèöèðóåìà â pLT K.sl òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ϕ èìååò êîðíåâîé óíèôèêàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ óíèôèöèðóåìà, òîãäà íàéä¼òñÿ σ : pi → σi,
ϕ(σ1, . . . , σr) ∈ L. Ïîêàæåì, ÷òî âñå σi ìîãóò ÿâëÿòüñÿ êîíñòàíòàìè. Òàê
êàê ϕ(σ1, . . . , σr) ∈ L, σ(ϕ) èñòèííà íà âñåõ ìîäåëÿõ ëîãèêè, ñëåäîâà-
òåëüíî ∀x〈M,x〉 � σ(ϕ) ïîëó÷àåì ∀x〈M,x〉 � σ(ϕ) ≡ >, çíà÷èò â ñèëó
ïðåäûäóùåé ëåììû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü íàáîð êîíñòàíò c1, . . . , cr. Ïî-
ëó÷èëè, ÷òî ñðåäè âñåõ óíèôèêàòîðîâ ∃σ : pi → ci, ýòîò óíèôèêàòîð σ è
åñòü èñêîìûé êîðíåâîé óíèôèêàòîð gu.
Ïóñòü ϕ èìååò êîðíåâîé óíèôèêàòîð gu, òîãäà îíà óíèôèöèðóåìà ïî

îïðåäåëåíèþ. �

Êðèòåðèé, äîêàçàííûé âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü ñëàáûì, ò.ê., ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, îí ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü óíèôèöèðóåìîñòü ôîðìóë â ëîãèêå,
ñ äðóãîé � ñ î÷åâèäíîñòüþ óêàçûâàåò íà óíèôèöèðóåìîñòü ôîðìóëû,
åñëè äëÿ íå¼ óæå íàéäåí êîðíåâîé óíèôèêàòîð.

Òåîðåìà 3. Ëþáàÿ óíèôèöèðóåìàÿ ôîðìóëà â pLT K.sl ïðîåêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ óíèôèöèðóåìà â ëîãèêå pLT K.sl. Ðàññìîò-
ðèì ïîäñòàíîâêó âèäà:

σ(pi) = (ζj(ϕ) ∧ pi) ∨ (¬ζj(ϕ) ∧ gu(pi)),
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ãäå ζj ôèêñèðóåò äèàïàçîí ïðîâåðêè ôîðìóëû ϕ íà ëþáîé ìîäåëè M .
Êîðíåâîé óíèôèêàòîð gu ñóùåñòâóåò â ñèëó óíèôèöèðóåìîñòè ϕ è ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû. Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà σ ÿâëÿåòñÿ óíèôèêà-
òîðîì äëÿ ϕ. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî åñëè σ � óíèôèêàòîð äëÿ ϕ, òî
∀x〈M,x〉 � σ(ϕ).
1. Ïóñòü ∀x ∈ ∆j : 〈M,x〉 � ϕ. Òîãäà 〈M,x〉 � ζj(ϕ), ïîýòîìó âòîðîé

äèçúþíêò ïîäñòàíîâêè îïðîâåðãàåòñÿ íà x. Ðàññìîòðèì ïåðâûé äèçú-
þíêò:

• åñëè 〈M,x〉 � pi, òîãäà 〈M,x〉 � ζj(ϕ) ∧ pi, çíà÷èò 〈M,x〉 � σ(pi).
• åñëè 〈M,x〉 2 pi, òîãäà 〈M,x〉 2 ζj(ϕ) ∧ pi, çíà÷èò 〈M,x〉 2 σ(pi).

Ñëåäîâàòåëüíî, σ(pi) ≡ pi. Òàê êàê ϕ(p1, . . . , pr) èñòèííà íà ìèðå x, òî
ϕ(σ(p1), . . . , σ(pr)) èñòèííà íà x. Â ýòîì ñëó÷àå 〈M,x〉 � σ(ϕ).
2. Ïóñòü ∃x ∈ ∆ : 〈M,x〉 2 ϕ. Òîãäà 〈M,x〉 2 ζj(ϕ), ïîýòîìó ïåðâûé

äèçúþíêò ïîäñòàíîâêè îïðîâåðãàåòñÿ íà x. Ðàññìîòðèì âòîðîé äèçú-
þíêò: 〈M,x〉 � ¬ζj(ϕ), òîãäà âòîðîé äèçúþíêò èìååò âèä > ∧ gu(pi) è
ñïðàâåäëèâî σ(pi) = ⊥ ∨ (> ∧ gu(pi)) ⇒ σ(pi) = gu(pi). Â ñèëó òîãî, ÷òî
〈M,x〉 � gu(ϕ), òî 〈M,x〉 � σ(ϕ).
Ïîëó÷àåì, ÷òî σ � óíèôèêàòîð ϕ. Òåïåðü ïîêàæåì ïðîåêòèâíîñòü óíè-

ôèêàòîðà σ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêòèâíîñòè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

[ζj(ϕ)→ (pi ≡ σ(pi))].

Åñëè ζj(ϕ) èñòèííà íà x, òî âûïîëíÿåòñÿ pi ≡ σ(pi), â óñëîâèÿõ ïóíêòà
1 âûøå. Åñëè ζj(ϕ) ëîæíà íà x, òî èìïëèêàöèÿ ζj(ϕ) → (pi ≡ σ(pi))
âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, σ � ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð äëÿ ϕ.

�

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà èíäåêñà j â ζj(ϕ), ïðî-
åêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ öåëûé áåñêîíå÷íûé íàáîð ïîäñòàíîâîê âèäà σ. Ïî-
êàæåì, ÷òî òàêèå óíèôèêàòîðû îáðàçóþò êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó
ñîáîé óíèôèêàòîðîâ.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ t1 è t2 ∈ ω ñïðàâåäëèâî τt1 ≡ τt2,

ãäå τtj = (ζj(ϕ) ∧ pi) ∨ (¬ζj(ϕ) ∧ gu(pi)) è ζj(ϕ) =
tj∧
i=0

P iϕ ∧
tj∧
i=0

N iϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî óíèôèêàòîðû τt1 è τt2 ýêâèâà-
ëåíòíû, ïî îïðåäåëåíèþ, äîñòàòî÷íî íàéòè ïîäñòàíîâêè γ1 è γ2 ñîîòâåò-
ñòâåííî, âçàèìíî âûðàæàþùèå óíèôèêàòîðû äðóã èç äðóãà. Â êà÷åñòâå
òàêèõ ïîäñòàíîâîê ðàññìîòðèì ñàìè ïðîåêòèâíûå óíèôèêàòîðû. Ðàñ-
ñìîòðèì òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé: ïðèìåíèì â êà÷åñòâå γ1 óíèôèêàòîð τt1
ê τt2 :

τt1(τt2(pj)) = (τt1(ζ2(ϕ)) ∧ τt1(pj)) ∨ (¬ (τt1(ζ2(ϕ))) ∧ τt1(gu(pj))) = (∗)
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ãäå τk1(ζ2(ϕ)) =
tj∧
i=0

τk1(P iϕ) ∧
tj∧
i=0

τk1(N iϕ),

τk1(N iϕ) = N iϕ(τk1(p1), . . . , τk1(ps)), τk1(P iϕ) = P iϕ(τk1(p1), . . . , τk1(ps)).
Ïîñêîëüêó τk1 � óíèôèêàòîð ϕ, ïîëó÷àåì:

(∗) = (> ∧ τk1(pj)) ∨ (¬ (>) ∧ τk1(gu(pj))) ≡ τk1(pj).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀pj ∈ V ar(ϕ(p1, . . . , ps)) τt1(τt2(pj)) ≡ τt1(pj), à çíà÷èò
τt1 � τt2 . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà çíà÷åíèé t1 è t2, àíàëîãè÷íî
τt2 � τt1 , ñëåäîâàòåëüíî, τt2 ≡ τt1 . �

Ãèëàðäè ïðåäëîæåí ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîñòè
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óíèòàðíîãî òèïà óíèôèêàöèè, èì äîêàçàíû ñëåäóþ-
ùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3. [6] Åñëè ϕ � ïðîåêòèâíî óíèôèöèðóåìàÿ ôîðìóëà â L è τ �
å¼ ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð, òî τ � í.î.ó. ôîðìóëû ϕ.

Ñëåäñòâèå 1. [6] Ïðîåêòèâíîñòü óíèôèêàöèè â L íàñëåäóåò óíèòàð-
íûé òèï óíèôèêàöèè.

Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ìîæåì óòâåðæäàòü óíèòàðíûé òèï óíèôè-
êàöèè â ëîãèêå pLT K.sl, ïðè÷¼ì ïðîåêòèâíàÿ ïîäñòàíîâêà σ ïðåäëàãàåò
ñõåìó ïîñòðîåíèÿ í.î.ó. äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé â ëîãèêå ôîðìóëû.

5 Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåííîå â ñòàòüå èññëåäîâàíèå ëîãèêè pLT K.sl äåìîíñòðèðó-
åò, ÷òî êëàññ ëèíåéíûõ ëîãèê çíàíèÿ ñòóïåí÷àòîãî âðåìåíè ñ îïåðàòî-
ðàìè ïðîøëîãî è áóäóùåãî îáðàçóåò ñîäåðæàòåëüíóþ è ìàòåìàòè÷åñêè
êîððåêòíóþ àëüòåðíàòèâó øèðîêî èñïîëüçóåìîé ëèíåéíîé âðåìåííîé
ëîãèêå LT L. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ñòóïåí÷àòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷à-
åòñÿ â íåòðàíçèòèâíîé è íåðåôëåêñèâíîé ïðèðîäå âðåìåííîãî ïîòîêà,
÷òî ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû ñ ëþáîé òðåáóå-
ìîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè � îò óðîâíÿ ïëàíêîâñêîãî êâàíòà âðåìåíè â
ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, [3], äî òàêòà ðàáîòû ïðîöåññîðà â çàäà÷àõ âåðèôè-
êàöèè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé LT L, ãäå
âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàíçèòèâíûé è ðåôëåêñèâíûé ëèíåéíûé ïî-
ðÿäîê, ñòóïåí÷àòàÿ ìîäåëü òî÷íåå îòðàæàåò äèñêðåòíóþ ïðèðîäó ðåàëü-
íûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ öåëîñòíîñòü ïåðåäà÷è äàííûõ íå ãàðàíòèðîâàíà,
à äîñòóïíîñòü èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü æ¼ñòêî îãðàíè÷åíà êîíêðåòíû-
ìè âðåìåííûìè ïðîìåæóòêàìè.
Âìåñòå ñ òåì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ëîãèêè êëàññà LT K.sl êàê ïîëíî-

öåííóþ àëüòåðíàòèâó LT L, íåîáõîäèìî ïðîäîëæåíèå ñèñòåìàòè÷åñêîãî
èññëåäîâàíèÿ èõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ. Ïðîâåä¼ííûé â äàííîé ñòà-
òüå àíàëèç ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè è óíèòàðíîãî òèïà óíèôè-
êàöèè äëÿ LT K.sl çàêëàäûâàåò òåîðåòè÷åñêèé ôóíäàìåíò, è îñòàþòñÿ
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àêòóàëüíûìè âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè ëîãèêè íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ è ïîñòðîåíèÿ àêñèîìàòèçàöèè. Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò èññëåäîâàíèå âàðèàíòîâ ëîãèêè ñ ðàçëè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà
îòíîøåíèÿ àãåíòîâ (íàïðèìåð, èõ âçàèìíîçàâèñèìîñòü), ÷òî ïîòåíöè-
àëüíî ðàñøèðÿåò âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà äëÿ ñïåöèôèêàöèè
ñâîéñòâ ïðîãðàììíûõ è àïïàðàòíûõ ñèñòåì.
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