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Abstract: In this article, we continue the investigation of deductive
systems within the class of linear step-like temporal logics. For
the case of the temporal logic LT L.sl we proved the �nite model
property and the projective uni�cation. Building on the results
of P. Balbiani and T. Tinchev for modal logic Alt1, we formally
de�ne the tuple and relational semantics for LT L.sl and prove
their equivalence.

Keywords: modal logic, temporal logic, linear time, �nite model
property, Kripke relational semantics, tuple semantics, uni�cation.

1 Ââåäåíèå

Ìîäàëüíûå ëîãèêè àêòèâíî èññëåäóþòñÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà.
Îáîãàùåíèå ÿçûêà êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ìîäàëüíûìè îïåðàòîðàìè íåîá-
õîäèìîñòè (�) è âîçìîæíîñòè (♦) ïîçâîëèëî çàìåòíî îáîãàòèòü âû-
ðàçèòåëüíûå ñïîñîáíîñòè ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà, à âîçìîæíîñòü ðàçëè÷íûõ
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èíòåðïðåòàöèé ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìîäàëüíûå ëîãèêè
â øèðîêîì êëàññå èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è çàäà÷, [1, 2].
Â ÷àñòíîñòè, âðåìåííûå ëîãèêè çà÷àñòóþ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå

ëîãèê, â êîòîðûõ ìîäàëüíûå îïåðàòîðû íåîáõîäèìîñòè è âîçìîæíîñòè
èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ¾âñåãäà¿ è ¾âîçìîæíî¿, ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïî-
ìîùüþ òàêèõ ëîãèê ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ðàáîòà êîìïüþòåðíûõ ïðî-
ãðàìì èëè èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ çà òàêò ðàáîòû èç òåêó-
ùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìà ìîæåò ëèáî íåäåòåðìèíèðîâàííî ïåðåéòè â îäíî
èç ôèêñèðîâàííûõ íîâûõ ñîñòîÿíèé, ëèáî íîâîå ñîñòîÿíèå åäèíñòâåííî
âîçìîæíî, â çàâèñèìîñòè îò ïðèðîäû ìîäåëèðóåìîãî âðåìåíè. Òîãäà, â
çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê âåòâÿùèåñÿ, òàê è ëèíåéíûå âðåìåííûå
ëîãèêè. Íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ âðåìåííàÿ ëîãèêà çíàíèé LT K.sl ìîäåëè-
ðóåò ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñî ñòðîãî ðàçãðàíè÷åííûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè,
êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ñâîè ðàñïðåäåëåíèÿ çíàíèé ìåæäó
ðàçíûìè àãåíòàìè-ó÷àñòíèêàìè ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà, [3, 4].
Íàèáîëåå àêòóàëüíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷àìè, âíå çàâèñèìîñòè

îò âûáðàííîé ëîãèêè, ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìî-
ñòè, ðàçðåøèìîñòè, àêñèîìàòèçèðóåìîñòè, à òàêæå óíèôèêàöèè â íåé.
Åñëè ëîãèêà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè (èëè,
÷òî â íàøåì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíî, ñâîéñòâîì êîíå÷íîé ìîäåëè), â å¼ õà-
ðàêòåðèçàöèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûìè ñòðóêòóðàìè.
Ïðîâåðêà èñòèííîñòè ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé ôîðìóëû â ýòîé ëîãèêå
íà êîíå÷íûõ ñòðóêòóðàõ îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíîãî äîêà-
çàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ëîãèêè � îïèñàíèÿ àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî
ñîâåðøèòü ýòó ïðîâåðêó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Âîçìîæíîñòü æå àê-
ñèîìàòèçèðîâàòü ëîãèêó (èëè æå îïèñàòü êîíå÷íûé, ëèáî áåñêîíå÷íûé
íàáîð å¼ àêñèîì), ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îòêðûòü âîçìîæíîñòè äëÿ ñèí-
òàêñè÷åñêîãî ïîäõîäà èññëåäîâàíèÿ äåäóêòèâíîé ñèñòåìû, íî è îöåíèòü
ìåñòî äàííîé ëîãèêè â êëàññèôèêàöèè íàèáîëåå èçó÷åííûõ ðàñøèðåíèé
äðóãèõ ñèñòåì.
Òåîðèÿ óíèôèêàöèè çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííûõ èññëåäî-

âàíèÿõ â îáëàñòè íåêëàññè÷åñêèõ è, â ÷àñòíîñòè, ìîäàëüíûõ ëîãèê. Çà-
äà÷à óíèôèêàöèè ñîñòîèò â ïîèñêå òàêîé ïîäñòàíîâêè, ïðèìåíåíèå êî-
òîðîé ê ôîðìóëå äåëàåò å¼ òåîðåìîé â ëîãèêå. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ â
òåîðèè óíèôèêàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþùèå çàäà÷è: îïðåäåëåíèå òèïà
óíèôèêàöèè â ëîãèêå, èññëåäîâàíèå óíèôèöèðóåìîñòè å¼ ôîðìóë, ïîèñê
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ óíèôèêàòîðîâ è ñîïóòñòâóþùèå
âîïðîñû, [5, 6].
Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò ñåìàíòè÷åñêèå ìåòîäû õàðàêòåðè-

çàöèè ëîãèê. Øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ óæå óñòîÿâøàÿñÿ ðåëÿöèîííàÿ ñåìàí-
òèêà Êðèïêå � ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì â âèäå ñïåöè-
àëüíûõ ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé, [7]. Ïðèìåíèìà ñåìàíòèêà Êðèïêå è ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è óíèôèêàöèè â ìîäàëüíûõ ëîãèêàõ, îäíàêî, â íåêîòîðûõ
èññëåäîâàíèÿõ ðàáîòà âåä¼òñÿ ñ äðóãèìè ñåìàíòèêàìè, çà÷àñòóþ, ëó÷øå
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îòâå÷àþùèìè òðåáîâàíèÿì êîíêðåòíîé çàäà÷è. Òàê, â ðàáîòå Ô. Áàë-
áèàíè è Ò. Òèí÷åâà [8] äëÿ èññëåäîâàíèÿ óíèôèêàöèè â ìîäàëüíîé ëî-
ãèêå Alt1, ïîìèìî ðåëÿöèîííîé ñåìàíòèêè, òàêæå ââåäåíà êîðòåæíàÿ
ñåìàíòèêà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó Alt1 â âèäå óïî-
ðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ. Îïèðàÿñü íà ýòîò ïîäõîä,
èìè áûë ïîëó÷åí àëãîðèòì ïðîâåðêè óíèôèöèðóåìîñòè ëþáîé çàäàííîé
ôîðìóëû, à òàêæå ïðèâåä¼í ïðèìåð ôîðìóëû ñ íóëÿðíûì òèïîì óíè-
ôèêàöèè.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü ïîäõîäîâ ðåëÿöèîííîé è

êîðòåæíîé ñåìàíòèêè, ïðèìåíèòåëüíî ê ëèíåéíîé ìîäàëüíîé ëîãèêå ñòó-
ïåí÷àòîãî (íåðåôëåêñèâíîãî íåòðàíçèòèâíîãî) âðåìåíè LT L.sl, õàðàê-
òåðèçóþùåéñÿ ñõîæèì ñ Alt1 êëàññîì øêàë Êðèïêå. Äîêàçàíû ñâîé-
ñòâà êîíå÷íîé ìîäåëè è ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïðåäñòàâëåííûõ ñåìàíòèê
äëÿ LT L.sl. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà ïðîåêòèâíîñòü óíèôèêàöèè â ëîãèêå
LT L.sl.

2 Ëèíåéíàÿ ëîãèêà ñòóïåí÷àòîãî âðåìåíè LT L.sl
Â ñòàòüÿõ Ò.Þ. Çâåðåâîé è Ñ.È. Áàøìàêîâà [3, 4] ââîäèòñÿ è èññëåäó-

åòñÿ ëîãèêà ëèíåéíîãî ñòóïåí÷àòîãî âðåìåíè è çíàíèÿ LT K.sl. Äëÿ ýòîé
ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû áûëî ïðåäëîæåíî ñåìàíòè÷åñêîå îïèñàíèå, ïîêàçàíà
ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü è ïðîåêòèâíîñòü óíèôèêàöèè.
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàññìîòðåíèå âåðñèè ëîãèêè êëàññà ñòóïåí÷à-

òûõ ïî âðåìåíè (ñ íåðåôëåêñèâíûì è íåòðàíçèòèâíûì âðåìåííûì îò-
íîøåíèåì â ñåìàíòèêå) ñ îáåäí¼ííûì ÿçûêîì, èñêëþ÷àþùèì ðàññóæäå-
íèÿ î çíàíèÿõ àãåíòîâ, òàê êàê òàêàÿ ëîãèêà, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå,
îêàçûâàåòñÿ ñõîæåé ñ íåâðåìåííîé ëîãèêîé Alt1, îäíàêî, îáëàäàåò ïî-
ëåçíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ óíèôèêàöèè ñâîéñòâàìè.
Îïðåäåëèì ñåìàíòè÷åñêè ëîãèêó LT L.sl. Àëôàâèò ÿçûêà LLT L.sl âêëþ-

÷àåò Prop := {p1, . . . , pn, . . . } êîíñòàíòû >, ⊥, âðåìåííîé îïåðàòîð N ,
ñêîáêè è ñòàíäàðòíûå áóëåâû îïåðàöèè.
LT L.sl-øêàëà � ýòî ïàðà F = 〈WN,Next〉 ãäå WN =

⋃
t∈N

Ct :

Ct1 ∩ Ct2 = ∅ ïðè t1 6= t2, êàæäûé Ct � îäíîýëåìåíòíûé ñãóñòîê, Next
� îòíîøåíèå íà WN òàêîå, ÷òî xNext y ⇔ ∃t ∈ N : x ∈ Ct, y ∈ Ct+1. Òà-
êàÿ øêàëà, ïî ñâîåé ñóòè, ýêâèâàëåíòíà ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ
îòíîøåíèåì ¾ñëåäóþùåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî¿. Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå
Next ÿâëÿåòñÿ ñåðèàëüíûì íà ìíîæåñòâå WN, ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ WN
ñóùåñòâóåò y ∈WN òàêîå, ÷òî xNext y.
Íà øêàëå ñòàíäàðòíî îïðåäåëèì LT L.sl-ìîäåëü êàê ïàðóM = 〈F, V 〉,

ãäå F � LT L.sl-øêàëà, V � îçíà÷èâàíèå: Prop→ 2WN . Èñòèííîñòü ôîð-
ìóë íà LT L.sl-ìîäåëÿõ òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

• 〈M,xi〉 � p⇔ xi ∈ V (p);
• 〈M,xi〉 � >;
• 〈M,xi〉 2 ⊥;
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Ðèñ. 1. LT L.sl-øêàëà

• 〈M,xi〉 � ϕ ∨ ψ ⇔ 〈M,xi〉 � ϕ èëè 〈M,xi〉 � ψ;
• 〈M,xi〉 � ϕ ∧ ψ ⇔ 〈M,xi〉 � ϕ è 〈M,xi〉 � ψ;
• 〈M,xi〉 � ¬ϕ⇔ 〈M,xi〉 2 ϕ;
• 〈M,xi〉 � Nϕ⇔ åñëè xiNextxi+1, òî 〈M,xi+1〉 � ϕ.

Çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ýòîé ëîãè÷åcêîé ñèñòåìû ñòàëî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ñëó÷àÿ ñ èñêëþ÷¼ííûìè çíàíèÿìè àãåíòîâ ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî ôè-
íèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè, à òàêæå ïðèìåíèì àíàëîã ïîäõîäà êîðòåæ-
íîé ñåìàíòèêè äëÿ ëîãèêè Alt1, îïèñàííûé â [8].

2.1. Êîðòåæíàÿ ñåìàíòèêà â LT L.sl. Êîðòåæ (U0, . . . , Un), ãäå êàæ-
äûé U0, . . . , Un ⊂ Prop, íàçîâ¼ì n-îöåíêîé. Âûïîëíèìîñòü ôîðìóë íà
n-îöåíêå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• (U0, . . . , Un) � p⇔ p ∈ Un;
• (U0, . . . , Un) � >;
• (U0, . . . , Un) 2 ⊥;
• (U0, . . . , Un) � ϕ ∨ ψ ⇔ (U0, . . . , Un) � ϕ èëè (U0, . . . , Un) � ψ;
• (U0, . . . , Un) � ϕ ∧ ψ ⇔ (U0, . . . , Un) � ϕ è (U0, . . . , Un) � ψ;
• (U0, . . . , Un) � ¬ϕ⇔ (U0, . . . , Un) 2 ϕ;
• (U0, . . . , Un) � Nϕ⇔ åñëè n > 0, òî (U0, . . . , Un−1) � ϕ;
• (U0) � Nϕ⇔ (U0) � ϕ.

Ðèñ. 2. ïðîèçâîëüíàÿ n-îöåíêà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ϕ = (Np∨ p)∧¬q. Âîçüì¼ì 1-îöåíêó
(U0, U1), ãäå U0 = {p, q}, U1 = {p}. Òîãäà (U0, U1) � ϕ, ò.ê. (U0, U1) � p,
(U0, U1) 2 q, (U0) � p.

Ïîñêîëüêó êîðòåæè è ëèíåéíûå øêàëû ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè
ñòðóêòóðàìè, êàæäîìó ýëåìåíòó êîòîðûõ ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íà-
áîðû ïåðåìåííûõ, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîðòåæíàÿ è ðåëÿöèîí-
íàÿ ñåìàíòèêè ýêâèâàëåíòíû â ëîãèêå LT L.sl. Îäíàêî, â òî âðåìÿ êàê
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n-îöåíêè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûìè íàáîðàìè ìíîæåñòâ ïåðåìåí-
íûõ, LT L.sl-øêàëû ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè. Äàëåå ìû
ïîêàæåì, ÷òî äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ìîäàëüíîé ëîãèêè LT L.sl äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü êîíå÷íûå øêàëû.

3 Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü â LT L.sl
Ëîãèêà íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè îíà ïîëíà îò-

íîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ øêàë. ×òîáû ïîêàçàòü ôèíèòíóþ àïïðîê-
ñèìèðóåìîñòü ëîãèêè LT L.sl, îïðåäåëèì êîíå÷íûå LT L.sl-øêàëû, íà
ìîäåëÿõ êîòîðûõ ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà îíà âûïîëíÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëÿõ áåñêîíå÷íîé LT L.sl-
øêàëû.
Ïóñòü F = 〈WN,Next〉 � áåñêîíå÷íàÿ LT L.sl-øêàëà. Íà å¼ îñíîâå

îïðåäåëèì êîíå÷íóþ LT L.sl-øêàëó Fn = 〈Wn,Nextn〉, ãäå
Wn = {x1, . . . , xn, xn+1}, Nextn = {(xi, xi+1) | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {(xn+1, xn+1)}
� ñóòü îãðàíè÷åíèå îòíîøåíèÿ Next íà ïåðâûå n+ 1 ýëåìåíòîâ â îáú-
åäèíåíèè ñ ðåôëåêñèâíûì (n + 1)-ì ýëåìåíòîì. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå îò-
íîøåíèÿ Nextn òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñåðèàëüíûìè ∀n ∈ N.
Îòîáðàæåíèå f øêàëû F = 〈W,R〉 íà øêàëó F ′ = 〈W ′, R′〉 íàçûâàåòñÿ

p-ìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈W âûïîëíÿåòñÿ:

(1) xRy ⇒ f(x)R′f(y);
(2) f(x)R′f(y)⇒ ∃z ∈W : xR z è f(z) = f(y).

Ñîãëàñíî ââåä¼ííûì îïðåäåëåíèÿì, ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ LT L.sl-øêàëà Fn ÿâëÿåòñÿ p-ìîðôíûì îá-
ðàçîì áåñêîíå÷íîé LT L.sl-øêàëû F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèé (1) è (2) îïðåäåëåíèÿ

p-ìîðôèçìà. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f(xi) =

{
xi, i ≤ n;
xn+1, i > n.

(1) f(xi) = xi è f(xi+1) = xi+1 ïðè i ≤ n. Ïî îïðåäåëåíèþ, xiNextxi+1

è xiNextn xi+1. Ïðè i > n, f(xi) = f(xi+1) = xn+1. Òîãäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî f(xi)Nextn f(xi+1), ïîñêîëüêó xn+1Nextn xn+1.

(2) xiNextn xi+1 ïðè i ≤ n,. Âîçüì¼ì xi+1 ∈ WN. Ïî îïðåäåëåíèþ,
xiNextxi+1 è f(xi+1) = xi+1. Ïðè i > n, f(xi)Nextn f(xi+1), ïî-
ñêîëüêó xn+1Nextn xn+1. Âîçüì¼ì xi+1 ∈ WN. Ïî îïðåäåëåíèþ,
xiNextxi+1 è f(xi) = xn+1 è f(xi+1) = xn+1.

�

Ïðè îöåíêå ãëóáèíû êîíå÷íîé ìîäåëè, â äàëüíåéøåì, áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ïîíÿòèå ìîäàëüíîé ñòåïåíè ôîðìóëû. Ïîä ìîäàëüíîé ñòåïå-
íüþ md(ϕ) â ëîãèêå LT L.sl áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî âëîæåííûõ â ϕ ìî-
äàëüíûõ îïåðàòîðîâ N : ∀p ∈ Prop, md(p) = md(>) = md(⊥) = 0;
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md(ϕ ◦ψ) = max{md(ϕ),md(ψ)}, ãäå ◦ ∈ {∨,∧}; md(¬ϕ) = md(ϕ); íàêî-
íåö, md(Nϕ) = md(ϕ) + 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ � òàêàÿ ôîðìóëà, ÷òî md(ϕ) = m ≤ n,
M = 〈F, V 〉 � áåñêîíå÷íàÿ LT L.sl-ìîäåëü, Mn = 〈Fn, Vn〉 � êîíå÷íàÿ
LT L.sl-ìîäåëü, ãäå ∀p ∈ Prop, Vn(p) = V (p) ∩ Wn . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ñîñòîÿíèÿ xi ∈WN òàêîãî, ÷òî i ≤ n−m+ 1, ñïðàâåäëèâî:

〈M,xi〉 2 ϕ⇔ 〈Mn, xi〉 2 ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ìîäàëüíîé ñòåïåíè ôîðìóëû ϕ. Ïðè
md(ϕ) = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî xi ∈ Wn.
Ïóñòü òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ : md(ϕ) = k. Âîçüì¼ì
ψ = Nϕ è èññëåäóåì å¼ âûïîëíèìîñòü ïðè xi ∈W òàêîì, ÷òî i ≤ n− k:

〈M,xi〉 2 ψ ⇔ 〈M,xi〉 2 Nϕ⇔ 〈M,xi+1〉 2 ϕ⇔

⇔ 〈Mn, xi+1〉 2 ϕ⇔ 〈Mn, xi〉 2 Nϕ⇔ 〈Mn, xi〉 2 ψ.
�

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîâåðêå âûïîëíèìîñòè ëþáîé ôîðìóëû ϕ äîñòà-
òî÷íî èñïîëüçîâàòü LT L.sl-ìîäåëè, îïðåäåëåííûìè íà êîíå÷íûõ
LT L.sl-øêàëàõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëîãèêà LT L.sl ôèíèòíî àïïðîêñèìè-
ðóåìà îòíîñèòåëüíî ðåëÿöèîííîé ñåìàíòèêè.
Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü LT L.sl îòíîñèòåëüíî êîðòåæíîé ñå-

ìàíòèêè íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî n-îöåíêè � ýòî âñåãäà êîíå÷íûå
íàáîðû. Òàê êàê òåïåðü â îáåèõ ñåìàíòèêàõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî êî-
íå÷íûå ñòðóêòóðû, ìû ìîæåì ïîêàçàòü èõ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ëîãèêè
LT L.sl.

4 Ýêâèâàëåíòíîñòü ðåëÿöèîííîé
è êîðòåæíîé ñåìàíòèê â LT L.sl

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè ïðî-
èçâîëüíîé íàïåð¼ä çàäàííîé ôîðìóëû â ëîãèêå LT L.sl ìîæíî ïîëü-
çîâàòüñÿ ñðåäñòâàìè îäíîé èç ïðåäñòàâëåííûõ ñåìàíòèê � äëÿ ëþáîé
LT L.sl-ìîäåëè íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé n-îöåíêà, íà
êîòîðîé âûïîëíèìîñòü çàäàííîé ôîðìóëû áóäåò ñîâïàäàòü ñ âûïîëíè-
ìîñòüþ íà LT L.sl-ìîäåëè. Òîãäà íàáîð ôîðìóë, âûïîëíèìûõ ïðè ëþ-
áîé n-îöåíêå áóäåò ñîâïàäàòü ñ íàáîðîì ôîðìóë, âûïîëíèìûõ íà ëþáîé
LT L.sl-ìîäåëè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ϕ âûïîëíÿåòñÿ íà LT L.sl-ìîäåëè

M , åñëè îíà âûïîëíÿåòñÿ íà ëþáîì ýëåìåíòå x ∈ W , îáîçíà÷èì êàê
M � ϕ. Ôîðìóëà ϕ âûïîëíÿåòñÿ íà LT L.sl-øêàëå F , åñëè îíà âûïîëíÿ-
åòñÿ íà ëþáîé LT L.sl-ìîäåëè M = 〈F, V 〉, îáîçíà÷èì êàê F � ϕ. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ϕ n-âûïîëíèìà, åñëè îíà âûïîëíèìà ïðè ëþáîé
n-îöåíêå (U0, . . . , Un), îáîçíà÷èì êàê �n ϕ.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ � òàêàÿ ôîðìóëà, ÷òî md(ϕ) = n, Fn = 〈Wn, Rn〉
� êîíå÷íàÿ LT L.sl-øêàëà. Òîãäà:

〈Fn, x1〉 � ϕ⇔ �n ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüMn = 〈Fn, Vn〉� ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ LT L.sl-
ìîäåëü. Îïðåäåëèì u êàê îòîáðàæåíèå LT L.sl-ìîäåëè Mn íà n-îöåíêó:

u(Mn) = (U0, . . . , Un),

ãäå Ui = {p ∈ Prop | xn−i+1 ∈ Vn(p)}, 0 ≤ i ≤ n. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî
LT L.sl-ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ôèêñèðîâàííîé LT L.sl-øêàëû,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì îçíà÷èâàíèåì, à n-îöåíêè îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè êîìïîíåíòàìè Ui, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå u
èíúåêòèâíî. Òàêæå, u ñþðúåêòèâíî, ò.ê. äàííîå îòîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ëþáîé íàáîð (U0, . . . , Un). Çíà÷èò, u � áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì âñåõ êîíå÷íûõ LT L.sl-ìîäåëåé Mn è ìíîæåñòâîì âñåõ n-îöåíîê.
Ïî îïðåäåëåíèþ u, äëÿ ëþáûõ xi ∈ Wn, p ∈ Prop âåðíî, ÷òî

〈Mn, xi〉 � p ⇔ (U0, . . . , Un−i+1) � p, ãäå u(Mn) = (U0, . . . , Un), ïî-
ñêîëüêó p ∈ Un−i+1 ⇔ xi ∈ Vn(p). Îòñþäà, 〈Mn, x1〉 � ϕ ⇔ u(Mn) � ϕ
äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ òàêîé, ÷òî md(ϕ) = n. �

Ðèñ. 3. 1-îöåíêà (U0, U1) è êîíå÷íàÿ LT L.sl-ìîäåëü M1

Òåîðåìû 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåëÿöèîííàÿ è êîðòåæíàÿ ñåìàíòèêè
äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòû â ëîãèêå LT L.sl.
Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó 1. Íàïîìíèì, ôîðìóëà ϕ = (Np∨ p)∧¬q âûïîë-

íèìà íà 1-îöåíêå U = (U0, U1), ãäå U0 = {p, q}, U1 = {p}. Ïðèìåíèì ê
ýòîé 1-îöåíêå îòîáðàæåíèå u−1, êîòîðîå ñóùåñòâóåò, ò.ê. u � áèåêöèÿ:
u−1(U) = M1 = 〈F1, V1〉, ãäå V1(p) = {x, y}, V1(q) = {y}. Â ñèëó òåîðå-
ìû 2, 〈M1, x〉 � ϕ, ÷òî òàêæå âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíèìîñòè íà
LT L.sl-ìîäåëè.

5 Óíèôèêàöèÿ â LT L.sl
Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè

óíèôèêàöèè, èñïîëüçóåìûå äàëåå.
Ôîðìóëà ϕ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ óíèôèöèðóåìîé â ëîãèêå L, åñëè

∃σ : pi 7→ σi � ïîäñòàíîâêà äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé pi ∈ V ar(ϕ) (äàëåå
ìû áóäåì íàçûâàòü å¼ óíèôèêàòîðîì ôîðìóëû ϕ) òàêàÿ, ÷òî σ(ϕ) =
ϕ(σ1, . . . , σs) ∈ L. Âåðõíèé èíäåêñ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ðàçëè÷íûõ óíèôèêàòîðîâ, íèæíèé � äëÿ óêàçàíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
ïåðåìåííîé è å¼ ïîäñòàíîâî÷íûì âàðèàíòîì.
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Êîðíåâûì íàçûâàåòñÿ óíèôèêàòîð, ïîëó÷àåìûé ïîäñòàíîâêîé êîí-
ñòàíò âìåñòî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû (ò.å. gu : pi 7→ {>,⊥}, ∀pi ∈ V ar(ϕ)).
Íà ìíîæåñòâå óíèôèêàòîðîâ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà: óíè-

ôèêàòîð σ ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì óíèôèêà-
òîð σ1 â ëîãèêå L, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà γ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïåðåìåííîé pi: σ

1(pi) ≡ γ(σ(pi)) ∈ L (çàäàííûé òàêèì îáðàçîì ïîðÿäîê
áóäåì îáîçíà÷àòü êàê σ1 � σ).
Óíèôèêàòîð σ ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñ-

ëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî óíèôèêàòîðà σi âûïîëíÿåòñÿ σi � σ èëè æå îíè
íåñðàâíèìû, ò.å. (σi � σ) è (σ � σi). Åñëè σ áîëåå îáùèé, ÷åì ëþáîé
äðóãîé, îí íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå îáùèì (ñîêðàù¼ííî í.î.ó.). Óíèôèêà-
òîðû σi è σj áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè (ïèøåì σi ≡L σj), åñëè
(σi � σj) è (σj � σi).
Ïðîåêòèâíîé â L íàçîâ¼ì ôîðìóëó ϕ(p1, . . . , ps) äëÿ êîòîðîé íàéä¼ò-

ñÿ óíèôèêàòîð τ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: ϕ `L [pi ≡ τ(pi)] äëÿ âñåõ
ïåðåìåííûõ pi ∈ V ar(ϕ). Òàêîé óíèôèêàòîð τ áóäåì íàçûâàòü ïðîåê-
òèâíûì.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps) ∈ LLT L.sl è ëþáîãî íàáîðà
c1, . . . , cs ∈ {>,⊥} ñóùåñòâóåò c ∈ {>,⊥} òàêàÿ, ÷òî íà ëþáîé LT L.sl-
øêàëå F

∀x ∈ F, 〈F, x〉 � ϕ(c1, . . . , cs) ≡ c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ìîäàëüíîé ñòåïåíè md(ϕ(s)).
Ïðè md(ϕ) = 0 èìååì ôîðìóëó, ëèø¼ííóþ ìîäàëüíûõ ñâÿçîê, äëÿ êî-
òîðîé óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåð-
íî äëÿ ôîðìóëû ψ = ψ(p1, . . . , ps) : md(ψ) = m. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó
ϕ = Nψ. Ïî îïðåäåëåíèþ LT L.sl-øêàë, êàê áåñêîíå÷íûõ, òàê è êîíå÷-
íûõ, äëÿ ëþáîãî x ∈ F ñóùåñòâóåò y ∈ F òàêîé, ÷òî xNext y. Òîãäà,
ïîñêîëüêó ψ(c1, . . . , cs) ≡ cψ, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ(c1, . . . , cs) ≡ Ncψ, îòêóäà,
â ñèëó ñåðèàëüíîñòè Next, ϕ(c1, . . . , cs) ≡ cψ. �

Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå êîðíåâîãî óíèôèêàòîðà (è àëãîðèòì åãî ýô-
ôåêòèâíîãî ïîèñêà) äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû â LT L.sl.

Òåîðåìà 3. Åñëè ôîðìóëà ϕ óíèôèöèðóåìà â LT L.sl, òî ϕ èìååò êîð-
íåâîé óíèôèêàòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè óíèôèöèðóåìîñòè ëþáîé
äàííîé ôîðìóëû ϕ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå êîðíå-
âîãî óíèôèêàòîðà gu, ïîëó÷àåìîãî çàìåíîé ïåðåìåííûõ íà êîíñòàíòû.
Ïóñòü ôîðìóëà ϕ(p1, . . . , ps) óíèôèöèðóåìà â LT L.sl è σ � å¼ óíèôèêà-
òîð, ò.å.

σ(ϕ) = ϕ(σ1(q1, . . . , qr), . . . , σs(q1, . . . , qr)) ∈ LT L.sl,

ãäå σ1(q1, . . . , qr), . . . , σs(q1, . . . , qr) � ôîðìóëû LT L.sl.
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Ïðîèçâåä¼ì òàêóþ îöåíêó δ ôîðìóë σ1(q1, . . . , qr), . . . , σs(q1, . . . , qr),
÷òî δ(σi) ∈ {>,⊥}, i = 1, . . . , s, è âåðíî

ϕ(δ(σ1), . . . , δ(σs)) ≡ ϕ(σ1(q1, . . . , qr), . . . , σs(q1, . . . , qr)) ∈ LT L.sl.
Ïîñêîëüêó σ(ϕ) èñòèííà â ëîãèêå, â ðåçóëüòàòå îöåíêè ìû ñíîâà ïî-

ëó÷èì èñòèííóþ ôîðìóëó:

ϕ(δ(σ1), . . . , δ(σs)) ∈ LT L.sl.
Îáîçíà÷èì gu(pi) := δ(σ(pi)), òîãäà

ϕ(gu(p1), . . . , gu(ps)) ∈ LT L.sl,
ãäå gu(pi) ∈ {>,⊥}, 1 ≤ i ≤ s. Ñëåäîâàòåëüíî, gu(ϕ) � ýòî êîðíåâîé
óíèôèêàòîð äëÿ óíèôèöèðåìîé â LT L.sl ôîðìóëû ϕ. �

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî äëÿ êàæäîé óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû ϕ(s) íàáîð
gu(p1), . . . , gu(ps) íå áîëåå, ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòàíò äëèíû s,
ïðîâåðêà óíèôèöèðóåìîñòè ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû ψ(p1, . . . , ps) òðåáó-
åò íå áîëåå, ÷åì ïåðåáîðà 2s ïîäñòàíîâî÷íûõ âàðèàíòîâ êîíñòàíò >,⊥
âìåñòî ïåðåìåííûõ.
Åñëè ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ òàêîé âàðèàíò, ÷òî ψ(gu(p1), . . . , gu(ps)) èñ-

òèííà â LT L.sl, ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ôîðìóëà ψ óíèôèöèðóåìà è gu
� å¼ êîðíåâîé óíèôèêàòîð â LT L.sl. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ âñåõ
2s âàðèàíòîâ ïîäñòàíîâîê ψ(gu(p1), . . . , gu(ps)) /∈ LT L.sl, òàêàÿ ôîðìó-
ëà ψ íå èìååò êîðíåâîãî óíèôèêàòîðà, îòêóäà ñëåäóåò å¼ íåóíèôèöèðó-
åìîñòü â LT L.sl.
Òåïåðü ïîêàæåì ïðîåêòèâíîñòü óíèôèêàöèè â ëîãèêå.

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ óíèôèöèðóåìàÿ ôîðìóëà â LT L.sl ïðîåêòèâíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(p1, . . . , ps) óíèôèöèðóåìàÿ â LT L.sl ôîðìó-
ëà ìîäàëüíîé ñòåïåíè m. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé pi ∈ V ar(ϕ) è
ëþáîãî k ∈ ω òàêîãî, ÷òî k = n−m, ãäå n � ïðîèçâîëüíûé âûáðàííûé
êîíå÷íûé äèàïàçîí ïðîâåðêè èñòèííîñòè ôîðìóëû ϕ â ìîäåëè, îïðåäå-
ëèì ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó τk(pi):

τk(pi) :=

k∧
i=0

(
N iϕ ∧ pi

)
∨ ¬

k∧
i=0

(
N iϕ ∧ gu(pi)

)
,

ãäå gu � êîðíåâîé óíèôèêàòîð ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps), ïîëó÷åííûé ïî
àëãîðèòìó èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ áåñêîíå÷íóþ LT L.sl-ìîäåëü M = 〈WN,Next, V 〉.

Åñëè τk � óíèôèêàòîð ϕ, òî τk(ϕ) ∈ LT L.sl è ∀x ∈ WN 〈M,x〉 � τk(ϕ).
Äîêàæåì, ÷òî ïîäñòàíîâêà τk ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì ϕ â LT L.sl.

(1) Åñëè ∀x ∈ WN âåðíî 〈M,x〉 � ϕ, òîãäà 〈M,x〉 �
k∧
i=0

N iϕ è, ñëå-

äîâàòåëüíî, âòîðîé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí áóäåò îïðîâåðãíóò íà

x. Åñëè 〈M,x〉 � pi, òîãäà 〈M,x〉 �
k∧
i=0

N iϕ ∧ pi, ñëåäîâàòåëüíî,



ÊÎÐÒÅÆÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ È ÓÍÈÔÈÊÀÖÈß LT L.sl 153

〈M,x〉 � σ(pi). Åñëè 〈M,x〉 � ¬pi, òîãäà 〈M,x〉 2
k∧
i=0

N iϕ∧pi è ñëå-

äîâàòåëüíî 〈M,x〉 � ¬τk(pi). Êàê ñëåäñòâèå, èñòèííîñòíîå çíà÷å-
íèå ϕ(p1, . . . , ps) íà ïðîèçâîëüíîì ýëåìåíòå x ïðè îçíà÷èâàíèè V
ñîâïàäàåò ñ èñòèííîñòüþ ϕ(τk(p1), . . . , τ

k(ps)) íà òîì æå ýëåìåíòå
ïðè òîì æå îçíà÷èâàíèè V è, â ýòîì ñëó÷àå, 〈M,x〉 � τk(ϕ).

(2) Åñëè ∃x ∈ WN : 〈M,x〉 � ¬ϕ, òîãäà 〈M,x〉 2
k∧
i=0

N iϕ. Â ýòîì

ñëó÷àå âîçìîæíî âûïîëíåíèå âòîðîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, íî
ïåðâûé ïðè ýòîì îïðîâåðãàåòñÿ íà x. Òîãäà èñòèííîñòíîå çíà÷å-
íèå äëÿ âñåõ τk(pi) íà x ñîâïàäàåò ñ gu(pi) (ò.å. τ

k(ϕ) ≡ gu(ϕ)), è
ïîñêîëüêó 〈M,x〉 � gu(ϕ) (â ñèëó âûáîðà êîðíåâîãî óíèôèêàòîðà
gu(ϕ) â LT L.sl), ñíîâà 〈M,x〉 � τk(ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, τk(ϕ) ∈ LT L.sl äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé â LT L.sl
ôîðìóëû ϕ.
Äîêàæåì, ÷òî τk(ϕ) � ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð. Åñëè τk(pi) � ïðî-

åêòèâíûé óíèôèêàòîð äëÿ ϕ, òî ïî îïðåäåëåíèþ, ∀pi ∈ V ar(ϕ)

ϕ `LT Lsl pi ↔
( k∧
i=0

N iϕ ∧ pi ∨ ¬
k∧
i=0

N iϕ ∧ gu(pi)
)
.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü τk íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì óíèôèêàòî-
ðîì. Â òàêîì ñëó÷àå ∃x ∈WN :

〈M,x〉 �
k∧
i=0

N iϕ, (1)

íî

〈M,x〉 2 pi ↔
( k∧
i=0

N iϕ ∧ pi ∨ ¬
k∧
i=0

N iϕ ∧ gu(pi)
)
. (2)

Â ýòîì ñëó÷àå

〈M,x〉 2 pi →
( k∧
i=0

N iϕ ∧ pi ∨ ¬
k∧
i=0

N iϕ ∧ gu(pi)
)

(3)

èëè

〈M,x〉 2
( k∧
i=0

N iϕ ∧ pi ∨ ¬
k∧
i=0

N iϕ ∧ gu(pi)
)
→ pi. (4)

Åñëè (3), òîãäà 〈M,x〉 � pi, íî â ýòîì ñëó÷àå 〈M,x〉 �
k∧
i=0
N iϕ ∧ pi

áëàãîäàðÿ (1) è pi íà x, è ïîýòîìó

〈M,x〉 � pi →
( k∧
i=0

N iϕ ∧ pi ∨ ¬
k∧
i=0

N iϕ ∧ gu(pi)
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå (3) íåâîçìîæíî.
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Åñëè (4), òî 〈M,x〉 �
∧k
i=0N

iϕ∧pi∨¬
∧k
i=0N

iϕ∧gu(pi), íî ýòî âîçìîæ-

íî òîëüêî ïðè 〈M,x〉 � pi, ïîñêîëüêó 〈M,x〉 �
k∧
i=0
N iϕ ñëåäóåò èç (1). Êàê

ñëåäñòâèå, â äèçúþíêöèè τk(pi) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí.

Ïîýòîìó 〈M,x〉 �
(∧k

i=0N
iϕ∧ pi∨¬

∧k
i=0N

iϕ∧ gu(pi)
)
→ pi ñïðàâåäëè-

âî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4). Ñëåäîâàòåëüíî, τk � ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð
äëÿ ϕ â ëîãèêå LT L.sl, ïîýòîìó ϕ � ïðîåêòèâíàÿ ôîðìóëà. �

Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé â LT L.sl
ôîðìóëû ϕ, ïîäñòàíîâêà âèäà τk(pi) ïðåäñòàâëÿåò ïðîåêòèâíûé óíèôè-
êàòîð, à çíà÷èò è í.î.ó., ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ñ. Ãèëàðäè, [5]. Ñôîðìó-
ëèðóåì ýòîò ôàêò â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3. Ïóñòü ϕ = ϕ(p1, . . . , ps) � óíèôèöèðóåìàÿ â LT L.sl ôîðìó-
ëà, σ � ïðîèçâîëüíûé óíèôèêàòîð ϕ, τk � ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð
ϕ. Òîãäà σ � τ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ëîãèêà LT L.sl îáëàäàåò óíèòàðíûì òèïîì óíèôèêà-
öèè. Îäíàêî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé êëàññ òàêèõ ïðîåêòèâ-
íûõ óíèôèêàòîðîâ {τk}, ïîðîæäàåìûé èíäåêñîì k ∈ ω. Ïîêàæåì äàëåå,
÷òî êëàññ {τk} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé
óíèôèêàòîðîâ.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáûõ n1, n2 ∈ N : k1 = n1 −m ≥ 0 è k2 = n2 −m ≥ 0,
ãäå m � ìîäàëüíàÿ ñòåïåíü óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû ϕ = ϕ(p1, . . . , ps),
ñïðàâåäëèâî τk1 � τk2 è τk2 � τk1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ áîëåå îáùèé, ðàñ-
ñìîòðèì â êà÷åñòâå ïîäñòàíîâêè γ ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð τk1 è ïðè-
ìåíèì åãî ê τk2 (òî åñòü êî âñåì ïåðåìåííûì ôîðìóëû):

τk1(τk2(pj)) =

(( k2∧
i=0

τk1(N iϕ)∧τk1(pj)
)
∨
(
¬
( k2∧
i=0

τk1(N iϕ)
)
∧τk1(gu(pj))

))
,

ãäå τk1(N iϕ) = N iϕ(τk1(p1), . . . , τ
k1(ps)). Ïîñêîëüêó τ

k1 � óíèôèêàòîð
ϕ, ïîëó÷àåì(( k2∧

i=0

τk1(N iϕ) ∧ τk1(pj)
)
∨
(
¬
( k2∧
i=0

τk1(N iϕ)
)
∧ τk1(gu(pj))

))
≡

≡
(( k2∧

i=0

N i> ∧ τk1(pj)
)
∨
(
¬
( k2∧
i=0

N i>
)
∧ τk1(gu(pj))

))
≡ τk1(pj).

Êàê èòîã, τk1(τk2(pj)) ≡LT L.sl τk1(pj) ïðè ëþáîé ïåðåìåííîé pj ôîðìóëû
ϕ(p1, . . . , ps), à çíà÷èò τk1 � τk2 . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñåë
k2 è k1, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî τ

k2 � τk1 , à çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ,
τk2 ≡ τk1 . �
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû îïðåäåë¼í êëàññ
ýêâèâàëåíòíûõ íàèáîëåå îáùèõ óíèôèêàòîðîâ âèäà τk. Îòñþäà, ëîãèêà
LT L.sl äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò óíèòàðíûì òèïîì óíèôèêàöèè.
Óñòàíîâëåííîå âûøå íå òîëüêî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó÷åí-

íûå ðàíåå ðåçóëüòàòû ïî ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè è óíèôèêàöèè
äëÿ ëèíåéíîé ìíîãîàãåíòíîé ëîãèêè ñòóïåí÷àòîãî âðåìåíè LT K.sl ñî-
õðàíÿþòñÿ è äëÿ ñëó÷àÿ îáåäí¼ííîãî íà çíàíèÿ ÿçûêà, íî è îòêðûâàåò
îïðåäåë¼ííûå ïåðñïåêòèâû èññëåäîâàíèÿ äàííîãî êëàññà ëîãèê ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êîðòåæíîé ñåìàíòèêè � ïîòåíöèàëüíî äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ëîãèê
àëüòåðíàòèâíîãî âðåìåíè è âðåìåííûõ âåòâëåíèé.

6 Çàêëþ÷åíèå

Óñïåøíî ïîêàçàíî, ÷òî ê ìîäàëüíîé ëîãèêå LT L.sl ïðèìåíèì àíàëîã
êîðòåæíîé ñåìàíòèêè, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ðåëÿöè-
îííîé � îáå ñåìàíòèêè óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó êîíå÷íîé ìîäåëè.
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò õàðàêòåðèçîâàòü ëî-

ãèêó LT L.sl ëèíåéíûìè ñåðèàëüíûìè øêàëàìè, ÷òî äåëàåò å¼ ñåìàíòè-
÷åñêè ðîäñòâåííîé DAlt1 = K+{♦p ≡ �p}: îáå ëîãèêè õàðàêòåðèçóþòñÿ
ëèíåéíûìè ñåðèàëüíûìè øêàëàìè, â DAlt1 îïåðàòîðû � è ♦ ñîâïàäàþò.
Ñîäåðæàòåëüíî áëèçêàÿ ëîãèêà Alt1, õàðàêòåðèçóåìàÿ ôóíêöèîíàëüíû-
ìè øêàëàìè, îáëàäàåò ¾õóäøèì¿ (íóëüàðíûì) òèïîì óíèôèêàöèè, êàê
ïîêàçàíî â [8], òîãäà êàê äëÿ LT L.sl (è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ DAlt1) íàìè
óñòàíîâëåí óíèòàðíûé (ëó÷øèé) òèï, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ñäåëàòü âûâîä
î êàðäèíàëüíî ðàçíîì ïîâåäåíèè ëîãèê â îòíîøåíèè óíèôèêàöèè.
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