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Abstract: In this paper, we study three models of computability
over an arbitrary algebraic structure: Σ-de�nability by Ershov, list-
superstructure computability by Ashaev, Belyaev and Myasnikov,
and computability of Moschovakis. We prove equivalence of Mos-
chovakis model and list-superstructure computability for primitive
computable functions. Also we prove that functions computable in
Moschovakis model are Σ-de�nable.

Keywords: generalized computability, Sigma-de�nability, list-su-
perstructure, Moschovakis model.

1 Ââåäåíèå

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé îñíîâíîé ìîäåëüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà. Ýòà ìîäåëü, ñ îäíîé ñòðîíû, ïîçâîëÿåò àäåê-
âàòíî èçó÷àòü òàêèå âàæíûå ïîíÿòèÿ êàê âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà è èñ-
ïîëüçóåìóþ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ïàìÿòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàøèíà
Òüþðèíãà î÷åíü íåóäîáíà äëÿ ñàìîãî ïðîöåññà ïðîãðàììèðîâàíèÿ êîí-
êðåòíûõ àëãîðèòìîâ, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ î÷åíü
íèçêîãî óðîâíÿ, âðîäå àññåìáëåðà èëè ÿçûêà ìàøèííûõ êîììàíä. Â òî
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æå âðåìÿ ïðè ðàçðàáîòêå êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ â êà÷åñòâå ýëåìåíòàð-
íûõ øàãîâ èñïîëüçóþòñÿ áîëåå âûñîêîóðîâíåâûå îïåðàöèè, ïðèâû÷íûå
äëÿ äàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, òåîðåòèêî-÷èñëîâûå àëãî-
ðèòìû ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñòàíäàðòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé ñ öåëûìè ÷èñëàìè: ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå ñ
îñòàòêîì. Àëãîðèòìû ëèíåéíîé àëãåáðû èñïîëüçóþò ñòàíäàðòíûå îïå-
ðàöèè ñ âåêòîðàìè, ìàòðèöàìè è ò.ä. Ïðè ýòîì ïîíÿòèÿ âðåìåííîé è
ïðîñòðàíñòâåííîé ñëîæíîñòè òàêèõ àëãîðèòìîâ òàêæå ìîãóò èçó÷àòüñÿ
íà òàêîì áîëåå âûñîêîì óðîâíå.
Â îáùåì ñëó÷àå àëãîðèòì â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ èñïîëüçóåò

îïåðàöèè è ïðåäèêàòû èç ÿçûêà (ñèãíàòóðû) íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû. Òàêæå äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå
íàäñòðîéêè íàä îñíîâíûì ìíîæåñòâîì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû: ñòðîêè,
ñïèñêè, è ò.ï. Òàêîé ïîäõîä áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîòû Áëþì, Øóáà è
Ñìåéëà [2], â êîòîðîé áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè è ñëîæíîñòè
âû÷èñëåíèé íàä êîëüöàìè è ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Àâòîðû ðàññìîòðåëè àíàëîã ìàøèí Òüþðèíãà äëÿ ðàáîòû ñî ñòðîêàìè
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íà èõ îñíîâå îïðåäåëèëè àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ ïî-
ëèíîìèàëüíûõ êëàññîâ P è NP, à òàêæå ðàçâèëè òåîðèþ NP-ïîëíîòû.
Â äàëüíåéøåì áûëè ïðåäëîæåíû íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ïîíÿòèþ àë-

ãîðèòìè÷åñêîãî ïðîöåññà íàä ïðîèçâîëüíûìè îáëàñòÿìè è ñòðóêòóðà-
ìè: Σ-îïðåäåëèìîñòü Þ. Ë. Åðøîâà [3], âû÷èñëèìîñòü íàä ñïèñî÷íîé
íàäñòðîéêîé È. Â. Àøàåâà, Â. ß. Áåëÿåâà è À. Ã. Ìÿñíèêîâà [1], ïîä-
õîä ß. Ìîñêîâàêèñà ê âû÷èñëèìîñòè íàä ëþáûìè ìíîæåñòâàìè [5], S-
âû÷èñëèìîñòü À. Õåììåðëèíãà [4]. Åñòåñòâåííîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ ïîäõîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, íåñìîòðÿ íà
ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ, âî ìíîãèõ èç íèõ ââîäèòñÿ íåêîòîðàÿ íàäñòðîé-
êà íàä ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòüþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ åå ýëå-
ìåíòàìè êàê è â ñëó÷àå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à èìåííî: ñîñòàâëÿòü êîð-
òåæè, ìàòðèöû, ñðàâíèâàòü ñîçäàííûå îáúåêòû íà ïðåäìåò ðàâåíñòâà,
ïðèíàäëåæíîñòè è ò.ä. Ýòî ìîæåò áûòü ñåìåéñòâî íàñëåäñòâåííî êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ â [3], ñïèñî÷íàÿ íàäñòðîéêà èç [1] èëè íåêîòîðàÿ ñòðóê-
òóðà, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû [5]. Îáû÷-
íî, íàäñòðîéêà äîëæíà ñîäåðæàòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ìîäåëèðîâàòü
âû÷èñëèìîñòü íà íèõ � ýòî ÿâëÿåòñÿ ïîäòâåðæäåíèåì åñòåñòâåííîñòè
äàííîãî ïîäõîäà. Äðóãîé àðãóìåíò â ïîëüçó ïðèíÿòèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
ïîäõîäîâ êàê ôîðìàëüíîãî àíàëîãà ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà íàä íåêîíñòðóê-
òèâíûìè îáëàñòÿìè � ýòî êàê ðàç äîêàçàòåëüñòâî èõ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâÿçè ìåæäó òðåìÿ ïîäõîäàìè ê îáîáùåí-

íîé âû÷èñëèìîñòè íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè: Σ-
îïðåäåëèìîñòü íàä äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìèÞ. Ë. Åðøîâà [3], âû÷èñ-
ëèìîñòü ïî Ìîñêîâàêèñó [5] è âû÷èñëèìîñòü íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé
È. Â. Àøàåâà, Â. ß. Áåëÿåâà è À. Ã. Ìÿñíèêîâà [1]. Äîêàçûâàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü êëàññîâ ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïî Ìîñêîâàêèñó
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è ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé. Òàê-
æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè, âû÷èñëèìûå ïî Ìîñêîâàêèñó ÿâëÿþòñÿ
Σ-îïðåäåëèìûìè ïî Åðøîâó. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè S = ⟨A, σ⟩ �
ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ íåïóñòûì îñíîâíûì ìíîæåñòâîì
A è êîíå÷íîé ñèãíàòóðîé σ.

2 Âû÷èñëèìîñòü ïî Ìîñêîâàêèñó

Äîïîëíèì A íåêîòîðûì ýëåìåíòîì 0, íå ëåæàùèì â A. Îáîçíà÷èì

A0 = A ∪ {0}.

Äàëåå îïðåäåëèì íàäñòðîéêó A∗ ïî èíäóêöèè

åñëè x ∈ A0 òîãäà x ∈ A∗,
åñëè x, y ∈ A∗ òîãäà (x, y) ∈ A∗.

Çäåñü (x, y) � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ x è y. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êàæäîãî z ∈ A∗ ëèáî z ∈ A0, ëèáî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû x, y ∈ A∗ òàêèå, ÷òî z = (x, y).
Â ñòðóêòóðå A∗ ìîæíî îïðåäåëèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîñðåäñòâîì

èíäóêöèè

0 = 0, n+ 1 = (n, 0).

Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî z ∈ A∗ ôóíêöèè-êîìïîíåíòû πz è δz ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

π0 = δ0 = 0,

πz = δz = 1, åñëè z ∈ A,

πz = x, δz = y, åñëè z = (x, y).

Ìîñêîâàêèñ ðàññìàòðèâàåò ôóíêöèè èç A∗ â A∗. Îïðåäåëèì íåñêîëüêî
ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî. Ïîëîæèì

s0(x) = (x, 0), sn+1(x0, . . . , xn+1) = (x0, sn(x1, . . . , xn+1)),

è

(x)0 = πx, (x)i+1 = (δx)i.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè

x = sn(x0, . . . , xn),

òîãäà äëÿ i = 0, . . . , n

(x)i = xi.

Íàêîíåö, ïîëîæèì

⟨x1, . . . , xn⟩ = sn(n, x1, . . . , xn).

Àíàëîãè÷íî,

åñëè x = ⟨x1, . . . , xn⟩, òîãäà äëÿ i = 1, . . . , n (x)i = xi.
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Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé, âû÷èñëè-
ìûõ ïî Ìîñêîâàêèñó. Ïóñòü φ = {φ1, . . . , φl} � êîíå÷íûé ñïèñîê ôóíê-
öèé èç A∗ â A∗, ñîîòâåòñòâåííî n1, . . . , nl àðãóìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèå ñõåìû:

(1) f(y1, . . . , yni , x̄) = φi(y1, . . . , yni).
(2) f(x̄) = c, c ∈ A∗.
(3) f(y, x̄) = y.
(4) f(s, t, x̄) = (s, t).
(5) f(y, x̄) = πy.
(6) f(y, x̄) = δy.
(7) f(x̄) = g(h(x̄), x̄).

(8)

{
f(y, x̄) = g(y, x̄), åñëè y ∈ A0,
f((s, t), x̄) = h(f(s, x̄), f(t, x̄), s, t, x̄).

(9) f(x̄) = g(xj+1, x1, . . . , xj , xj+2, . . . , xn).
(10) f(x̄) = νy{g(y, x̄) → 0}.

Ýòè ñõåìû íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû èç îäíèõ, óæå ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé
ïîëó÷àòü äðóãèå. Ñõåìû 1�6 çàäàþò íåêîòîðûå áàçèñíûå ôóíêöèè, ñõåìà
7 � ñóïåðïîçèöèÿ, ñõåìà 8 íàïîìèíàåò ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèþ, â ñõåìå
10 çàïèñü

νy{g(y, x̄) → 0}
îçíà÷àåò

âñå y òàêèå, ÷òî g(y, x̄) = 0,

òî åñòü íåêîòîðûé àíàëîã îïåðàòîðà ìèíèìèçàöèè â îáû÷íîé òåîðèè
âû÷èñëèìîñòè, íî, â îòëè÷èå îò íåãî, äàííûé îïåðàòîð ìîæåò äàâàòü è
ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè, òàê êàê ýëåìåíòîâ y ñ òàêèì ñâîéñòâîì ìîæåò
áûòü áîëåå îäíîãî.
Òåïåðü ôóíêöèÿ f : A∗k → A∗ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìîé

ïî Ìîñêîâàêèñó, åñëè îíà ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé φ ïî ñõåìàì 1�9, è âû-
÷èñëèìîé ïî Ìîñêîâàêèñó, åñëè ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé φ ñ ïîìîùüþ ñõåì
1�10.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè φi îäíîçíà÷íû (â äàëüíåéøåì òàê è

áóäåò), òî âñå ïðèìèòèâíî è ïðîñòî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè îäíîçíà÷íûå,
òàê êàê ñõåìû 1�9 ïî îäíîçíà÷íûì ôóíêöèÿì äàþò îäíîçíà÷íûå. Êëàññ
æå âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ìîæåò ñîäåðæàòü è íåîäíîçíà÷íûå ôóíêöèè
èç-çà íåîäíîçíà÷íîñòè ïðèìåíåíèÿ ñõåìû 10. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãî-
âîðèòü îá îòíîøåíèè (ïðåäèêàòå), çàäàâàåìîì ñõåìàìè 1�10.
Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè è ïðåäèêàòû èç σ íà A∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì

fi(x̄) =

{
fi(x̄), åñëè âñå êîìïîíåíòû x̄ ∈ A,
0, èíà÷å.

Pi(x̄) =

{
Pi(x̄), åñëè âñå êîìïîíåíòû x̄ ∈ A,
0, èíà÷å.

Çàìåòèì, ÷òî â ìîäåëè Ìîñêîâàêèñà ïðåäèêàòû ìû ðàññìàòðèâàåì êàê
èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè èç íåêîòîðîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â
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ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {0, 1}, ãäå 1 ∈ A∗ îçíà÷àåò ¾èñòèíà¿, à 0 ∈ A∗ �
¾ëîæü¿.
Ïóñòü χ=(a, b) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà,

ò.å.

χ=(a, b) =

{
1, åñëè a = b,
0, èíà÷å.

Ïîëîæèì φ = {ôóíêöèè è ïðåäèêàòû èç σ, χ=} � ñïèñîê èç îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ ïî Ìîñêîâàêèñó. Òàêèì îí îñòàíåòñÿ äî êîí-
öà ñòàòüè è ïðè ëþáîì óïîìèíàíèè âû÷èñëèìûõ ïî Ìîñêîâàêèñó ôóíê-
öèé áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ, ÷òî â ñõåìå 1 â ïðàâîé ÷àñòè èñïîëüçîâàëèñü
ôóíêöèè (â òîì ÷èñëå è ïðåäèêàòû èç σ, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè)
òîëüêî èç ìíîæåñòâà φ. Óñëîâèìñÿ òàêæå, ÷òî â ñõåìå 2 â ïðàâîé ÷àñòè
ýëåìåíò c áåðåòñÿ èç êîíñòàíò ñèãíàòóðû σ, èëè ðàâíûì 0.
Äëÿ ïîñëåäóþùåãî âàæíà òåîðåìà î íîðìàëüíîé ôîðìå âû÷èñëèìîé

ïî Ìîñêîâàêèñó ôóíêöèè, äîêàçàííàÿ â [5].

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ïî Ìîñêîâàêèñó ôóíêöèè f : A∗k →
A∗ ñóùåñòâóþò ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè g, h : A∗k+1 → A∗

òàêèå, ÷òî

f(x̄) = g(x̄, νy{h(x̄, y) → 0}).

Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî åñëè f(x̄) � ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìà ïî Ìîñêî-
âàêèñó, òî è f(ȳ, x̄) = f(x̄) òîæå ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìà. Ðàçáîð ñëó÷àåâ
òàêæå íå âûâîäèò çà ïðåäåëû êëàññà ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé,
òî åñòü ôóíêöèÿ

f(x̄) =

{
f1(x̄), åñëè g(x̄) = 1,
f2(x̄), èíà÷å.

ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìà, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè f1, f2, g.

3 Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè íàä ñïèñî÷íîé
íàäñòðîéêîé

Ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

HL0(A) = A,

HLn+1(A) = HLn(A) ∪ L(HLn(A)),

ãäå L(M) � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñïèñêîâ ñ ýëåìåíòàìè èç M . Òåïåðü
ñïèñî÷íîå ðàñøèðåíèå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà A � ýòî

HL(A) =

∞⋃
n=0

HLn(A).

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A íàçûâàþòñÿ ïðàýëåìåíòàìè, îñòàëüíûå � ñïèñ-
êàìè. Ðàñøèðÿåì ñèãíàòóðó äî

σ∗ = σ ∪ {nil,head(1), tail(1), cons(2)} ∪HL(A)
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äîáàâëåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ HL(A) â êà÷åñòâå êîíñòàíò, à òàêæå íî-
âûìè ôóíêöèÿìè äëÿ ðàáîòû ñî ñïèñêàìè. Çäåñü nil � ïóñòîé ñïè-
ñîê, à ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè a � ïðàýëåìåíò,
α, α1, . . . , αn ∈ HL(A), òî

head(nil) = head(a) = nil,
head(⟨α1, . . . , αn⟩) = α1;

tail(nil) = tail(a) = nil,
tail(⟨α1, . . . , αn⟩) = ⟨α2, . . . , αn⟩;

cons(a, α) = nil,
cons(⟨α1, . . . , αn⟩, α) = ⟨α1, . . . , αn, α⟩.

Òàêèì îáðàçîì, head � âçÿòèå ïåðâîãî ýëåìåíòà ñïèñêà, tail � îòáðà-
ñûâàíèå ïåðâîãî ýëåìåíòà, cons � äîáàâëåíèå îäíîãî ñïèñêà â êîíåö
âòîðîãî. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè è ïðåäèêàòû èñõîäíîé ñèãíàòóðû σ íà
ñïèñêàõ êàê ðàâíûå nil. Â èòîãå ïîëó÷àåì íîâóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó

HL(S) = ⟨HL(A), σ∗⟩,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé èñõîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû S.
Îïðåäåëèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïî èíäóêöèè

0 = nil, n+ 1 = ⟨0, 1, . . . , n⟩ = cons(n, n).

Áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ

(1) f(x̄), ãäå f � ôóíêöèÿ èç σ∗,
(2) f(x̄) = c, ãäå c � ëþáàÿ êîíñòàíòà èç σ∗,
(3) P (x̄) � ïðåäèêàò èç σ, êîòîðûé ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ åãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñî çíà÷åíèÿìè â {0, 1}.

(4) ϵ(x, y) =

{
1, åñëè x = y,
0, åñëè x ̸= y.

(5) Inm(x1, . . . , xn) = xm.

Ôóíêöèÿ F ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèåé èç ôóíêöèé f, f1, . . . , fm, åñëè

F (x̄) = f(f1(x̄), . . . , fm(x̄)).

Ôóíêöèÿ f(x̄, y) ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé g(x̄, y) è h(x̄, y, z) ïðèìèòèâíîé
ðåêóðñèåé, åñëè

f(x̄, y) = g(x̄, y), äëÿ y ∈ A, y = nil,

f(x̄, ⟨α1, . . . , αk⟩) = h(x̄, f(x̄, ⟨α1, . . . , αk−1⟩), f(x̄, αk)).

Ýòà ñõåìà îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé: ñíà÷àëà âû÷èñ-
ëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ èç A è nil, ïîòîì äëÿ áîëåå ñëîæíûõ
ñïèñêîâ è ò.ä.
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Ôóíêöèÿ f : HL(A)k → HL(A) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé
íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé, åñëè îíà ïîëó÷åíà èç áàçèñíûõ êîíå÷íûì
÷èñëîì ïðèìåíåíèé îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè.
Íàðÿäó ñ ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèåé ðàññìàòðèâàþò áîëåå îáùóþ ðåêóð-

ñèþ, à èìåííî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x̄, y) ïîëó÷åíà îáùåé ðåêóðñèåé
èç g(x̄, y), h(x̄, y, z, u, t), åñëè

f(x̄, y) = g(x̄, y), äëÿ y ∈ A, y = nil,

f(x̄, ⟨α1, . . . , αk⟩) = h(x̄, ⟨α1, . . . , αk−1⟩, αk, f(x̄, ⟨α1, . . . , αk−1⟩), f(x̄, αk)).

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ðåêóðñèÿ íå âûâîäèò çà ïðåäåëû êëàññà ïðè-
ìèòèâíî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé.

4 Ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèâíîñòü íàä ñïèñî÷íîé
íàäñòðîéêîé è ïðèìèòèâíàÿ âû÷èñëèìîñòü ïî

Ìîñêîâàêèñó

Ââåäåííîå ðàíåå ìíîæåñòâî A∗ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â
HL(A), òî åñòü åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäìíîæåñòâîì HL(A), ñîñòîÿùèì èç
âñåõ ñïèñêîâ äëèíû 2 íà êàæäîì óðîâíå. Óäîáíî äàëåå îòîæäåñòâëÿòü
nil ñ 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f∗ : A∗n → A∗ � ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìàÿ
ïî Ìîñêîâàêèñó. Òîãäà ïî ëþáîìó îïðåäåëåíèþ ýòîé ôóíêöèè â ñìûñëå
Ìîñêîâàêèñà ìîæíî ýôôåêòèâíî íàéòè îïðåäåëåíèå ïðèìèòèâíî ðå-
êóðñèâíîé ôóíêöèè íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé f : HL(A)n → HL(A)
òàêîé, ÷òî îãðàíè÷åíèå f íà A∗n ñîâïàäàåò ñ f∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f∗ : A∗n → A∗ � ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìàÿ ïî
Ìîñêîâàêèñó ôóíêöèÿ, òî åñòü îíà ïîñòðîåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì 1�9.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ f∗.

(1) Ïóñòü f∗(x̄, ȳ) = φi(x̄). Åñëè φi � ôóíêöèÿ èëè ïðåäèêàò èç
σ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ f áóäåò òîé æå ñàìîé, à ïî-
òîìó ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìîé. Åñëè æå φi(x, y) = χ=(x, y), òî
f(x, y) = ϵ(x, y).

(2) f∗(x̄) = c, ãäå c � êîíñòàíòà èç σ, òî c ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé, ïîýòîìó
f(x̄) = c. Åñëè f∗(x̄) = 0, òî f(x̄) = nil.

(3) f∗(x̄, y) = y. Òîãäà f(x̄, y) = y = In+1
n+1 (x̄, y), òàê êàê x̄ = x1 . . . xn.

(4) f∗(s, t, x̄) = (s, t) ⇒ f(s, t, x̄) = cons(cons(nil, s), t).
(5) f∗(y, x̄) = πy, òîãäà

f(y, x̄) =

{
1, åñëè y − ïðàýëåìåíò,
head(y), èíà÷å.

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìà, òàê êàê åå ìîæíî çàäàòü
îáùåé ðåêóðñèåé:

f(y, x̄) = ϵ(nil, ϵ(y,nil)), åñëè y ∈ A ∪ {nil},
f(⟨α1, . . . , αk⟩, x̄) = head(⟨α1, . . . , αk−1⟩).
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(6) f∗(y, x̄) = δy ⇒

f(y, x̄) =

{
1, åñëè y − ïðàýëåìåíò,
tail(y), èíà÷å.

(7) Ïóñòü f∗(x̄) = g∗(h∗(x̄), x̄), ãäå g∗, h∗ � ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìûå
è äëÿ íèõ óæå ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìèòèâíî âû÷èñ-
ëèìûå ôóíêöèè g, h òàêèå, ÷òî g∗ (ñîîòâåòñòâåííî h∗) � îãðàíè-
÷åíèå íà A∗ ôóíêöèè g (ñîîòâåòñòâåííî h). Òåïåðü ñ ïîìîùüþ
ñóïåðïîçèöèè ïîëó÷àåì

f(x̄) = g(h(x̄), x̄).

Î÷åâèäíî, ÷òî f∗ � îãðàíè÷åíèå f íà A∗.
(8) Ïóñòü

f∗(y, x̄) = g∗(y, x̄), åñëè y ∈ A0,
f∗((s, t), x̄) = h∗(f∗(s, x̄), f∗(t, x̄), s, t, x̄)

è äëÿ ôóíêöèé g∗, h∗ óæå ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå g, h. Îïðå-
äåëèì f ïîñðåäñòâîì îáùåé ðåêóðñèè

f(y, x̄) = g(y, x̄), åñëè y ∈ A ∪ {nil},
f(⟨s, t⟩, x̄) = h(f(s, x̄), f(t, x̄), s, t, x̄),

à òàê êàê îáùàÿ ðåêóðñèÿ íå âûâîäèò çà ïðåäåëû ïðèìèòèâíî
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, òî f � ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìà.

(9) Ïóñòü

f∗(x1, . . . , xn) = g∗(xj+1, x1, . . . , xj , xj+2, . . . , xn),

ïðè÷åì äëÿ g∗ óæå íàéäåíà íóæíàÿ ôóíêöèÿ g. Òåïåðü

f(x1, . . . , xn) = g(Inj+1(x̄), I
n
1 (x̄), . . . , I

n
j (x̄), I

n
j+2(x̄), . . . , I

n
n (x̄)).

□

×òîáû óñòàíîâèòü ýêâèâàëåíòíîñòü â äðóãóþ ñòîðîíó îïðåäåëèì îòîá-
ðàæåíèå α : HL(A) → A∗

α(a) = a, åñëè a ∈ A,
α(nil) = 0,
α(⟨a1, . . . , an⟩) = sn(α(an), . . . , α(a1)).

Åñëè âñïîìíèòü, êàê îïðåäåëÿëèñü ôóíêöèè sn, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ýëåìåíòû ñïèñêà, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, îòîáðàæåíèå α ñêëàäûâàåò â ñòåê,
ïðè÷åì íà ñàìîì äíå ñòåêà ëåæèò 0, êîòîðûé ñëóæèò äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ
íà÷àëà ñïèñêà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f : HL(A)n → HL(A) � ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-
íàÿ íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé ôóíêöèÿ. Òîãäà ïî ëþáîìó îïðåäåëåíèþ
ýòîé ôóíêöèè êàê ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé íàä ñïèñî÷íîé íàäñòðîé-
êîé ìîæíî ýôôåêòèâíî íàéòè îïðåäåëåíèå ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìîé â
ñìûñëå Ìîñêîâàêèñà ôóíêöèè f∗ : A∗k → A∗ òàêîé, ÷òî

α−1f∗α = f.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè f .

(1) f(x̄) � ôóíêöèÿ èëè ïðåäèêàò σ. Òîãäà f∗ = f , òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå åñëè x̄ ∈ An, òî è f(x̄) ∈ A, èíà÷å f(x̄) = 0, ïîýòîìó

α−1f∗α = f∗ = f.

(2) f(x̄) = c � êîíñòàíòà èç σ∗. Òîãäà f∗(x̄) = c, åñëè c ∈ A è f∗(x̄) =
0, åñëè c = nil.

(3) f(x) = head(x), òîãäà f∗ çàäàåòñÿ ñõåìîé ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè:

f∗(x) = 0, åñëè x ∈ A0,
f∗((s, t)) = g(s, t, f∗(t)),

ãäå ôóíêöèÿ g îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

g(s, t, h) =

{
h, åñëè t ̸= 0,
s, åñëè t = 0,

à ïîòîìó, ñîãëàñíî [5], ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìîé. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ f∗ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì
head, äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, êàê îòîáðàæåíèå α êîäèðóåò ñïèñ-
êè, è çàìåòèòü, ÷òî g(s, t, h) îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè s ïåðâûì
ýëåìåíòîì â ñïèñêå.

(4) f(x) = tail(x), òîãäà f∗ ìîæíî çàäàòü ïî ñõåìå ïðèìèòèâíîé
ðåêóðñèè 8:

f∗(x) = 0, åñëè x ∈ A0,
f∗((s, t)) = g(s, t, f∗(t)),

ãäå ôóíêöèÿ g îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(s, t, x) =

{
(s, x), åñëè t ̸= 0,
0, åñëè t = 0.

(5) Ïóñòü f(x, y) = cons(x, y). Î÷åâèäíî òîãäà, ÷òî

f∗(x, y) =

{
(y, 0), x = 0
0, x ̸= 0.

, åñëè x ∈ A0,

f∗(x, y) = (y, x), èíà÷å.

Ýòà ôóíêöèÿ ïîñòðîåíà ïî ñõåìå ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè.
(6) f(x, y) = ϵ(x, y), òîãäà f∗(x, y) = χ=(x, y).
(7) f(x̄) = Inm(x̄) = xm, f

∗ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåìû 3 è
ñõåìû ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè 8.

(8) Ïóñòü F (x̄) = f(f1(x̄), . . . , fm(x̄)), à äëÿ ôóíêöèé f, fi óæå ïî-
ñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè f∗, f∗

i . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü n = m (òàê êàê äîáàâëåíèå ôèêòèâíûõ
ïåðåìåííûõ íå âûâîäèò çà ïðåäåëû êëàññà ïðèìèòèâíî âû÷èñ-
ëèìûõ ôóíêöèé, òî, åñëè n > m, äîáàâëÿåì n − m ôèêòèâíûõ
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ïåðåìåííûõ â f , à åñëè n < m, òî â fi). Äëÿ ïðîñòîòû ðàçáå-
ðåì ñëó÷àé n = 2. Ñëó÷àé n > 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî
áîëåå ãðîìîçäêî. Èòàê, ïóñòü

F (x1, x2) = f(f1(x1, x2), f2(x1, x2)),

è ïîñòðîåíû ôóíêöèè f∗, f∗
1 , f

∗
2 . Ïîëîæèì

f̄(x1, x2, x3, x4) = f∗(x1, x2),

f̄1(x1, x2, x3) = f∗
1 (x2, x3).

Ïî ñõåìå ñóïåðïîçèöèè ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

g(x1, x2, x3) = f̄(f̄1(x1, x2, x3), x1, x2, x3).

Åùå ðàç ïðèìåíèâ ñóïåðïîçèöèþ, ïîëó÷èì

F ∗(x1, x2) = g(f∗
2 (x1, x2), x1, x2) =

= f̄(f̄1(f
∗
2 (x1, x2), x1, x2), f

∗
2 (x1, x2), x1, x2) =

= f̄(f∗
1 (x1, x2), f

∗
2 (x1, x2), x1, x2) =

= f∗(f∗
1 (x1, x2), f

∗
2 (x1, x2)).

(9) Ïóñòü

f(x̄, y) = g(x̄, y), äëÿ y ∈ A ∪ {nil}

f(x̄, ⟨α1, . . . , αk⟩) = h(x̄, f(x̄, ⟨α1, . . . , αk−1⟩), f(x̄, αk)),

à äëÿ g, h óæå íàéäåíû íóæíûå g∗, h∗. Îïðåäåëèì f∗ ïðèìèòèâ-
íîé ðåêóðñèåé (ó÷èòûâàåì, ÷òî ïðè êîäèðîâàíèè ñïèñêà åãî ïî-
ñëåäíèé ýëåìåíò ¾ëåæèò ñâåðõó¿, ò.å. åñëè α(a1, . . . , ak) = (s, t),
òî s = α(ak), à t = α(a1, . . . , ak−1)):

f∗(x̄, y) = g∗(x̄, y), åñëè y ∈ A0,
f∗(x̄, (s, t)) = h̄∗(x̄, t, f∗(x̄, t), f∗(x̄, s)).

Çäåñü ôóíêöèÿ h̄∗ � ýòî

h̄∗(x̄, t, f1, f2) =

{
f2, åñëè t = 0,
h∗(x̄, f1, f2), åñëè t ̸= 0.

Ôóíêöèÿ h̄∗ íóæíà, ÷òîáû êîíòðîëèðîâàòü êîíåö ñïèñêà (ïðè
ýòîì t = 0) è îáðûâàòü ðåêóðñèâíûé ñïóñê.

□
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5 Ñèãìà-îïðåäåëèìûå ïðåäèêàòû íàä HF(A)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âñåõ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâHF (A)
íàä A:

HF0(A) = A,

HFn+1(A) = HFn(A) ∪ Pω(HFn(A)),

HF (A) =

∞⋃
n=0

HFn(A),

çäåñü Pω(M) � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñ ýëåìåíòàìè èç M .
Ýëåìåíòû A íàçûâàþòñÿ ïðàýëåìåíòàìè, à ýëåìåíòû HF (A) \ A ìíî-
æåñòâàìè. Äàëåå ââîäèòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

HF(A) = ⟨HF (A), σ1⟩

ñ ñèãíàòóðîé

σ1 = σ ∪ {∅,∈2} ∪HF (A),

â êîòîðóþ â êà÷åñòâå êîíñòàíò äîáàâëåíû âñå ýëåìåíòû HF (A), è ãäå ∅
� êîíñòàíòíûé ñèìâîë, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî, à ∈2

� ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíî-
ñòè. Ïðè÷åì ïðåäèêàòû ñòàðîé ñèãíàòóðû σ èíòåðïðåòèðóþòñÿ íà ïðà-
ýëåìåíòàõ êàê íà îáû÷íûõ ýëåìåíòàõ A, à íà ìíîæåñòâàõ (ò.å. åñëè õîòÿ
áû îäèí èç àðãóìåíòîâ � ìíîæåñòâî) ëîæüþ. Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé
èç σ òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé ∅.
Êëàññ ∆0-ôîðìóë îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè

• Ëþáàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà � ∆0-ôîðìóëà.
• Åñëè Φ,Ψ � ∆0-ôîðìóëû, òî ¬Φ. Φ&Ψ, Φ ∨ Ψ, Φ → Ψ � ∆0-
ôîðìóëû.

• Åñëè Φ � ∆0-ôîðìóëà, x � ïåðåìåííàÿ, t � òåðì, òî ∃x ∈ t Φ,
∀x ∈ t Φ � ∆0-ôîðìóëû.

Íà îñíîâå ∆0-ôîðìóë îïðåäåëèì êëàññ Σ-ôîðìóë

• ∆0-ôîðìóëû � Σ-ôîðìóëû.
• Åñëè Φ,Ψ � Σ-ôîðìóëû, òî Φ&Ψ, Φ ∨Ψ � Σ-ôîðìóëû.
• Åñëè Φ � Σ-ôîðìóëà, x � ïåðåìåííàÿ, t � òåðì, òî ∃x ∈ t Φ,
∀x ∈ t Φ, ∃xΦ � Σ-ôîðìóëû.

Òåïåðü P ⊆ HF (A)k Σ-ïðåäèêàò, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ Σ-ôîðìóëà Φ,
÷òî

P (a1, . . . , ak) ⇔ HF(A) |= Φ(a1, . . . , ak).

Ïðåäèêàò P ⊆ HF (A)k íàçûâàåòñÿ ∆-ïðåäèêàòîì, åñëè îäíîâðåìåííî
P è HF (A)k \ P � Σ-ïðåäèêàòû. Ôóíêöèÿ f : HF (A)k → HF (A) �
Σ-ôóíêöèÿ, åñëè åå ãðàôèê

Γf = {(a1, . . . , ak, ak+1) òàêèå, ÷òî f(a1, . . . , ak) = ak+1}

åñòü Σ-ïðåäèêàò.
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû-ìíîæåñòâà îáðàçóþò∆-ïîäìíîæåñòâî
â HF (A). Äåéñòâèòåëüíî, îíè âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ∆0-ôîðìóëîé

ΦS(x) = (x = ∅) ∨ ∃y ∈ x(y = y).

Àíàëîãè÷íî âñå ïðàýëåìåíòû � ýòî ýëåìåíòû HF (A), íå ÿâëÿþùèåñÿ
ìíîæåñòâàìè, ïîýòîìó èõ âûäåëÿåò ∆0-ôîðìóëà

ΦU (x) = ¬ΦS(x).

Ïîêàæåì Σ-îïðåäåëèìîñòü íåêîòîðûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ
äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ. Äâóìåñòíàÿ ôóíêöèÿ {, } : x, y 7→ {x, y}
� íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ∆0-ôîðìóëîé

Φ{,}(x, y, z) = (x ∈ z)&(y ∈ z)&
(
∀u ∈ z(u = x ∨ u = y)

)
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèåì Ìî-
ñòîâñêîãî:

⟨x, y⟩ = {{x}, {x, y}}.

∆0-ôîðìóëà äëÿ îòíîøåíèÿ ⟨x, y⟩ = z

Φ⟨,⟩(x, y, z) = ∃u ∈ z∃v ∈ zΦ{,}(u, v, z)&Φ{,}(x, x, u)&Φ{,}(x, y, v).

Ëþáóþ ôîðìóëó ìîæíî ïðèâåñòè ê òàêîìó âèäó, ÷òî îòðèöàíèå áóäåò
ñòîÿòü òîëüêî ïåðåä àòîìàðíûìè ïîäôîðìóëàìè. Ïîäôîðìóëà P âõîäèò
â òàêóþ ôîðìóëó Φ(x̄, P ) ïîçèòèâíî, åñëè â íåé íå âñòðå÷àåòñÿ ¬P è
íåò èìïëèêàöèé. Ñâÿæåì ñ ëþáîé Σ-ôîðìóëîé Φ(x̄, P ) (P ⊆ HF (A)k)
îïåðàòîð

Γ
HF(A)
Φ : HF (A)k → HF (A)k,

êîòîðûé äåéñòâóåò òàê:

Γ
HF(A)
Φ (P ) = {(a1, . . . , ak) : ⟨HF(A), P ⟩ |= Φ(a1, . . . , ak)}.

Ïîäìíîæåñòâî Γ∗ ⊆ HF (A)k íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòî-
ðà Γ, åñëè Γ(Γ∗) = Γ∗. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà � íàèìåíüøàÿ, åñëè ñîäåð-
æèòñÿ â ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êå îïåðàòîðà.
Íàì äàëåå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ãàíäè [3]

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Φ � Σ-ôîðìóëà, â êîòîðóþ ïðåäèêàò P âõîäèò

ïîçèòèâíî, òîãäà íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà Γ
HF(A)
Φ

ÿâëÿåòñÿ Σ-ïîäìíîæåñòâîì HF (A)k.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìû î ðåêóðñèè â êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè àëãîðèòìîâ, òàê êàê ïîçâîëÿåò ñòðîèòü Σ-ïîäìíîæåñòâà
ïðè ïîìîùè ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèé.
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6 Ñèãìà-îïðåäåëèìîñòü âû÷èñëèìîñòè ïî Ìîñêîâàêèñó

Ââåäåì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå τ : A∗ → HF (A)

τ(0) = ∅,
τ(a) = a, åñëè a ∈ A,
τ((a, b)) = ⟨τ(a), τ(b)⟩.

Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå τ(n), ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî â A∗, áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïðîñòî n.

Ëåììà 1. Îáðàç τ(A∗) Σ-îïðåäåëèì â HF(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî τ(A∗) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíü-

øåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé Σ-îïåðàòîðà Γ
HF(A)
Φτ [x]

, ãäå

Φτ (x) = ΦU (x) ∨ x = ∅ ∨ ∃u∃v(Φ⟨,⟩(u, v)&P (u)&P (v)),

à çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ãàíäè τ(A∗) � Σ-ïîäìíîæåñòâî HL(A). □

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f : A∗k → A∗ � âû÷èñëèìàÿ ïî Ìîñêîâàêèñó ôóíê-
öèÿ. Òîãäà ïî ëþáîìó îïðåäåëåíèþ ýòîé ôóíêöèè â ñìûñëå Ìîñêîâàêè-
ñà ìîæíî ýôôåêòèâíî íàéòè Σ-ôîðìóëó, çàäàþùóþ îòíîøåíèå P ⊆
HF (A)k, îïðåäåëåííîå êàê

P (τ(x1), . . . , τ(xk), τ(y)) ⇔ f(x1, . . . , xk) = y.

Òàêèì îáðàçîì, P åñòü Σ-ïðåäèêàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ïðèìè-
òèâíî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Äîêàçûâàòü áóäåì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîå-
íèþ ôóíêöèè f .

(1) Ïóñòü f(x̄) = φi(x̄). Åñëè φi �ôóíêöèÿ èëè ïðåäèêàò ñèãíàòóðû
σ, òî P îïðåäåëèì Σ-ôîðìóëîé

ΦP (x1, . . . , xk, xk+1) =
(
ΦU (x1)& . . .&ΦU (xk)&

&Φφi(x1, . . . , xk, xk+1)
)
∨ (xk+1 = ∅),

ãäå Φφi � ïðåäèêàò, îïðåäåëÿþùèé φi, êîòîðàÿ ëåæèò â ñèãíàòó-
ðå σ. Åñëè æå φi(x1, x2) = χ=(x1, x2), òî

ΦP (x1, x2, x3) = (x1 = x2 & x3 = 1) ∨ (x1 ̸= x2 & x3 = 0).

(2) Ïóñòü f(x̄) = c, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà èç σ, òîãäà P îïðå-
äåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé

ΦP (x1, . . . , xk, xk+1) = (xk+1 = c).

Åñëè æå f(x̄) = 0, òî

ΦP (x1, . . . , xk, xk+1) = (xk+1 = ∅).
(3) Ïóñòü f(x) = x, î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà

ΦP (x1, x2) = (x1 = x2).
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(4) Åñëè f(s, t) = (s, t), òî

ΦP (x1, x2, x3) = Φ⟨,⟩(x1, x2, x3).

(5) Ïóñòü f(x) = πx, òîãäà

Φπ(x, y) = (ΦU (x) & y = 1)∨

∨(x = ∅ & y = 0) ∨ ∃uΦ⟨,⟩(y, u, x).

(6) Ïóñòü f(x) = δx, òîãäà

Φδ(x, y) = (ΦU (x) & y = 1)∨

∨(x = ∅ & y = 0) ∨ ∃uΦ⟨,⟩(u, y, x).

(7) Ïóñòü f(x̄) = g(h(x̄), x̄), à äëÿ ôóíêöèé g, h óæå íàéäåíû ñî-
îòâåòñòâóþùèå Σ-ôîðìóëû Φg(x1, x̄, y), Φh(x̄, y). Òîãäà P ìîæíî
îïðåäåëèòü êàê

ΦP (x̄, y) = ∃zΦh(x̄, z)&Φg(z, x̄, y).

(8) Åñëè

f(y, x̄) = g(y, x̄), åñëè y ∈ A0,
f((s, t), x̄) = h(f(s, x̄), f(t, x̄), s, t, x̄)

è ôóíêöèè g, h îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè Φg(y, x̄, z)
è Φh(x1, x2, x3, x4, x̄, y), òî ãðàôèê f ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà, îïðåäåëÿåìîãî ñëåäóþùåé Σ-ôîðìóëîé

ΦP (y, x̄, z) = (ΦU (y)&Φg(y, x̄, z)) ∨ ∃u∃v∃s∃t(Φπ(y, s)&

&Φδ(y, t)&P (s, x̄, u)&P (t, x̄, v)&Φh(u, v, s, t, x̄, z)),

à çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ãàíäè, ñîîòâåòñòâóþùèé P � Σ-ïðåäèêàò.
(9) Ïóñòü

f(x1, . . . , xk) = g(xj+1, x1, . . . , xj , xj+2, . . . , xk)

è ôóíêöèÿ g îïðåäåëÿåòñÿ Σ-ôîðìóëîé Φg(x̄, y), òîãäà

Φf (x1, . . . , xk, y) = Φg(xj+1, x1, . . . , xj , xj+2, . . . , xk, y).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè òåîðåìó äëÿ ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 î íîðìàëüíîé ôîðìå ôóíêöèè,
âû÷èñëèìîé ïî Ìîñêîâàêèñó. Ñîãëàñíî åé äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíê-
öèè f : A∗k → A∗ ñóùåñòâóþò äâå ïðèìèòèâíî âû÷èñëèìûå ôóíêöèè g, h
òàêèå, ÷òî

f(x̄) = g(x̄, νy{h(x̄, y) → 0}).
Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ãðàôèêè ôóíêöèé g è h îïðåäåëèìû íåêîòî-
ðûìè Σ-ôîðìóëàìè Φg(x̄, y, z) è Φh(x̄, y, z), ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè f
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé Σ-ôîðìóëîé

Φf (x̄, y) = ∃zΦh(x̄, z, 0)&Φg(x̄, z, y).

□
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Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ
è ïðåäëîæåíèÿ ïî óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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