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ìàòåìàòè÷åñêèå èçâåñòèÿ¿

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäà ê âû÷èñëèìîñòè
íàä ïðîèçâîëüíûìè ñòðóêòóðàìè: âû÷èñëèìîñòü ïî Ìîñêîâàêèñó, âû÷èñ-
ëèìîñòü â ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêå ïî Àøàåâó, Áåëÿåâó è Ìÿñíèêîâó è Σ�
îïðåäåëèìîñòü â íàñëåäñòâåííî�êîíå÷íîé íàäñòðîéêå. Â íåé àíîíñèðîâàí
ðåçóëüòàò îá ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ òð¼õ ïîäõîäîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðè ÷òå-
íèè ðàáîòû âîçíèêàåò ìíîãî âîïðîñîâ, è ÿ ïîêà ÷òî íå ìîãó ñêàçàòü, ÷òî
àíîíñèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ äîêàçàí â äàííîé ðàáîòå. Äóìàþ, ÷òî
î÷åíü ìíîãèå èíòóèòèâíî ÷óâñòâóþò, ÷òî òàêîé ðåçóëüòàò (ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óòî÷íåíèÿõ) âåðåí, íî îïóáëèêîâàííûõ ïîäðîáíûõ åãî äîêàçàòåëüñòâ
ÿ ïîêà ÷òî íå âèäåë, è ïîýòîìó ïîÿâëåíèå ïîäîáíîé ðàáîòû áûëî áû âåñüìà
æåëàòåëüíî. È ÿ æåëàþ àâòîðàì äîâåñòè íà÷àòîå äî êîíöà.

Ïðèâåäó íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ è êîììåíòàðèè.

1. Ñ. 3, ïîñëåäíèé àáçàö.

Ââåä¼ííîå ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà φ íèãäå íå èñïîëüçî-
âàíî, è, ïî�ìîåìó, åãî ñòîèò óáðàòü.

2. Ñ. 4. Â àáçàöå ïîñðåäèíå, íà÷èíàþùåìñÿ ñ �Òåïåðü ôóíêöèÿ . . . �

Çäåñü íàâåðíîå ñòîèò óïîìÿíóòü, ÷òî ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç ôóíê-
öèé, ñîäåðæàùèõñÿ â φ, èíà÷å îïðåäåëåíèå íåïîíÿòíî.

3. Ñ. 4, ñòðîêà 6 ñíèçó (äîîïðåäåëåíèå äëÿ Pi).

Ñóäÿ ïî òîìó, ÷òî Pi ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 0, àâòîðû ïðåäïîëà-
ãàþò, ÷òî ïðåäèêàòû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè â êàêîå�òî ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé èñòèííîñòè, â êîòîðîì ñóäÿ ïî âñåìó 0 îáîçíà÷àåò �ëîæü� (à ÷òî
áåð¼òñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ �èñòèíà�? 1 ?). Èñïîëüçóåìóþ òðàêòîâêó
ïîíÿòèÿ ïðåäèêàòà êàê ôóíêöèè õîðîøî áû ÿâíî ñôîðìóëèðîâàòü è
â äàëüíåéøåì ïðèäåðæèâàòüñÿ å¼.
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4. Ñ. 5, â ñàìîì íà÷àëå.

Ìîæåò áûòü ñòîèò äëÿ áîëüøåé ÷¼òêîñòè óòî÷íèòü: �â ñõåìå 1� çàìå-
íèòü íà �â ñõåìå 1 â ïðàâîé ÷àñòè� è òî æå ñàìîå ñäåëàòü äëÿ ñõåìû
2?

Êðîìå òîãî, â ýòîì àáçàöå óïîìÿíóòû òîëüêî ôóíêöèè. Îçíà÷àåò ëè
ýòî, ÷òî ïðåäèêàòû íå èãðàþò íèêàêîé ðîëè â îïðåäåëåíèÿõ (÷òî, ñóäÿ
ïî âñåìó, íå òàê)?

5. Ñ. 5, ïåðâûé àáçàö.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íà ñ. 4, ñõåìà (2) f(x̄) = c íèêàê íå îãðàíè-
÷èâàåò âûáîð c ∈ A∗, à ñ äðóãîé ñòîðîíû íà ñ. 5. â ïåðâîì àáçàöå
àâòîðû ïèøóò: �Óñëîâèìñÿ, òàêæå, ÷òî â ñõåìå 2 ýëåìåíò c áåð¼òñÿ èç
êîíñòàíò ñèãíàòóðû σ èëè ðàâíûì 0�. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû íà õîäó ìå-
íÿåì óæå ñôîðìóëèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ ïî
Ìîñêîâàêèñó?

Çäåñü íåîáõîäèìî âíåñòè ÿñíîñòü.

6. Ñ. 6, îïðåäåëåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Â ï. (3), äî òåõ ïîð ïîêà íå áóäåò îáúÿâëåíî, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿ-
åì ïðåäèêàòû ñ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ýòîò ïóíêò íå
âïîëíå ïîíÿòåí.

7. Ñ. 6, îïðåäåëåíèå ñõåìû ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè.

Çäåñü áûòü ìîæåò ñòîèò äîáàâèòü ñòàíäàðòíîå çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî
ýòà ñõåìà � ýòî íå ïðîñòî äâà ðàâåíñòâà, à íåêîòîðîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèé: ñíà÷àëà ìû âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ äëÿ
ýëåìåíòîâ èç A è nil, ïîòîì äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñïèñêîâ è ò.ä. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàçíûõ òðàêòîâêàõ ìû ïîëó÷àåì ðàçíûå ðåçóëüòàòû
ïðèìåíåíèÿ ýòîé ñõåìû.

8. Ñ. 6, îïðåäåëåíèå µy â ñàìîì íèçó.

Ýòî îïðåäåëåíèå âûçûâàåò âîïðîñû. Ïóñòü N = ⟨ω; +,×, <, 0, 1⟩. Âè-
äèìî, âñå âû÷èñëèìûå íàä HL(N ) ôóíêöèè èç ω â ω äîëæíû áûòü
÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûìè, èíà÷å îáúÿâëåííûé â ðàáîòå ðåçóëüòàò ñòà-
íîâèòñÿ íåâåðíûì äëÿ A = N . Åñëè ñ÷èòàòü óæå èçâåñòíûì, ÷òî âñå
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè íàä HL(N ) âû÷èñëèìû íàä ñïè-
ñî÷íîé íàäñòðîéêîé, òî îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà µy, òàê, êàê îíî ïðèâå-
äåíî â ðàáîòå, âûâåäåò íàñ çà êëàññ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.
Äåéñòâèòåëüíî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ëþáîå íåïóñòîå âû÷èñëèìî ïå-
ðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèåé. Ïóñòü h : ω → ω � ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ñ
íåâû÷èñëèìîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé. Îïðåäåëèì ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-
íóþ ôóíêöèþ

g(x, y) = sg y ·

(
sg

y∏
i=0

|h(i)− x|

)
.
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Ôóíêöèÿ µyg(x, y) óæå íå áóäåò ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé. Äåéñòâèòåëü-
íî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñïðàâåäëèâî
g(x, 0) = 0, è ñóùåñòâóåò y > 0 ñî ñâîéñòâîì g(x, y) = 0 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà x ∈ A. Çíà÷åíèå µyg(x, y) îïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà g(x, y) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 ðîâíî îäèí ðàç, ò.å. òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x /∈ A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè µyg(x, y) ñîâïàäàåò ñ íåïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì ω \ A, è
ñëåäîâàòåëüíî ñàìà ýòà ôóíêöèÿ íå ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíà.

9. Ñ. 7, ôîðìóëèðîâêà Ëåììû 1.

Ïðåäëàãàþ ñäåëàòü ôîðìóëèðîâêó íàñ÷¼ò ýôôåêòèâíîñòè áîëåå àêêó-
ðàòíîé, ïðèìåðíî â òàêîì ñòèëå: �Òîãäà ïî ëþáîìó îïðåäåëåíèþ ýòîé
ôóíêöèè â ñìûñëå Ìîñêîâàêèñà ìîæíî ýôôåêòèâíî íàéòè îïðåäåëå-
íèå äëÿ . . . �. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê ïîñëåäóþùèì ôîðìóëèðîâêàì.

10. Ñ. 7, íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 1.

Íå âïîëíå ïîíÿòíî ñâåäåíèå äîêàçàòåëüñòâà ê ïðèìèòèâíî âû÷èñëè-
ìûì ôóíêöèÿì: äåëî â òîì, ÷òî â òåîðåìå Ìîñêîâàêèñà î íîðìàëü-
íîé ôîðìå ó÷àñòâóåò îïåðàòîð ν, êîòîðûé ìîæåò âûäàòü è íå îäíî,
à íåñêîëüêî çíà÷åíèé (âî âñÿêîì ñëó÷àå ïðî åäèíñòâåííîñòü â Âàøåé
ðàáîòå íè÷åãî íå ñêàçàíî) è, âèäèìî, ðåçóëüòàò íå áóäåò çàâèñåòü îò
òîãî, êàêîå èç ýòèõ çíà÷åíèé áóäåò èñïîëüçîâàíî, â òî âðåìÿ êàê â
îïðåäåëåíèè âû÷èñëèìîñòè â ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêå îïåðàòîð µ âû-
äàñò çíà÷åíèå òîëüêî â ñëó÷àå åñëè ïîäîáíîå çíà÷åíèå åäèíñòâåííîå.
Çäåñü íåîáõîäèìû ïîÿñíåíèÿ.

11. Ñ. 7, ïóíêò (1).

Ïî÷åìó çäåñü ðàññìîòðåíî òîëüêî ïðåäïîëîæåíèå f∗(x̄) = φi(x̄)? Â
îðèãèíàëüíîì ï. (1) ó f åñòü åù¼ ïåðåìåííûå.

12. Ñ. 11, îïðåäåëåíèå HF.

Ýòî îïðåäåëåíèå íåêîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî
ýòîìó îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû èç A (ò.å. ïðàýëåìåíòû) ìîãóò ëåæàòü
òîëüêî âî ìíîæåñòâå HF0(A) = A, à íå�ïðàýëåìåíòû � òîëüêî â ìíî-
æåñòâàõ âèäà HFn(A), n > 0. Ïóñòü a ∈ A. Ýëåìåíò {a, {a}} ∈ HF(A)
ïðèíàäëåæèò êàêîìó�òî èç ìíîæåñòâ HFn+1(A). Èç îïðåäåëåíèÿ, äàí-
íîãî â ðàáîòå, ñëåäóåò, ÷òî a, {a} ∈ HFn(A). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
îäíîâðåìåííî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ n = 0 è n > 0. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Èñïðàâèòü ýòî ìîæíî, íàïðèìåð, çàìåíèâ âòîðóþ ôîðìóëó îïðåäåëå-
íèÿ íà

HFn+1(A) = Pω(HFn(A)) ∪HFn(A).

13. Ñ. 11, â ñåðåäèíå ãîâîðèòñÿ î RQ�ôîðìóëàõ, à ïîòîì ñðàçó î ∆0�
ôîðìóëàõ. RQ�ôîðìóëû äàëåå íèãäå íå èñïîëüçóþòñÿ.
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14. Ñ. 12, ñåðåäèíà ñòðàíèöû.

Îïðåäåëåíèå Φ{,}(x, y, z) ïðèâîäèìîå àâòîðàìè, íåâåðíî, ò.ê. åìó óäî-
âëåòâîðÿþò, íàïðèìåð x, y è z = {x}.

15. Ñ. 12, äàëåå ñíîâà óïîìèíàþòñÿ RQ�ôîðìóëû, ïðî êîòîðûå ÿ óæå
ïèñàë.

16. Ñ. 13, 10 ñòðîêà, îòäåëüíàÿ ôîðìóëà.

ΦU (x) ðàíåå íå îïðåäåëÿëîñü. Êðîìå òîãî, ñêîáêó ïåðåä êâàíòîðàìè
íóæíî ñäâèíóòü âïðàâî äî Φ.

[Äàëåå ó÷àñòîê òåêñòà äî êîíöà ñ. 14 ÿ íå ïðîâåðÿë.]

17. Ñ. 15, 11 è 12 ñíèçó ñòðîêè.

Èñïîëüçîâàí íå îïðåäåë¼ííûé ðàíåå çíàê ≡s.

18. Ñ. 16, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà.

Äàííîå îïðåäåëåíèå χΦ(ȳ) äàñò íàì ôóíêöèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé âïîëíå
ìîæåò îêàçàòüñÿ îòëè÷íûì îò 0 è 1, òàê êàê îíà âûäà¼ò x, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé íåêîòîðîìó óñëîâèþ.

19. Ïî ïîâîäó Ëåììû 5 íà ñ. 15 ó ìåíÿ âîçíèê âîïðîñ.

Âîçìîæíî, ÿ ÷òî�òî íåäîïîíÿë â îïðåäåëåíèÿõ, íî ìíå êàæåòñÿ, ÷òî
òóò âîçíèêëî ïðîòèâîðå÷èå.

Èç ôîðìóëèðîâêè ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé Σ�ïðåäèêàò íà HF(N ), ãäå N =
⟨ω; +,×, <, 0, 1⟩, âû÷èñëèì ïî Ìîñêîâàêèñó. Ïóñòü A ⊆ ω � âû÷èñ-
ëèìî ïåðå÷èñëèìîå íåâû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Îíî áóäåò òàêæå Σ�
ïðåäèêàòîì íà HF(N ). Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî A âû÷èñëèìî ïî Ìîñ-
êîâàêèñó. Ïî òåçèñó ×¼ð÷à îíî âðîäå áû äîëæíî áûòü âû÷èñëèìûì.
Ïðîòèâîðå÷èå.

20. Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû íå ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ïàðàìåò-
ðîâ, êîòîðûå ïðè èçó÷åíèè îïðåäåëèìîñòè íàä ïðîèçâîëüíûìè ñòðóê-
òóðàìè èãðàþò âàæíóþ ðîëü è îòñóòñòâèå êîòîðûõ ñóùåñòâåííî îáåä-
íÿåò êëàññû �âû÷èñëèìûõ� ôóíêöèé. Íàïðèìåð, èç îïðåäåëåíèÿ, èñ-
ïîëüçóåìîãî àâòîðîì, â êîòîðîì ïàðàìåòðû â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé íå
ïðåäóñìîòðåíû, ôîðìàëüíî ñëåäóåò, ÷òî äàæå ïîñòîÿííûå ôóíêöèè íà
áåñêîíå÷íîé ñòðóêòóðå ïóñòîé ñèãíàòóðû, íå ÿâëÿþòñÿ Σ�ôóíêöèÿìè
íàä HF. Õîòåëîñü áû, ÷òîáû àâòîðû êàê�òî ïðîêîììåíòèðîâàëè ýòî.

21. Ìåíÿ çàèíòåðåñîâàëà ïðîöèòèðîâàííàÿ àâòîðàìè ðàáîòà Õýììåðëèí-
ãà [4], íî íè ýòó ðàáîòó â ñîäåðæàíèè æóðíàëà Math. Logic Quart.
ñ óêàçàííûìè êîîðäèíàòàìè íè âîîáùå ýòó ðàáîòó â èíòåðíåòå ÿ íå
íàø¼ë. Ññûëêó õîðîøî áûëî áû óòî÷íèòü.

Ñ÷èòàþ, ÷òî ñòàòüþ íàäî ïåðåðàáîòàòü è ïîñëå çàíîâî ðåöåíçèðîâàòü.

Ñ óâàæåíèåì,
Ðåöåíçåíò
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