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Abstract. In this paper unique solvability is proved for the solution
of Djuraev problem of a loaded third order integro-differential equations
with parabolic-hyperbolic operators.
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1. Введение

Первые результаты по изучению уравнений смешанного типа, содержащих
параболо-гиперболические операторы, посвященные построению решений, изу-
чению их свойств и исследованию краевых задач, получены в работаx И.М.
Гельфанда. Далее они развиты в работах Г.М. Стручиной, Я.Ф. Уяфлянд и
Л.А. Золиной. Изучение уравнений третьего и более высоких порядков для
уравнений смешанного и смешанно-составного типа, содержащих в главной
части параболо-гиперболические и эллиптико-параболические операторы, на-
чалось в начале семидесятых годов и интенсивно развивалось в работах А.В.
Бицадзе, М.С. Салахитдинова, Т.Д. Жураева, Р.Б. Девиса и др. Затем интен-
сивно развивались в работах [1-5] где исследован ряд краевых задач для урав-
нений третьего порядка, содержащих в главной части смешанные операторы
параболо-гиперболического и эллиптико-параболического типов.

При изучении уравнения смешанного типа исследователи главным образом
ограничивались рассмотрением модельных уравнений того или иного типов.

, Краевые задачи для нагруженных уравнений.
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Это объясняется тем, что аналитический метод исследования этих уравне-
ний и соответствующих краевых задач для модельных уравнений позволяет
представить общее решение в виде суммы функций. Такое представление ис-
пользуется, когда уравнения составляются из произведений перестановочных
дифференциальных операторов [2].

Отказ от использования представления общего решения уравнения позволя-
ет решать краевые задачи для обобщенных уравнений, составляемых из произ-
ведений неперестановочных дифференциальных операторов. Это обстоятель-
ство является основой исследования настоящей работы.

Краевые задачи для нагруженных уравнений [6] смешанного и смешанно-
составного типов третьего порядка изучены сравнительно мало. Это связано,
прежде всего, с отсутствием представления общего решения для таких уравне-
ний; с другой стороны, такие задачи сводятся к малоизученным интегральным
уравнениям со сдвигом. Отметим работы В.А. Водаховой [7], где изучены кра-
евые задачи для псевдопараболического уравнения третьего порядка. В рабо-
те И.Н. Ланина [8] доказаны однозначная разрешимость задач для уравнения
смешанного типа с нагруженным слагаемым в параболической области. В рабо-
тах В.А. Елеева [9], и в работах В.А. Нахушевой [10] исследованы корректность
краевых задач для уравнения третьего порядка с кратными характеристиками,
а также нагруженные уравнения смешанного типа с нагруженными слагаемы-
ми. В работах В.А. Елеева и А.В. Дзарахохова [11] была рассмотрена задача
типа Трикоми для уравнения смешанного типа третьего порядка, когда нагру-
женная часть содержит след и производную от искомой функции.

Интенсификациям фундаментальных и прикладных исследований в обла-
сти дифференциальных уравнений дробного порядка посвящены работы Т.С.
Алероева [12], A.M. Нахушева [10], В.А. Нахушевой [13], A.B. Псху [14], Л.И.
Сербиной [15], Б. Исломова [16], O.P. Agrawal [17], A.S. Berdyshev, A. Cabada,
E.T. Karimov [18], A.A. Kilbas, H.M. Srivastava, J.J. Trujillo [19], I. Podlubny [20]
и др. Построение теории однозначной разрешимости в исследовании вопросов
корректности постановок задач для нагруженных интегро-дифференциальных
уравнений третьего порядка параболо-гиперболических операторов с действи-
тельным параметром и с переменными коэффициентами дробного порядка тре-
буется как для внутренней завершенности теории дробного интегро-дифферен-
цирования, так и для многочисленных приложений.

В настоящей работе исследуются локальные краевые задачи для нагру-
женных интегро-дифференциальных уравнений третьего порядка, содержа-
щих параболо-гиперболический оператор с переменными коэффициентами в
ограниченных смешанных областях, содержащих внутри себя характеристиче-
ские линии изменения типа.

2. Аналог задачи Коши-Гурса для нагруженного уравнения
гиперболического типа

Пусть Ω − конечная область плоскости независимых переменных x и y при
y > 0, ограниченная отрезками AA0, BB0 и A0B0(A(0, 0), B(1, 0), A0(0, h),
B0(1, 1)) прямых x = 0, x = 1,и y = 1, соответственно, а при y < 0 характери-
стиками уравнения колебания струны:

AC : x+ y = 0, BC : x− y = 1,
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выходящими из точки C
(
1
2 ,−

1
2

)
.

Введем следующие обозначения:

Ω1 = Ω ∩ {y > 0} ,Ω2 = Ω ∩ {y < 0} , I = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0} .

Рассмотрим линейное нагруженное интегро-дифференциальное уравнение

(1)
(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

)
L̃u = 0,

в области Ω, где

L̃u ≡


L̃1u ≡ uxx + a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u−

n∑
i=1

diD
αi
0xu (x, 0) , Ω1,

L̃2u ≡ uxx − uyy + a2(x, y)ux + b2(x, y)uy + c2(x, y)u−
n∑
i=1

eiD
βi

0ξu (ξ, 0) , Ω2,

a, b и c− заданные постоянные числа (a2 + b2 6= 0), ai(x, y), bi(x, y), ci(x, y),
di(x, y), ei(x, y)− заданные достаточно гладкие функции в Ωi (i = 1, 2), при-
чем b1(x, y) < 0, c1(x, y)≤ 0 в Ω̄1, кроме того, в Ω1 функции a1, b1, c1, a1x, a1y,
b1x, b1y− удовлетворяют условию Гельдера, di ∈ C1

(
Ω̄1

)
∩C2 (Ω1) , а в области

Ω2 : a2, b2 ∈ C2
(
Ω̄2

)
, c2, ei ∈ C1

(
Ω̄2

)
, ei ∈ C3 (Ω2) , ξ = x + y. Dαi

0x− интегро-
дифференциальный оператор, αi, βi < 1, i = 1, .., n.

Как показано в [2], в зависимости от коэффициентов a и b ставятся и иссле-
дуются различные краевые задачи для уравнения (1).

Уравнение (1) охватывает широкий класс ранее изученных уравнений. На-
пример, если di(x, y), ei(x, y) = 0, то Lu−параболо-гиперболический оператор,
и тогда получаем уравнение, изученное в работе [2]-[3]; если a = 0, b = 0, то
получаем уравнение, изученное в работе [21]; если a 6= 0 и b = 0 или b = 0 и
c = 0, αi = 0, то получаем уравнения, изученные в [22]-[23], если a 6= 0 и b = 0,
то получаем уравнения, изученные в [24], с нагруженным оператором. Исходя
из этого, мы рассмотрим задачи для уравнения (1) при ab 6= 0.

Определение 1. Регулярным решением уравнения (1) называется функ-
ция u(x, y), обладающая в областях Ω1 и Ω2 всеми непрерывными частными
производными, входящими в уравнение (1), и удовлетворяющая уравнению в
обычном смысле.

Задача 1. (Задача Джураева)Требуется найти функцию u (x, y) , удовле-
творяющую следующим условиям:

1) u(x, y) непрерывна в замкнутой области Ω̄;
2) u(x, y) является регулярным решением уравнения (1) в областях Ω1 и

Ω2;
3) ux(uy) непрерывна вплоть до AA0 ∪AC ∪BC ∪AB (AB ∪AC ∪BC),uxx ∈

C(AA0), uxx ∈ C(BB0) соответственно;
4) удовлетворяет следующим краевым условиям:
(a) если 0 < b/a ≤ 1, то при a 6= b, а также при a = b, но c 6= 0, выполня-

ются условия

(2) u (0, y) = ϕ1 (y) , u (1, y) = ϕ2 (y) , 0 ≤ y ≤ 1,

(3) uxx (0, y) + a1 (0, y)ux (0, y) = ϕ3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1,

(4) u(x, y)|AC = ψ1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1

2
,



КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ 147

(5) u(x, y)|BC = ψ2 (x) ,
1

2
≤ x ≤ 1,

(6)
∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
AC

= ψ3 (x) , 0 ≤ x ≤ 1

2
,

(b) если 1 < b/a < +∞, то выполняются условия (2) -(6), и

(7)
∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ4 (x) ,
1

2
≤ x ≤ 1,

(c) если −1 ≤ b/a < 0 , то при a 6= −b, а также при a = −b, но c 6= 0,
выполняются условия(2), (4), (5), (7), и

(8) uxx (1, y) + a1 (1, y)ux (1, y) = ϕ3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1,

(d) если −∞ < b/a < −1 то выполняется группа условий (2), (4), (5), (6),
(7), и (8); а на линиях изменения типа выполняются условия склеивания

(9) ux (x,+0) = ux (x,−0) , uy (x,+0) = uy (x,−0) , (x, 0) ∈ C (I) ,

где n− внутренняя нормаль, ϕi(y), ψi(x) (i = 1, 4)− заданные функции, при-
чем ψm (m− 1) = ϕm (0) = 0, ψ1 (1/2) = ψ2 (1/2) , ψ

′

m (m− 1) =
√

2ψm+2 (m− 1)∓
2ϕ

′

m (0) , ψ
′

3(1/2) = −ψ′

4(1/2),

(10) ϕm(y) ∈ C1[0, 1], ϕ3(y) ∈ C[0, 1] ∩ C1(0, 1),

(11) ψ2m−1(x) ∈ C2−m [0, 1/2] ∩ C4−m (0, 1/2) ,

(12) ψ2m(x) ∈ C2−m [1/2, 1] ∩ C4−m (1/2, 1) , (m = 1, 2) .

Замечание 1. В задаче 1, можно ограничиться рассмотрением случаев a)
и b), так как методика исследования случаев c), d) аналогична случаям a),
b), т.е. при помощи замены ξ = 1 − x независимой переменной из случаев
d), c) получаем случаи, аналогичные случаям a) и b). Поэтому достаточно
рассмотреть только случаи a) и b).

3. Исследование задачи 1 в случае 0 < b/a ≤ 1

Теорема 1. Если b1(x, y) < 0, c1(x, y) ≤ 0 и ai(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ Ωi и
выполнены условия (10), (11) и (12) при m = 1, то в области Ω существует
единственное решение задачи 1 при 0 < b/a ≤ 1 .

Введем обозначение

u(x, y) =

{
u1(x, y), (x, y) ∈ Ω1

u2(x, y), (x, y) ∈ Ω2,

тогда уравнение (1) можно переписать в виде

(13)
{
L̃1u1 = ω1(bx− ay) exp

[
− c

2ab (bx+ ay)
]
, y ≥ 0,

L̃2u2 = ω2(bx− ay) exp
[
− c

2ab (bx+ ay)
]
, y < 0.

где ω1(x, y), ω2(x, y) − произвольные достаточно гладкие функции.
В характеристических переменных область Ω2 отображается в треугольник

Ω0
2 плоскости переменных ξ и η, со сторонами ξ = 0, 0 ≤ η ≤ 1, η = 1,0 ≤ ξ ≤

η,η = ξ, вершины которого находятся в точках A1(0, 0), B1(1, 1) и C1(0, 1).
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В области Ω2, переходя в характеристические координаты ξ = x+y, η = x−y,
из уравнения (13) при y ≤ 0 имеем

u2ξη + a3(ξ, η)u2ξ + b3(ξ, η)u2η + c3(ξ, η)u2 = Ei(ξ, η)Dβi

0ξτ(ξ)+

(14) +
1

4
ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2
η

)
exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
ξ +

b− a
2

η

))
,

а условия (4) - (6) принимают вид

(15) u2 (ξ, η)|ξ=0 = ψ1

(η
2

)
, 0 ≤ η ≤ 1,

(16) u2 (ξ, η)|η=1 = ψ2

(
ξ + 1

2

)
, 0 ≤ ξ ≤ 1,

и

(17)
∂u2 (ξ, η)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
1√
2
ψ3

(η
2

)
, 0 < η < 1,

где

a3(ξ, η) =
1

4

[
a2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
+ b2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)]
,

b3(ξ, η) =
1

4

[
a2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
− b2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)]
,

c3(ξ, η) =
1

4
c2

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
, Ei(ξ, η) =

1

4
ei

(
ξ − η

2
,
ξ + η

2

)
,

τ(ξ) = u2 (ξ, ξ) , по повторяющимся индексам i = 1, 2, ..., n подразумевается
суммирование.

Решение уравнения (14), удовлетворяющее условиям (15) и (16), задается
формулой [25]

u2 (ξ, η) = f(ξ, η) +
1

4

∫ ξ

0

Dβi

0t τ(t)dt

∫ η

1

Ei(t, τ)R(t, τ ; ξ, η)dτ+

(18)

+
1

4

∫ ξ

0

dt

∫ η

1

R(t, τ ; ξ, η)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a
2

τ

))
dτ,

где

f(ξ, η) = R(0, 1; ξ, η)ψ1

(
1

2

)
+

∫ η

1

(
a3(0, τ)ψ2

(τ
2

)
+

1

2
ψ′2

(τ
2

))
R(0, τ ; ξ, η)dτ+∫ ξ

0

(
b3(t, 1)ψ2

(
t+ 1

2

)
+

1

2
ψ′2

(
t+ 1

2

))
R(t, 1; ξ, η)dt,

а R(t, τ ; ξ, η)− функция Римана уравнения (14), соответственно [25] и удовле-
творяет условиям:

1о. R(t, τ ; ξ, η) как функция (ξ, η) является решением характеристического
уравнения

Rξη(t, τ ; ξ, η) + a3(ξ, η)Rξ(t, τ ; ξ, η) + b3(ξ, η)Rη(t, τ ; ξ, η) + c3(ξ, η)R(t, τ ; ξ, η) = 0;

2о. а) Rτ (t, τ ; ξ, η)− a3(t, τ)R(t, τ ; ξ, η) = 0, при t = ξ,
б) Rt(t, τ ; ξ, η)− b3(t, τ)R(t, τ ; ξ, η) = 0, при τ = η,
в) R(t, τ ; ξ, η) = 1 при t = ξ и τ = η;
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3о. Rξ(t, τ ; ξ, η) + b3(ξ, η)R(t, τ ; ξ, η) = 0, при η = τ ;
4о. Rη(t, τ ; ξ, η) + a3(ξ, η)R(t, τ ; ξ, η) = 0, при ξ = t;

по индексу i подразумевается суммирование от 1 до n.
Удовлетворяя (18) краевому условию (17), с учетом свойств функции Рима-

на 1о, 3о, и 4о, получим следующее функциональное соотношение∫ η

1

R(0, τ ; 0, η) exp

(
−c (b− a)

4ab
τ

)
ω2

(
b+ a

2
τ

)
dτ =

= 2
√

2ψ3

(η
2

)
− 4fξ(0, η)− τ (0)

∫ η

1

Ei(0, τ)R(0, τ ; 0, η)dτ,

где

fξ(0, η) = Rξ(0, 1; 0, η)ψ1

(
1

2

)
+

[
b3(0, 1)ψ2

(
1

2

)
+

1

2
ψ′2

(
1

2

)]
R(0, 1; 0, η)+∫ η

1

[
a3(0, 1)ψ2

(τ
2

)
+

1

2
ψ′2

(τ
2

)]
Rξ(0, τ ; 0, η)dτ.

Далее, дифференцируя полученное соотношение по η и меняя −x на y, с
учетом

(19) τ(0) = ψ1(0) = 0, u2(0, 0) =
1√
2
ψ2(0), ψ′2

(
1

2

)
=
√

2ψ3

(
1

2

)
,

и свойств функции Римана 2о, 3о, и 4о, получаем интегральное уравнение Воль-
терра второго рода относительно w2(y):

(20) ω2

(
b+ a

2
η

)
−
∫ η

1

K1(τ, η)ω2

(
a+ b

2
τ

)
dτ = g1(η),

где

(21) K1(τ, η) = a3(0, η)R(0, τ ; 0, η) exp

(
−c (b− a)

4ab
(η − τ)

)
,

g1(η) ∈ C [0, 1]− известные функции.
Нетрудно заметить, что с учетом (11), (12) правая часть g1(η) уравнения

(20), в 0 ≤ η ≤ 1 и ядро K1(τ, η) непрерывны в [0, 1] × [0, 1] при τ 6= η. Та-
ким образом, уравнение (20) имеет единственное решение в классе непрерывно
дифференцируемых функций. Решая его, находим ω2

(
b+a
2 η
)
.

Далее, в 0 < b/a ≤ 1, без ограничения общности, можно положить a > 0 и
b > 0, и тогда выполняются неравенства

(22) 0 ≤ b+ a

2
η +

b− a
2

ξ ≤ b+ a

2
.

Вместо ω2

(
b+a
2 η
)

мы можем взять ω2

(
b+a
2 η + b−a

2 ξ
)
.

Подставляя значение функции ω2

(
b+a
2 η + b−a

2 ξ
)

в (18), находим решение
u2 (ξ, η) задачи (14) - (17) в области Ω0

2 относительно τ(ξ). Удовлетворяя полу-
ченное решение краевым условиям

u(ξ, η)|η=ξ = τ(ξ),

получаем следующее интегро-дифференциальное уравнение

τ (ξ)−
∫ ξ

0

Ni (ξ, t)Dβi

0t τ(t)dt =
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= f(ξ)+
1

4

∫ ξ

0

dt

∫ ξ

1

R(t, τ ; ξ, ξ)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2
τ

)
exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a
2

τ

))
dτ,

где

f(ξ) = f(ξ, ξ), Ni (ξ, t) =
1

4

∫ ξ

1

Ei(t, τ)R(t, τ ; ξ, ξ)dτ,

индекс i подразумевает суммирование от 1 до n.
Заметим, что разрешимость интегро-дифференциального уравнения можно

доказать, приведя его к эквивалентному интегральному уравнению Вольтерра
второго рода

(23) τ (ξ)−
∫ ξ

0

N1i(ξ, t)τ(t)dt =

= f(ξ) + 1
4

∫ ξ
0
dt
∫ ξ
1
R(t, τ ; ξ, ξ)ω2

(
b−a
2 t+ b+a

2 τ
)

exp
(
− c

2ab

(
b+a
2 t+ b−a

2 τ
))
dτ,

где

N1i (ξ, t) =
1

(−βi)
(ξ − t)−βi

∫ 1

0

z−1−βiNi (ξ, t+ (ξ − t) z) dz, βi < 0,

N1i (ξ, t) =
1

(1− βi)
(ξ − t)1−βi

∫ 1

0

z−βi N ′is (ξ, s)|s=t+(ξ−t)z dz, 0 < βi < 1,

Следовательно, при выполнении условий (11), (12), при Ei ∈ C1
(
Ω̄0

2

)
, за-

ключаем, что уравнение (23) однозначно и безусловно разрешимо в классе
τ(ξ) ∈ C1 [0, 1) ∩ C2 (0, 1) . Подставляя найденную функцию τ(ξ) в (18) пол-
ностью определим решение u2 (ξ, η) задачи (14) - (17) в области Ω0

2. В силу
условий задачи введем обозначения

(24) u1y (x, 0) = u2y (x, 0) = ν(x), u1x (x, 0) = u2x (x, 0) = τ ′(x),

где τ ′(x) и ν(x) − пока не известные функции.
Далее, для восстановления решения задачи 1, в области Ω1 нам необходимо

найти функцию ω1 (z). С этой целю, c учетом [2], проинтегрируем уравнение
(13) по x от 0 до x, при y ≥ 0∫ x

0

ω1 (bt− ay) exp
(
− c

2ab
(bt+ ay)

)
dt+ u1x(0, y) = u1x(x, y)+

+

∫ x

0

[
a1(t, y)u1t(t, y) + b1(t, y)u1y(t, y) + c1(t, y)u1(t, y)−

n∑
i=1

diD
αi
0t u1 (t, 0)

]
dt.

Отсюда, с учетом свойств задачи 1 и введенных обозначений (24), переходя
к пределу при y → +0, дифференцируя по x, находим

ω1 (bx) = [τ ′′(x) + a1(x, 0)τ ′(x) + b1(x, 0)ν(x)+

(25) +c1(x, 0)τ(x)−
n∑
i=1

di(x, 0)Dαi
0xτ (x)

]
exp

(
− cx

2a

)
.

Следовательно, из уравнения (13) при y → +0 и (25) следует, что u1xx(0, y) =
u2xx(0, y). Таким образом, равенство (25) можно переписать в виде

ω1 (z) =
[
τ ′′
(z
b

)
+ a1

(z
b
, 0
)
τ ′
(z
b

)
+ b1

(z
b
, 0
)
ν
(z
b

)
+
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(26) +c1

(z
b
, 0
)
τ
(z
b

)
−

n∑
i=1

di

(z
b
, 0
)
Dαi

0z/b
τ
(z
b

)]
exp

(
− cz

2ab

)
,

где z = bx− ay, 0 ≤ z ≤ b.
Функция ω1 (bx− ay) определилась в промежутке 0 ≤ bx− ay ≤ b.
Чтобы найти функцию ω1 (bx− ay) при −ah ≤ z ≤ b, (x, y) ∈ Ω1, в урав-

нении (13) при y ≥ 0, в силу свойств задачи и условий (2) и (3), переходя к
пределу, при x→ +0, имеем

ω1(−ay) =

[
ϕ3(y) + b1(0, y)ϕ′1(y) + c1(0, y)ϕ1(y)−

n∑
i=1

di(0, y) Dαi
0xτ |x→+0

]
exp

(cy
2b

)
,

или
ω1(z) = [ϕ3

(
−z
a

)
+ b1

(
0,−z

a

)
ϕ′1

(
−z
a

)
+

(27) +c1

(
0,−z

a

)
ϕ1

(
−z
a

)
− k∗] exp

(
− cz

2ab

)
,

где z = bx− ay, − ah ≤ z ≤ 0.
Следовательно, из (26) и (27) при z = 0 следует

(28) τ ′′(0)− ν(0) = ϕ3(0)− ϕ′1(0),
a (τ ′′(0)− ν(0)) + b (ϕ′3(0)− ϕ′′1(0)) + c (ϕ3(0)− ϕ′1(0)) = 0.

При выполнении равенств (19), и c учетом [2], условии согласовании, функ-
ции ω1(z) и ω′1(z) будут непрерывными и вдоль прямой bx − ay = 0, т.е. урав-
нение (1) при y ≥ 0 выполняется в точках этой прямой.

Итак, функция ω1(z) определена полностью в области Ω1. Таким образом,
для восстановления решения задачи u1 (x, y) в области Ω1 приходим к следую-
щей вспомогательной задаче 1.А: найти функцию u1 (x, y) в области Ω1,
удовлетворяющую условиям:

L∗1u1 −
n∑
i=1

diD
αi
0t τ (t) = ω1(bx− ay) exp

[
− c

2ab
(bx+ ay)

]
,

u1 (0, y) = ϕ1 (y) , u1 (1, y) = ϕ2 (y) , 0 ≤ y ≤ h,
u1(x, 0) = τ(x), 0 ≤ x ≤ 1,

где L∗1u ≡ uxx + a1(x, y)ux + b1(x, y)uy + c1(x, y)u.
Если b1(x, y) < 0, c1(x, y) ≤ 0 и a1(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ Ω1 и выполнены усло-

вия (10) то в области Ω1 решение задачи 1.А существует и оно единственно
[26]. Таким образом, аналогично, как в [24], заключаем, что задача 1 однознач-
но разрешима, при 0 < b/a ≤ 1 .

4. Исследование задачи 1 в случае 1 < b/a < +∞ .

Теорема 2. Если b1(x, y) < 0, c1(x, y) ≤ 0 и ai(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ Ωi и
выполнены условия (10) - (12), то в области Ω существует единственное
решение задачи 1 при 1 < b/a < +∞ .

В 1 < b/a < +∞ , без ограничения общности можно положить a > 0 и
b > 0, и тогда выполняются неравенства 0 < (b+a)/2 < b. Поэтому могут быть
следуюшие случаи:

0 ≤ bx− ay ≤ (b+ a)/2, (x, y) ∈ Ω21,
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(b+ a)/2 ≤ bx− ay ≤ b, (x, y) ∈ Ω22,

или в характеристических координатах

(29) 0 ≤ b− a
2

ξ +
b+ a

2
η ≤ b+ a

2
,

(30)
b+ a

2
≤ b− a

2
ξ +

b+ a

2
η ≤ b.

Здесь Ω21− треугольник с вершинами A(0, 0), C( 1
2 ,−

1
2 ), E( b+a2b , 0); Ω22−

треугольник с вершинами B(1, 0), C( 1
2 ,−

1
2 ), E( b+a2b , 0) и Ω21 ∪ CE ∪ Ω22 = Ω2.

При выполнении неравенства (29) так же, как и в случае a настоящей зада-
чы, из (18) с учетом (17) находим функцию ω2

(
b+a
2 η
)
, она является решением

уравнения (20). В силу (28) мы можем брать ω2

(
b−a
2 ξ + b+a

2 η
)
.

С целью нахождения функции ω2 (z), когда выполняется неравенство (30),
в условии (7), переходим к характеристическим координатам

(31)
∂u2
∂η

∣∣∣∣
η=1

= − 1√
2
ψ4

(
ξ + 1

2

)
, 0 ≤ ξ ≤ 1.

Подставляя (18) в (31), получаем∫ ξ

0

R(t, 1; ξ, 1)ω2

(
b− a

2
t+

b+ a

2

)
exp

(
− c

2ab

(
b+ a

2
t+

b− a
2

))
dt =

(32) = −2
√

2ψ4

(
ξ + 1

2

)
− 4fη (ξ, 1)−

∫ ξ

0

Dβi

0t τ(t)Ei(t, 1)R(t, 1; ξ, 1)dt,

где

fη(ξ, 1) = Rη(0, 1; ξ, 1)ψ1

(
1

2

)
+

(
a3(0, 1)ψ1

(
1

2

)
+

1

2
ψ′1

(
1

2

))
R(0, 1; ξ, 1)+

+

∫ ξ

0

(
b3(t, 1)ψ2

(
t+ 1

2

)
+

1

2
ψ′2

(
t+ 1

2

))
Rη(t, 1; ξ, 1)dt,

по повторяющемуся индексу i = 1, 2, ..., n подразумевается суммирование. Из
соотношения (32) при ξ = 0 следует ψ′1

(
1
2

)
= −
√

2ψ4

(
1
2

)
.

Дифференцируя (32) по ξ и учитывая свойства функции Римана 2о, 3о, и
4о, получаем интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно
ω2

(
b−a
2 ξ + b+a

2

)
:

(33)
ω2

(
b−a
2 ξ + b+a

2

)
−
∫ ξ
0
K2(t, ξ)ω2

(
b−a
2 t+ b+a

2

)
dt =

= g2 (ξ)− Φ1(ξ)Dβi

0ξτ(ξ) +
∫ ξ
0

Φ2(ξ, t)Dβi

0t τ(t)dt,

где

(34) K2(t, ξ) = b3(ξ, 1)R(t, 1; ξ, 1) exp

(
c (b+ a)

4ab
(ξ − t)

)
,

(35) Φ1(ξ) = Ei(ξ, 1) exp
(
c

2ab

(
b+a
2 ξ + b−a

2

))
,

Φ2(ξ, t) = b3(ξ, 1)Ei(t, 0)R(t, 1; ξ, 1) exp
(
c

2ab

(
b+a
2 ξ + b−a

2

))
,

g2 (ξ)− известная функция.
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Из уравнения (33) с учетом (11), (12), c учетом свойств интегро-дифференциальных
уравнений и [3] следует, что функции K2 (t, ξ) и g2 (ξ) непрерывно дифферен-
цируемы при 0 ≤ t, ξ ≤ 1 и при ξ = 0, уравнение (33) имеет единственное
решение в классе непрерывно дифференцируемых функций.

Считая правую часть известной, решение уравнения (33), с учетом [27], (10)-
(12), находим ω2

(
b−a
2 ξ + b+a

2

)
относительно τ (ξ):

ω2

(
b− a

2
ξ +

b+ a

2

)
= g2 (ξ) +

∫ ξ

0

R̃(ξ, s)g2 (s) ds− Φ1(ξ)Dβi

0ξτ(ξ)−

(36) −
∫ ξ

0

Dβi

0t τ(t)

{
Φ1(t)R̃(ξ, t)− Φ2(ξ, t)−

∫ ξ

t

R̃(ξ, s)Φ2(s, t)ds

}
dt,

R̃(ξ, s)− резольвента ядраK2(t, ξ), которая обладает теми же свойствами, что и
ядроK2(t, ξ). В силу (30) и (36) мы можем определить функцию ω2

(
b−a
2 ξ + b+a

2 η
)
.

Подставляя значение функции ω2

(
b+a
2 η + b−a

2 ξ
)

в (18), находим решение
задачи (14), (15) и (16) в области Ω0

2 относительно τ (ξ). Отсюда, подставляя
(18) в u2 (ξ, η)|η=ξ = τ (ξ) , с учетом (36), аналогично, как и при 0 < b/a ≤ 1,

получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно τ(x),
которое безусловно разрешимо. Таким образом, находим решение u2 (ξ, η) в
области Ω0

2.
Из (20) и (36) при выполнении равенства (9) также следует, что g1 (1) =

g2 (0) , и, согласно уравнениям (20) и (36), ω2 (z) , будет непрерывной и при
z = (b+ a) /2, кроме того, если выполняются и равенства (2.38), (2.39) из [2],
то функция ω′2 (z) будет непрерывной при z = (b+ a) /2. Таким образом, мы
нашли

(37) ω2 (z) ∈ C
(
Ω̄0

2

)
∩ C1

(
Ω0

2

)
,

(
z = bx− ay =

b− a
2

ξ +
b+ a

2
η

)
.

Дальше, рассуждая, аналогично в случае a, находим u2 (x, y) в области Ω2.
Затем для определения u1 (x, y) в области Ω1, переходим к первой краевой
задачи для линейного параболического уравнения (13) при y ≥ 0, где b1(x, y) <
0, c1(x, y) ≤ 0 и a1(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ Ω1, и с учетом (10), решение ее существует
и оно единственно. Теорема 2 доказана.

Аналогично [28], можно доказать однозначную разрешимость задачи для
уравнения (1), в случае a = 0, b 6= 0.

Замечание 2. В задаче 1 вместо условий (3) и (8) можно рассмотреть
следующие условия:

ux (0, y) = ϕ∗3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1,

и
ux (1, y) = ϕ∗4 (y) , 0 ≤ y ≤ 1,

соответственно.
Замечание 3. Задачу 1 (соответственно [28] можно рассмотреть с об-

щими разрывными условиями склеивания.
This paper is dedicated to the memory of Tokhtamurod Djuraev. He was a true

scholar, who thrived on learning and helping others learn.
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