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ÌÎÍÎÈÄÀÌÈ

À.Í. Ðûáàëîâ, À.Í. Øåâëÿêîâ

Abstract: We study the generic complexity of the problem of
solving systems of equations in the Skolem form over �nitely ge-
nerated monoids. Three variants of this problem are considered.
The �rst variant is the problem of recognizing the solvability of
dense systems of equations, where the number of equations is
bounded cubically in the number of variables. For this problem,
we prove its strongly generic decidability in polynomial time. The
second variant is a similar problem for sparse systems of equations,
where the number of equations is bounded linearly in the number
of variables. For this problem, we prove that, given its worst-
case intractability, no strongly generic polynomial algorithm exists.
This means that for any generic polynomial algorithm, there exists
an e�cient method for randomly generating inputs on which this
algorithm cannot solve the problem. Finally, the third variant is
the problem of searching solutions to systems of equations. For this
problem, the input is a system of equations for which a solution is
known to exist and at least one solution must be found. Search
problems �nd application in cryptography, where a solution is
always known to exist and this solution must be found. For the
search problem, it is proven that, given its intractability, there
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exists a subproblem of this problem for which there is no generic
polynomial algorithm.

Keywords: generic complexity, monoids, solvability of equations.

1 Ââåäåíèå

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé òåìîé èññëåäîâàíèé â ðàç-
ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè â òå÷åíèå òûñÿ÷ ëåò. Êëàññè÷åñêàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ìíîæåñòâà ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â ðàìêàõ äèî-
ôàíòîâîé ãåîìåòðèè è äèîôàíòîâà àíàëèçà èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Â XX âå-
êå áîëüøóþ ðîëü íà÷àëè èãðàòü âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ýòèõ òåîðèé.
Èçó÷åíèå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåíèåì íàëè-
÷èÿ ðåøåíèÿ ó ñèñòåì óðàâíåíèé, à òàêæå ñ íàõîæäåíèåì è îïèñàíèåì
ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ òåìîé ìíîãî÷èñëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ è
ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.
Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âíèìàíèå ó÷åíûõ ïåðåìåùàåòñÿ íà íåêëàñ-

ñè÷åñêèå îáëàñòè, òàêèå êàê ãðóïïû [1, 6, 7], ïîëóãðóïïû [4], ãðàôû [8],
÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè [5]. Ïîòðåáíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ýòèõ ñèñòå-
ìàõ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðîáëåì èí-
ôîðìàòèêè, êðèïòîãðàôèè, òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàïðè-
ìåð, ñâîáîäíûå ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì äëÿ îïèñàíèÿ âàæíåéøèõ
êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê: ðåãóëÿðíûõ, êîíòåêñòíî ñâî-
áîäíûõ. ×àñòî ïðè ýòîì èçó÷àåìûé ôîðìàëüíûé ÿçûê çàäàåòñÿ íåêîòî-
ðûì íàáîðîì óðàâíåíèé, ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðûõ äàåò íóæíûé íàì
ÿçûê. Ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íàä ãðàôàìè ïðèâîäÿò çà-
äà÷è ïðîâåðêè âëîæèìîñòè (ñîâìåñòèìîñòè) îäíîé êîììóíèêàöèîííîé
ñåòè â äðóãóþ ñåòü.
Êàê ïðàâèëî, ïðîáëåìà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ðàçëè÷íûìè

àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåðàçðåøèìîé, ëèáî èìååò
áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Äàæå íàä êîíå÷íûìè àëãåáðà-
è÷åñêèìè ñèñòåìàìè ýòà ïðîáëåìà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî, ïðè óñëîâèè P ̸= NP, äëÿ íåå íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëü-
íûõ àëãîðèòìîâ. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãåíåðè÷åñêîé
ñëîæíîñòè [3] äàííûõ ïðîáëåì. Â ðàìêàõ ãåíåðè÷åñêîãî ïîäõîäà àëãî-
ðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ íå íà âñ¼ì ìíîæåñòâå âõîäîâ, à
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî-
ëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû î âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ êàêèõ-
ëèáî òðóäíûõ çàäà÷ äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ ïîëåçíû äëÿ ïðàêòèêè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, íåãàòèâíûå ðåçóëüòàòû î ãåíåðè÷åñêîé òðóäíîñòè íåêî-
òîðûõ ïðîáëåì äàþò íàäåæäó íà âîçìîæíîå èõ èñïîëüçîâàíèå â êðèïòî-
ãðàôèè, ãäå êàê ðàç âàæíî ÷òîáû ïðîáëåìà âçëîìà êðèïòîñèñòåìû áûëà
òðóäíîé äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ.
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Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ãåíåðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ðåøå-
íèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé â ôîðìå Ñêîëåìà â êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìî-
íîèäàõ. Óðàâíåíèÿ â ôîðìå Ñêîëåìà èìåþò âèä α = βγ, ãäå α, β, γ
� ïåðåìåííûå èëè ïîðîæäàþùèå. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé íàä ìîíîèäîì ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â
ôîðìå Ñêîëåìà. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåìåííûõ è êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â
íîâîé ñèñòåìå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî-
ëèíîìèàëüíî. Êðîìå òîãî, ñàìà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû â ôîðìå
Ñêîëåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïî âðåìåíè.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âàðèàíòà ýòîé ïðîáëåìû. Ïåðâûé âàðèàíò �

ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïëîòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, êî-
ãäà ÷èñëî óðàâíåíèé îãðàíè÷åíî êóáè÷åñêè îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Äëÿ
ýòîé ïðîáëåìû äîêàçûâàåòñÿ åå ñèëüíî ãåíåðè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âòîðîé âàðèàíò ïðîáëåìû � àíàëîãè÷íàÿ ïðî-
áëåìà äëÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé îãðà-
íè÷åíî ëèíåéíî îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîé ïðîáëåìû äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî, ïðè óñëîâèè åå òðóäíîðàçðåøèìîñòè â õóäøåì ñëó÷àå, íå ñóùå-
ñòâóåò ñèëüíî ãåíåðè÷åñêîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ãåíåðè÷åñêîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâó-
åò ýôôåêòèâíûé ìåòîä ñëó÷àéíîé ãåíåðàöèè âõîäîâ, íà êîòîðûõ ýòîò
àëãîðèòì íå ìîæåò ðåøèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ïðîáëåìó. Íàêîíåö, òðå-
òèé âàðèàíò � ïðîáëåìà ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîé
ïðîáëåìû âõîäîì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé çàâåäîìî
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, íóæíî íàéòè õîòÿ áû îäíî å¼ ðåøåíèå. Ïðîáëåìû
ïîèñêà ÷àñòî íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ â êðèïòîãðàôèè, ãäå âñåãäà èçâåñò-
íî, ÷òî ðåøåíèå åñòü è íàäî íàéòè ýòî ðåøåíèå. Äëÿ ïðîáëåìû ïîèñêà
ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, ïðè óñëîâèè åå òðóäíîðàçðåøèìîñòè, ñóùå-
ñòâóåò ïîäïðîáëåìà ýòîé ïðîáëåìû, äëÿ êîòîðîé íåò ïîëèíîìèàëüíîãî
ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âõîäîâ, à In � ïîäìíîæåñòâî âõîäîâ
ðàçìåðà n. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà Sn ⊆ I îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå Sn = S ∩ In � ìíîæåñòâî âõîäîâ èç S ðàçìåðà n. Àñèìïòîòè÷åñêîé
ïëîòíîñòüþ S íàçîâåì ïðåäåë

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ïðåíåáðåæèìûì, åñëè åãî àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ïëîòíîñòü ρ(S) = 0. Ñëåäóÿ [3], íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî S ñèëüíî ïðåíåáðå-
æèìûì, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρn(S) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñõî-
äèòñÿ ê 0, ò. å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû σ, 0 < σ < 1, è C > 0, òàêèå, ÷òî
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äëÿ ëþáîãî n

ρn(S) < Cσn.

Òåïåðü S íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ãåíåðè÷åñêèì, åñëè åãî äîïîëíåíèå I \ S
ñèëüíî ïðåíåáðåæèìî.
Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ J∪{?}(? /∈

J) íàçûâàåòñÿ (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

(1) A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç I;
(2) ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) = ?} ÿâëÿåòñÿ (ñèëüíî) ïðåíåáðåæèìûì.

Çäåñü ñèìâîë ¾?¿ îáîçíà÷àåò íåîïðåäåëåííûé îòâåò. Ãåíåðè÷åñêèé àëãî-
ðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → N, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ I âûïîëíåíî

(A(x) ̸= ?) ⇒ (f(x) = A(x)).

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìíîæåñòâà A ⊆ I (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêè ðàç-
ðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé
(ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè ìíîæåñòâà A.
Èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ãåíåðè÷åñêè àëãîðèòìàìè è

ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè àëãîðèòìàìè. Äîïóñòèì, èìååòñÿ ïðîáëåìà S, ðàç-
ðåøèìàÿ íà íåêîòîðîì ðàçðåøèìîì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ãåíåðè÷å-
ñêîì ìíîæåñòâå G, äëÿ êîòîðîãî

|G ∩ In|
|In|

=
n− 1

n
.

Òàêèì îáðàçîì G � ãåíåðè÷åñêîå, íî íå ñèëüíî ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî.
Òåïåðü õîòü è ïðîáëåìà S ðàçðåøèìà äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ, òåì íå
ìåíåå, åñòü ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîëó÷èòü ¾ïëîõîé¿ âõîä, íà êîòîðîì
ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì íå ðàáîòàåò. Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ãå-
íåðàöèè ïëîõèõ âõîäîâ ñëåäóþùèé.

(1) Ñãåíåðèðîâàòü ðàâíîìåðíî ñëó÷àéíûé âõîä x ðàçìåðà n.
(2) Åñëè x ∈ G, ïîâòîðèòü øàã 1, èíà÷å çàêîí÷èòü.

Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü òîëüêî õîðîøèå âõîäû çà n2 ðà-
óíäîâ: (

n− 1

n

)n2

=

((
1− 1

n

)n)n

→ e−n.

Ïîýòîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ, î÷åíü áëèçêîé ê 1, áóäåò ïîëó÷åí ïëîõîé âõîä.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïðîáëåìà ðàçðåøèìà íà ñèëü-
íî ãåíåðè÷åñêîì ìíîæåñòâå, òî òàêîé ïðîñòîé àëãîðèòì ãåíåðàöèè ïî-
òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà ðàóíäîâ è áóäåò íåýôôåêòèâíûì. Äëÿ
ïðèëîæåíèé ê êðèïòîãðàôèè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòî ãåíåðè÷åñêàÿ ëåã-
êîðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû íå äåëàåò ýòó ïðîáëåìó áåñïîëåçíîé äëÿ ñî-
çäàíèÿ íà åå îñíîâå êðèïòîñèñòåìû, òàê êàê äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ýôôåê-
òèâíàÿ ïðîöåäóðà ãåíåðàöèè òðóäíûõ âõîäîâ. Â òî æå âðåìÿ, ñèëüíî
ãåíåðè÷åñêè ëåãêîðàçðåøèìûå ïðîáëåìû â ýòîì ñìûñëå áåñïîëåçíû äëÿ
êðèïòîãðàôèè.
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Íàïîìíèì òàêæå íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñëîæíîñòè
âû÷èñëåíèé.
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà � ýòî ìàøèíà Òüþðèíãà, â ïðî-

ãðàììå êîòîðîé äîïóñêàþòñÿ ïàðû íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðàâèë, êîòî-
ðûå îäíîâðåìåííî ïðèìåíèìû â äàííîé ñèòóàöèè. Â ïðîöåññå ðàáîòû
òàêîé ìàøèíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 âûáèðàåòñÿ ïåðâîå ïðàâèëî è ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1/2 âòîðîå. Âðåìÿ ðàáîòû tM (x, τ) âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíû
Òüþðèíãà íà âõîäå x çàâèñèò îò âû÷èñëèòåëüíîãî ïóòè (ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âûïîëíåííûõ êîìàíä) τ . Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M íà-
çûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p(n) òàêîé, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x è äëÿ ëþáîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïóòè τ ìàøèíû M íà x èìååò
ìåñòî tM (x, τ) < p(size(x)).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (M(x) = y) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàøèíà M íà

âõîäå x âûäàåò îòâåò y. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà M âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ
f : I → J , åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ I èìååò ìåñòî

(
f(x) = y

)
⇒ P (M(x) = y) > 2/3.

Ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò êëàññó BPP, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëü-
íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà, âû÷èñëÿþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Âåðîÿòíîñòíûå ìàøèíû Òüþðèíãà ôîðìàëèçóþò ïîíÿòèå àëãîðèòìà,

èñïîëüçóþùåãî ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Áîëüøèíñòâî ñïåöèàëèñòîâ
ïî òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå ñåé÷àñ ñ÷èòàåò, ÷òî ëþáîé ïîëèíîìèàëü-
íûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ìîæíî ýôôåêòèâíî äåðàíäîìèçèðîâàòü,
ò.å. ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, ðåøàþ-
ùèé òó æå çàäà÷ó. Â ÷àñòíîñòè, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî BPP = P. Õîòÿ ýòîò
ôàêò åùå íå äîêàçàí, èìåþòñÿ ñåðüåçíûå ðåçóëüòàòû â ïîëüçó íåãî [2].

3 Ïëîòíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîíîèä ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþ-
ùèõ A = {a1, . . . , am}. Ëþáóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íàä M ìîæíî ïðå-
îáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíóþ åé ñèñòåìó â ôîðìå Ñêîëåìà, â êîòîðîé
êàæäîå óðàâíåíèå èìååò âèä α = βγ, ãäå α, β, γ � ïåðåìåííûå èëè ïî-
ðîæäàþùèå. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñèñòåìû óðàâíåíèé
íàä M ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, çàôèêñèðóåì ïåðåìåííûå ñè-
ñòåìû x1, . . . , xn. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷èì íàáîð ïîðîæäàþùèõ è
ïåðåìåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñîâ a1, . . . , am, x1, . . . , xn ÷åðåç
α1, . . . , αn+m. Äàëåå ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé êóá âêëþ÷åíèÿ � ýòî
êóá ñ n+m ïîçèöèÿìè ïî êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Íà ìåñòå ñ êîîðäèíàòà-
ìè (i, j, k) çàïèñûâàåì 1, åñëè â ñèñòåìå åñòü óðàâíåíèå αi = αjαk, è 0
åñëè íåò. Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñèñòåìó óðàâíåíèé è åå êóá âêëþ÷åíèÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé àíàëîãè-
÷åí êëàññè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðàôîâ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ñìåæíî-
ñòè. Ó íàñ æå êóá âêëþ÷åíèÿ çàäàåò ãèïåðãðàô, â êîòîðîì òðîéêè âåð-
øèí ñîåäèíÿþòñÿ ãèïåððåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿì. Ïðè
ñëó÷àéíîé ðàâíîâåðîÿòíîé ãåíåðàöèè êóáîâ âêëþ÷åíèÿ ðàçìåðà n + m
òèïè÷íûìè ñèñòåìàìè áóäóò ñèñòåìû ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé áîëüøå C(n+
m)3, ñ êîíñòàíòîé C > 0. Ýòî ñëåäóåò èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-
ðåìû äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñõåìà Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ
óñïåõà p = 1

2 äëÿ (n+m)3 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé). Òàêèì îáðàçîì, ñî-
îòâåòñòâóþùèå òèïè÷íûå ãèïåðãðàôû ïîëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ¾ïëîòíû-
ìè¿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ãèïåððåáåð, ëèøü â êîíñòàíòó ðàç îòëè÷àþùèìñÿ
îò ìàêñèìàëüíîãî (n +m)3 ÷èñëà ãèïåððåáåð. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî íà-
çûâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé â ýòîé ìîäåëè ïëîòíûìè.
×èñëî ïåðåìåííûõ n ïëîòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçîâåì ðàçìåðîì

ñèñòåìû. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïëîòíûå ñèñòåìû
óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî ïëîòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
íàä M, ïðåäñòàâëåííûõ òàêèì îáðàçîì.

Ëåììà 1. ×èñëî ïëîòíûõ ñèñòåì ðàçìåðà n íàä M åñòü

|Dn| = 2(n+m)3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé èç (n+m)3 ïîçèöèé êóáà âêëþ÷åíèÿ ìîæåò

ñòîÿòü ëèáî 0, ëèáî 1. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 2(n+m)3 âàðèàíòîâ. □

Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íåòðèâèàëüíîé, åñëè â íåé îò-
ñóòñòâóþò óðàâíåíèÿ âèäà α = βγ, ãäå α, β, γ � òîëüêî ïîðîæäàþùèå.
Íàçîâåì ìîíîèäM íåòðèâèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðàÿ íå èìååò ðåøåíèÿ íàä M. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå, ìîíîèäM òðèâèàëüíûé. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òðèâèàëüíûõ ìîíîèäîâ
ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé ðàçðåøèìà çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Òåîðåìà 1. Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïëîòíûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé íàä êîíå÷íî ïîðîæäåííûì íåòðèâèàëüíûì ìîíîèäîìM ñèëü-
íî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S′ � êàêàÿ-òî ôèêñèðîâàííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé èç s óðàâíåíèé ðàçìåðà t, íåðàçðåøèìàÿ íàä M. Òà-
êèì îáðàçîì, â ñèñòåìå S′ ó÷àñòâóþò t ïåðåìåííûõ. Àëãîðèòì äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä M áóäåò ðàáîòàòü íà
ñèñòåìå S ðàçìåðà n ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Èùåò â ñèñòåìå S ïîäñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ S′. Ýòî äåëàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðåáèðàåì âñå âûáîðêè ïî t ïåðåìåííûõ
èç n ïåðåìåííûõ ñèñòåìû S. Äëÿ êàæäîé âûáîðêè èùåì â S âñå
óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû S′ ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ S′ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ïåðåìåííûìè èç âûáîðêè.

(2) Åñëè òàêàÿ ïîäñèñòåìà íàøëàñü, òî âûäàåò îòâåò ¾ÍÅÒ¿.
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(3) Åñëè íåò, âûäàåò îòâåò ¾?¿.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëèíîìèàëüíîñòè ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà çàìå-
òèì, ÷òî íà øàãå 1 ÷èñëî ïðîâåðÿåìûõ âûáîðîê Ct

n = O(nt) ïîëèíî-
ìèàëüíî îò ðàçìåðà âõîäà n, è ïðîâåðêà êàæäîé âûáîðêè äåëàåòñÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîé ãåíåðè÷íîñòè ýòîãî àëãîðèòìà ïîêàæåì,

÷òî ìíîæåñòâî ñèñòåì óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùèõ ïîäñèñòåìû, ýêâèâà-
ëåíòíîé S′ (îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî A), ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ïðåíåáðå-
æèìûì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñèñòåì B, â êîòîðûõ íà ïåðåìåííûõ
{x1, . . . , xn} çàïðåùåíà ïîäñèñòåìà S′ íà ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xt}, íà ïå-
ðåìåííûõ {xt+1, . . . , x2t}, . . ., íà ïåðåìåííûõ {xt([n/t]−1)+1, . . . , xt[n/t]}. ×å-
ðåç [a] çäåñü îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a. Òàê êàê äëÿ ñèñòåì èç B
çàïðåòîâ ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñèñòåì èç A, òî A ⊆ B.
Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

|Bn| = 2(n+m)3−s[n/t]
(
2s − 1

)[n/t]
.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â êóáå âêëþ÷åíèÿ B ¾çàïðåùåíû¿ [n/t] ðàññòà-
íîâîê åäèíèö íà ìíîæåñòâàõ ìåñò ðàçìåðà s, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìå
S′ íà ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xt}, íà ïåðåìåííûõ {xt+1, . . . , x2t}, . . ., íà ïå-
ðåìåííûõ {xt([n/t]−1)+1, . . . , xt[n/t]}. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ìåñò íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Îñòàëüíûå ìåñòà â êóáå ìîæíî çàïîëíÿòü íóëÿìè è åäè-
íèöàìè ïðîèçâîëüíî.
Òåïåðü

ρ(B) = lim
n→∞

|Bn|
|Dn|

= lim
n→∞

2(n+m)3−s[n/t]
(
2s − 1

)[n/t]

2(n+m)3
=

= lim
n→∞

(
2s − 1

)[n/t]

2s[n/t]
= lim

n→∞

(
1− 1

2s

)[n/t]
= 0.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ïðåíåáðåæèìûì, à,
çíà÷èò, è åãî ïîäìíîæåñòâî A òàêæå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìî. □

4 Ðàçðåæåííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé â ôîð-
ìå Ñêîëåìà íàä ìîíîèäîì M. Íî ïîä ðàçìåðîì ñèñòåìû áóäåì ïîäðà-
çóìåâàòü ÷èñëî óðàâíåíèé â íåé. Òàêæå ñèñòåìû áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ
íîðìàëèçîâàííûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â k-ì óðàâíåíèè ñèñòåìû ìîãóò
âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî ïîðîæäàþùèå è ïåðåìåííûå xi, ãäå i ≤ 3k. Ýòî ñî-
îòâåòñòâóåò åñòåñòâåííîé íóìåðàöèè ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå: â ïåðâîì
óðàâíåíèè ïåðåìåííûå åñòåñòâåííî îáîçíà÷àòü x1, x2, x3, íî íå ñðàçó
x100, âî âòîðîì � ëèáî ¾ñòàðûå¿ ïåðåìåííûå èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ëèáî
x4, x5, x6, è ò.ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáóþ ñèñòåìó â ôîðìå Ñêîëåìà ìîæíî
íîðìàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ïåðåíóìåðàöèè ïåðåìåííûõ.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîé ãåíåðàöèè òàêèõ ñèñòåì ðàçìåðà
n, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ïåðåìåííûå ðàâíîâåðîÿò-
íî âûáèðàþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ è òðåõ íîâûõ, òèïè÷íûìè áóäóò ñèñòåìû,
â êîòîðûõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ m > Cn, ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C > 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè ÷èñëî óðàâíåíèé n ìåíüøå m

C , ãäå m � ÷èñëî ïåðåìåí-
íûõ. Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ ñ ïëîòíûìè ñèñòåìàìè èç ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà, òàêèå ñèñòåìû ìîæíî íàçâàòü ðàçðåæåííûìè.
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàçðåæåííûå ñèñòåìû

óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé.

Ëåììà 2. ×èñëî ðàçðåæåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ôîðìå Ñêîëåìà ðàç-
ìåðà n åñòü

|Sn| =
n∏

k=1

(3k +m)3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â k-ì óðàâíåíèè α = βγ â ñèñòåìå S ∈ Sn âìåñòî α
åñòü 3k âàðèàíòîâ âûáðàòü ïåðåìåííóþ xi, i ≤ 3k èm âàðèàíòîâ âûáðàòü
ïîðîæäàþùèé. Òî æå ñàìîå äëÿ β è γ. Èòîãî äëÿ k-ãî óðàâíåíèÿ åñòü
(3k +m)3 âàðèàíòîâ. À äëÿ âñåé ñèñòåìû èç n óðàâíåíèé èìååì

|Sn| =
n∏

k=1

(3k +m)3

âàðèàíòîâ. □

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçðåæåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé S = {S1, . . . , Sk}
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðàçðåæåííûõ ñèñòåì eq(S)n, êîòîðûå ïîëó÷à-
þòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñèñòåìå S ïðîèçâîëüíûõ ¾îäíîðîäíûõ¿ óðàâíåíèé
Sk+1, . . . , Sn, ãäå l-å óðàâíåíèå èìååò âèä xi = xjxt, ïðè÷åì 3k < i, j, t ≤
3(l+k). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà èç eq(S)n ñîâìåñòíà íàä ìîíî-
èäîì M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíà íàä M ñèñòåìà S. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ óäîâëåòâîðÿþò âñåì
íîâûì óðàâíåíèÿì è ïåðåìåííûå èç íîâûõ óðàâíåíèé íèêàê íå ó÷àñòâó-
þò â ñòàðûõ óðàâíåíèÿõ.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé ðàçðåæåííîé ñèñòåìû S ðàçìåðà k è ëþáîãî n > k
èìååò ìåñòî îöåíêà

ρn(eq(S)n) =
|eq(S)n|
|Sn|

>
(m!)3

(n− k +m)3m(3n+m)3k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n > 2k. Äëÿ t-ãî äîáàâëåííîãî ê S óðàâíåíèÿ
âèäà xi = xjxl, ãäå 3k < i, j, l ≤ 3(t+ k), èìååòñÿ (3t)3 = 27t3 âàðèàíòîâ.
Ïîýòîìó

|eq(S)n| =
n−k∏
t=1

(3t)3.
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Òåïåðü ïî ëåììå 2

ρn(eq(S)n) =
|eq(S)n|
|Sn|

=

∏n−k
t=1 (3t)

3∏n
t=1(3t+m)3

=
n−k∏
t=1

( 3t

3t+m

)3
n∏

t=n−k+1

1

(3t+m)3
.

Îöåíèì ñíèçó ñíà÷àëà ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå:

n−k∏
t=1

( 3t

3t+m

)3
=

(n−k∏
t=1

3t

3t+m

)3
=

(n−k∏
t=1

(
1− m

3t+m

))3
>

>
(n−k∏
t=1

(
1− m

t+m

))3
=

(n−k∏
t=1

t

t+m

)3
=

=
( 1

1 +m
· 2

2 +m
· . . . · 1 +m

1 + 2m
· 2 +m

2 + 2m
· . . . · n− k −m

n− k
· . . . · n− k

n− k +m

)3
=

=
( 1 · 2 · . . . ·m
(n− k + 1)(n− k + 2) · (n− k +m)

)3
>

(m!)3

(n− k +m)3m
.

Òåïåðü îöåíèì âòîðîå ïðîèçâåäåíèå:

n∏
t=n−k+1

1

(3t+m)3
>

1

(3n+m)3k
.

Èòîãî ïîëó÷àåì

ρn(eq(S)) =
|eq(S)n|
|Sn|

>
(m!)3

(n− k +m)3m(3n+m)3k
.

□

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ðàçðå-
æåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íî ïîðîæäåííûì ìîíîèäîì M íå
ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà è P = BPP. Òîãäà äëÿ ýòîé
ïðîáëåìû íå ñóùåñòâóåò ñèëüíî ãåíåðè÷åñêîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãî-
ðèòìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèëüíî ãåíåðè÷åñêèé ïî-
ëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A, îïðåäåëÿþùèé ðàçðåøèìîñòü ðàçðåæåííûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé íàäM. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àë-
ãîðèòì B, ðåøàþùèé ýòó ïðîáëåìó íà âñåì ìíîæåñòâå âõîäîâ. Íà ñèñòå-
ìå S ðàçìåðà n àëãîðèòì B áóäåò ðàáîòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî ñèñòåìó S′ èç ìíîæåñòâà
eq(S) ðàçìåðà n2.

(2) Çàïóñêàåò àëãîðèòì A íà ñèñòåìå S′.
(3) Åñëè A(S′) ̸= ?, òî àëãîðèòì ïðàâèëüíî îïðåäåëÿåò, ðàçðåøèìà

ëè ñèñòåìà S′, à âìåñòå ñ íåé è ñèñòåìà S.
(4) Åñëè A(S′) = ?, òî âûäàåò îòâåò ¾ÍÅÒ¿ � âîçìîæíî íåïðàâèëü-

íûé.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì B âûäàåò ïðà-
âèëüíûé îòâåò íà øàãå 3, à íà øàãå 4 ìîæåò âûäàòü íåïðàâèëüíûé îò-
âåò. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòâåò âûäàåòñÿ íà øàãå 4,
ìåíüøå 1/3.
Îöåíèì âåðîÿòíîñòü âûäà÷è îòâåòà íà øàãå 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

äëÿ S′ èìååò ìåñòî A(S′) = ? íå áîëüøå

|{S′ ∈ S : A(S′) = ?}n2 |
|eq(S)n2 |

=
|{S′ ∈ S : A(S′) = ?}n2 |

|Sn2 |
× |Sn2 |

|eq(S)n2 |
.

Òàê êàê ìíîæåñòâî {S′ ∈ S : A(S′) = ?} ñèëüíî ïðåíåáðåæèìîå, òî
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α > 0 òàêàÿ, ÷òî

|{S′ ∈ S : A(S′) = ?}n2 |
|Sn2 |

<
1

2αn2

äëÿ ëþáîãî n. Ïî ëåììå 3

|Sn2 |
|eq(S)n2 |

<
(n2 − n+m)3m(3n2 +m)3n

(m!)3
.

Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü îòâåòà íà øàãå 4 íå áîëüøå

(n2 − n+m)3m(3n2 +m)3n

2αn2(m!)3
=

23m log (n2−n+m)+3n log (3n2+m)

2αn2(m!)3
<

<
1

2αn2−3m log (n2−n+m)−3n log (3n2+m)
<

1

3
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè ðàçðåæåííûõ ñè-

ñòåì óðàâíåíèé íàä M ïðèíàäëåæèò êëàññó BPP. À òàê êàê BPP =
P, òî îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó P. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî äëÿ íåå
íåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà. □

5 Ïðîáëåìà ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïëîòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â
ôîðìå Ñêîëåìà íàä ìîíîèäîì M. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ðàçìåðîì ïëîòíîé
ñèñòåìû ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ïåðåìåííûõ, ó÷àñòâóþùèõ â íåé. Ïðîáëåìà
ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ìîíîèäîìM ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî
çàäàííîé ïðîèçâîëüíîé ðàçðåøèìîé íàäM ñèñòåìå óðàâíåíèé òðåáóåòñÿ
íàéòè ëþáîå å¼ ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ýòó ïðîáëåìó SEPM.
Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé

σ = {S1, S2, ..., Sn, . . .}

òàêóþ, ÷òî Sn èìååò ðàçìåð n äëÿ n = 1, 2, 3, . . .. Äëÿ êàæäîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñèñòåì σ îïðåäåëèì ïîäïðîáëåìó ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé SEPM(σ) êàê îãðàíè÷åíèå èñõîäíîé ïðîáëåìû SEPM íà ìíî-
æåñòâî âõîäîâ

{S : S ∼= Sn, Sn ∈ σ, n ∈ N}.
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Çäåñü S1
∼= S2 îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìû S1 è S2 � ýòî ñèñòåìû îò îäíîãî

ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xn}, è ñèñòåìà S1 ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû
S2 íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ.

Ëåììà 4. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãî-
ðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû SEPM, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèñòåì σ òàêàÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî
àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû SEPM(σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1, P2, . . . � âñå ïîëèíîìèàëüíûå âåðîÿòíîñòíûå
àëãîðèòìû. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãî-
ðèòìà äëÿ ïðîáëåìû SEPM, òî äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïîëèíîìè-
àëüíîãî àëãîðèòìà Pn íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ
àëãîðèòì Pn íå ìîæåò ðåøèòü SEPM. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì σ′ = {S1, S2, . . . , Sn, . . .}, ÷òî àëãîðèòì Pn íå
ìîæåò ðåøèòü SEPM äëÿ Sn äëÿ âñåõ n. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî σ′ óïîðÿäî÷åíà ïî âîçðàñòàíèþ ðàçìåðîâ. Òåïåðü ìîæíî ðàñøèðèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ′ äî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ ñ ñèñòåìàìè Sn äëÿ âñåõ
ðàçìåðîâ n. Èç ïîñòðîåíèÿ σ ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëü-
íîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû SEPM(σ). □

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âõîäîâ ðàçìåðà n äëÿ ïðî-
áëåìû SEPM(σ) âûãëÿäåò òàê:

In = {S : S ∼= Sn, Sn ∈ σ}.

Ëåììà 5. Ïóñòü σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì óðàâíå-
íèé. Åñëè ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðåøà-
þùèé ïðîáëåìó SEPM(σ), òî ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ýòó ïðîáëåìó íà âñ¼ì ìíîæåñòâå âõîäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòìA, ðåøàþùèé ïðîáëåìó ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
SEPM(σ). Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì B, ðåøà-
þùèé ýòó ïðîáëåìó íà âñåì ìíîæåñòâå âõîäîâ. Íà ñèñòåìå S ðàçìåðà n
àëãîðèòì B ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Çàïóñêàåò àëãîðèòì A íà S.
(2) Åñëè A(S) ̸= ?, òî B âûäàåò îòâåò A(S) è îñòàíàâëèâàåòñÿ, èíà÷å

èä¼ò íà øàã 3.
(3) Ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíî è ðàâíîìåðíî ïåðåñòàíîâêó π íà ìíîæåñòâå

íîìåðîâ ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xn} è âû÷èñëÿåò ñèñòåìó S′ = π(S).
(4) Çàïóñêàåò àëãîðèòì A íà S′.
(5) Åñëè A(S′) = ?, òî âûäàåò îòâåò (a, . . . , a), ãäå a ∈ A � âîçìîæíî

íåïðàâèëüíûé.
(6) Åñëè A(S′) = {a1, . . . , an} � ðåøåíèå ñèñòåìû S′, òî

π−1(a1, . . . , an) = (aπ−1(1), . . . , aπ−1(n))

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû S = π−1(S′).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè ðàáîòû âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà íà-
äî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî A(S′) = ?, ìåíüøå 1/3. Çàìåòèì,
÷òî π(S) ïðè âàðüèðîâàíèè ïåðåñòàíîâêè π ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî âõî-
äîâ ðàçìåðà n. Ìíîæåñòâî {S : A(S) = ?} ïðåíåáðåæèìî, ïîýòîìó âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî A(S′) = ?, ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè óâåëè÷åíèè n. □

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé σ
äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû SEPM(σ) ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì, òî äëÿ ïðîáëåìû ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
íàä ìîíîèäîì M ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé σ äëÿ ïðîáëåìû SEPM(σ) ñó-
ùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, íî íåò âåðîÿòíîñò-
íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ïðîáëåìû ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé íàä ìîíîèäîì M. Òîãäà, ïî ëåììå 4 íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñèñòåì σ, ÷òî è äëÿ SEPM(σ) íåò ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿò-
íîñòíîãî àëãîðèòìà. Îäíàêî, ïî ëåììå 5, òàê êàê äëÿ SEPM(σ) ñóùå-
ñòâóåò ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, òî äëÿ íåå ñóùåñòâóåò
è ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó. □

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ
è ïðåäëîæåíèÿ ïî óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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