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Ïðåäñòàâëåíî È.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract:Degrees of semantic and syntactic rigidity are important
characteristics of any structure. Semantic rigidity indicates how
close a given structure is to a structure with a singleton automorphism
group; syntactic rigidity indicates how close a given structure is
to a structure that is the de�nable closure of the empty set. In
this paper we study the semantic and syntactic rigidities of unars,
including those satisfying the properties of injectivity and projectivity
and their weakened forms: weakly-, quasi-, and pseudo-injectivity,
weakly-, quasi-, and pseudo-projectivity. All possible values of pairs
of semantic and syntactic rigidity for such unars are described.

Keywords: semantic rigidity, syntactic rigidity, degree of rigidity,
unar, injective unar, projective unar.

Sakharov, I.A., Stepanova, A.A. Semantic and syntactic degrees of rigidity
of unars.
© 2025 Ñàõàðîâ È.À., Ñòåïàíîâà À.À..
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðà-

çîâàíèÿ ÐÔ (ñîãëàøåíèå � 075-02-2025-1638/1 îò 10.03.2025).
Ïîñòóïèëà 1 ÿíâàðÿ 2023 ã., îïóáëèêîâàíà 31 äåêàáðÿ 2023 ã.

144

https://orcid.org/0009-0007-5554-571X, 0000-0001-7484-4108


ÑÒÅÏÅÍÈ ÆÅÑÒÊÎÑÒÈ ÓÍÀÐÎÂ 145

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñåìàíòè÷åñêîé è
ñèíòàêñè÷åñêîé æåñòêîñòüþ òàêèõ ñòðóêòóð, êàê óíàðû. Ñòåïåíè ñåìàí-
òè÷åñêîé è ñèíòàêñè÷åñêîé æåñòêîñòè ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ëþáîé ñòðóêòóðû. Ñåìàíòè÷åñêàÿ æ¼ñòêîñòü ïîêàçûâàåò, íàñêîëü-
êî äàííàÿ ñòðóêòóðà áëèçêà ê ñòðóêòóðå ñ îäíîýëåìåíòíîé ãðóïïîé àâ-
òîìîðôèçìîâ; ñèíòàêñè÷åñêàÿ æ¼ñòêîñòü ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî äàííàÿ
ñòðóêòóðà áëèçêà ê ñòðóêòóðå, ÿâëÿþùåéñÿ îïðåäåëèìûì çàìûêàíèåì
ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Â ðàáîòàõ [1, 2] áûëè èññëåäîâàíû âàðèàöèè æåñòêî-
ñòè è èõ ñòåïåíåé, êàê â îáùåì ñëó÷àå, òàê è äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñèãíàòóð.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíà ñåìàíòè÷åñêàÿ è ñèíòàêñè÷åñêàÿ æåñò-

êîñòü óíàðîâ, â òîì ÷èñëå óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì èíúåêòèâíîñòè è
ïðîåêòèâíîñòè è èõ îñëàáëåííûì ôîðìàì. Â [3] äàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ
èíúåêòèâíûõ, ñëàáî-, êâàçè- è ïñåâäîèíúåêòèâíûõ, à òàêæå ïðîåêòèâ-
íûõ, ñëàáî-, êâàçè- è ïñåâäîïðîåêòèâíûõ óíàðîâ. Â ýòîé ñòàòüå îïèñàíû
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàð ñåìàíòè÷åñêîé è ñèíòàêñè÷åñêîé æ¼ñòêîñòè
äëÿ òàêèõ óíàðîâ.

1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè óíàðîâ (ñì. [3, 4]). Ñòðóê-
òóðà A = (A; f), ãäå f � óíàðíàÿ îïåðàöèÿ, íàçûâàåòñÿ óíàðîì. Óíàð B
íàçûâàåòñÿ ïîäóíàðîì óíàðà A, åñëè B � ïîäñòðóêòóðà ñòðóêòóðû A.
Êîïðîèçâåäåíèåì óíàðîâ Ai (i ∈ I) íàçûâàåòñÿ óíàð

∐
i∈I

Ai, ÿâëÿþùèéñÿ

îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîïèé óíàðîâ Ai (i ∈ I). Êîìïîíåíòîé
ñâÿçíîñòè óíàðà A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî ⊆ ñâÿçíûé
ïîäóíàð óíàðà A. Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé óíàð ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äëÿ a ∈ A è n ∈ ω ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

f0a = a, fn+1a = ffn(a),

f−n(a) = {a′ ∈ A | fna′ = a},
⟨a⟩+ = {a′ ∈ A | ∃n ∈ ω : a′ = fna},
⟨a⟩− = {a′ ∈ A | ∃n ∈ ω : a = fna′}.

Ýëåìåíò a′ ∈ A íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà a, åñëè fa′ = a. Ýëå-
ìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ ëèñòîì, åñëè f−1(a) = ∅. Ýëåìåíò a ∈ A íàçû-
âàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå n ∈ ω òàêîå, ÷òî
fna = a, èíà÷å a íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì. Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïå-
ðèîäè÷åñêèì, åñëè f ta = f t+na äëÿ íåêîòîðûõ t ≥ 0 è n ≥ 1. Åñëè a
� ïåðèîäè÷åñêèé ýëåìåíò, òî íàèìåíüøåå èç ÷èñåë t, äëÿ êîòîðûõ ñó-
ùåñòâóåò n ≥ 1 òàêîå, ÷òî f ta = f t+na, íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé ýëåìåíòà
a è îáîçíà÷àåòñÿ t(a). Õâîñòîì ýëåìåíòà a ∈ A äëèíû n ∈ ω íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî {ai ∈ A | 0 ≤ i ≤ n}, ãäå a0 = a, fai = ai−1, ai �
àöèêëè÷åñêèé ýëåìåíò (1 ≤ i ≤ n). Õâîñòîì ýëåìåíòà a ∈ A äëèíû ∞
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {ai ∈ A | i ∈ ω}, ãäå a0 = a, fai = ai−1, ai �
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àöèêëè÷åñêèé ýëåìåíò (i > 0). Ðàññòîÿíèåì d(a, b) ìåæäó ýëåìåíòàìè
a, b ∈ A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî min{n + m | n,m ∈ ω, fna = fmb}. Óíàð A
íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè A = {ai | i ∈ Z}, ai ̸= aj , åñëè i ̸= j, è fai = ai+1

äëÿ ëþáûõ i, j ∈ Z. Óíàð A íàçûâàåòñÿ ïîëóöåïüþ, åñëè A = {ai | i ∈ ω},
ai ̸= aj , åñëè i ̸= j, è fai = ai+1 äëÿ ëþáûõ i, j ∈ ω. Óíàð A íàçûâàåòñÿ
öèêëîì äëèíû n, åñëè A = {ai | 0 ⩽ i ⩽ n− 1}, ãäå ai ̸= aj , åñëè i ̸= j, è
fai = ai+1 ïðè i < n − 1, fan−1 = a0. Óíàð A íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é, åñëè
A � öèêë äëèíû 1.
×àñòè÷íûì óíàðîì íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî A, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ÷à-

ñòè÷íàÿ óíàðíàÿ îïåðàöèÿ f . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòè÷íîãî óíàðà A
ñ åäèíñòâåíûì ýëåìåíòîì áåç îáðàçà îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò ī(A). Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòè÷íîãî óíàðà A ñ åäèíñòâåíûì ýëåìåíòîì áåç ïðîîá-
ðàçà îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò p̄(A).
Äëÿ ìíîæåñòâà A òåîðèè T îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé ôîðìóë

φ(x, ā), a ∈ A, òàêèõ, ÷òî |= ∃=1xφ(x, ā), íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèìûì çà-
ìûêàíèåì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ dcl(A). Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ
è îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè â [1, 2]. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî â ñòðóêòóðå
M. ÑòðóêòóðàM íàçûâàåòñÿ ñåìàíòè÷åñêè A-æåñòêîé, åñëè ëþáîé A-
àâòîìîðôèçì f ∈ Aut (M) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. Ñòðóêòóðà M íà-
çûâàåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè A-æåñòêîé, åñëè M = dcl (A). Ñòðóêòóðà M
íàçûâàåòñÿ ∃-ñåìàíòè÷åñêè (∃-ñèíòàêñè÷åñêè) n-æåñòêîé, n ∈ ω, åñëè
M ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè÷åñêè (ñèíòàêñè÷åñêè) A-æåñòêîé ñòðóêòóðîé äëÿ
íåêîòîðîãî ñâîåãî ïîäìíîæåñòâà A ìîùíîñòè n. Íàèìåíüøåå n òàêîå,
÷òî M ÿâëÿåòñÿ ∃-ñåìàíòè÷åñêè (∃-ñèíòàêñè÷åñêè) n-æåñòêîé ñòðóêòó-
ðîé, íàçûâàåòñÿ ∃-ñåìàíòè÷åñêîé (∃-ñèíòàêñè÷åñêîé) ñòåïåíüþ æåñò-

êîñòè ñòðóêòóðû M è îáîçíà÷àåòñÿ deg∃−sem
rig (M) (deg∃−synt

rig (M)). Åñ-
ëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì

deg∃−sem
rig (M) = ∞ (deg∃−synt

rig (M) = ∞).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

deg∃2 (M) =
(
deg∃−sem

rig (M) , deg∃−synt
rig (M)

)
.

ÑòðóêòóðàM íàçûâàåòñÿ ∀-ñåìàíòè÷åñêè (∀-ñèíòàêñè÷åñêè) n-æåñòêîé,
n ∈ ω, åñëèM ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè÷åñêè (ñèíòàêñè÷åñêè) A-æåñòêîé ñòðóê-
òóðîé äëÿ ëþáîãî ñâîåãî ïîäìíîæåñòâà A ìîùíîñòè n. Íàèìåíüøåå n òà-
êîå, ÷òîM ÿâëÿåòñÿ ∀-ñåìàíòè÷åñêè (∀-ñèíòàêñè÷åñêè) n-æåñòêîé ñòðóê-
òóðîé, íàçûâàåòñÿ ∀-ñåìàíòè÷åñêîé (∀-ñèíòàêñè÷åñêîé) ñòåïåíüþ æåñò-

êîñòè ñòðóêòóðûM è îáîçíà÷àåòñÿ deg∀−sem
rig (M) (deg∀−synt

rig (M)). Åñëè
òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì

deg∀−sem
rig (M) = ∞ (deg∀−synt

rig (M) = ∞).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

deg∀2 (M) =
(
deg∀−sem

rig (M) , deg∀−synt
rig (M)

)
.
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Òåîðåìà 1. [1] Äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû M è ëþáîãî Q ∈ {∀, ∃}

degQ−sem
rig (M) ≤ degQ−synt

rig (M) .

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè A � êîíå÷íàÿ ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî ÿçûêà L,

òî degQ−sem
rig (A) = degQ−synt

rig (A), ãäå Q ∈ {∀, ∃}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè degQ−sem
rig (A) = ∞, òî ïî òåîðåìå 1 degQ−synt

rig (A) =

∞. Ïóñòü degQ−sem
rig (A) = n, n ∈ ω è ìíîæåñòâî An = {ai | ai ∈ A, 1 ≤

i ≤ n} òàêîå, ÷òî ëþáîé An-àâòîìîðôèçì φ ∈ Aut(A) òîæäåñòâåííûé.
Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå ôîðìóë F (L ∪ An)
îò ïåðåìåííîé x ÿçûêà L∪An: Φ(x) ∼ Ψ(x), åñëè Φ(A) = Ψ(A). Ìíîæå-
ñòâî F (L∪An)/ ∼ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òàê êàê A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Ïóñòü a ∈ A è tp1(a,An)/ ∼= {Φ1(x)/ ∼,Φ2(x)/ ∼, . . . ,Φk(x)/ ∼}. Åñëè
b ∈ tp1(a,An), òî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ñòðóêòóðû A, ïåðåâîäÿùèé a
â b è îñòàâëÿþùèé ýëåìåíòû èç An íà ìåñòå, ñëåäîâàòåëüíî, a = b. Òîãäà

(Φ1 ∧ Φ2 ∧ · · · ∧ Φk)(A) = {a}. Òàêèì îáðàçîì, degQ−synt
rig (A) = n. □

Ëåììà 1. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé óíàð, deg∀−sem
rig (A) ̸= 0,

deg∀−synt
rig (A) ̸= ∞. Òîãäà deg∀−sem

rig (A) = deg∀−synt
rig (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè deg∀−sem
rig (A) =

∞, òî deg∀−synt
rig (A) = ∞. Äëÿ ýëåìåíòîâ óíàðà A ââåäåì îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè ∼ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ∼ b ⇔ ∃φ ∈ Aut(A) : φ(a) = b.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Ñóùåñòâóþò a, b ∈ A, a ̸= b, a ∼ b, fa = fb. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

Ea,b = A\(⟨a⟩− ∪ ⟨b⟩−) è E = {Ea,b | a, b ∈ A, a ∼ b, a ̸= b, fa = fb}.
Çàôèêñèðóåì a, b ∈ A òàêèå, ÷òî |Ea,b| = max{ |e| | e ∈ E}. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî deg∀−sem

rig (A) = |Ea,b|+1. Ìíîæåñòâî Ea,b êîíå÷íî, ïîñêîëüêó

deg∀−sem
rig (A) ̸= ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ⟨a⟩− ∪⟨b⟩− áåñêîíå÷íî. Èç

âûáîðà ýëåìåíòîâ a, b ñëåäóåò, ÷òî â Ea,b íåò ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ c, d

òàêèõ, ÷òî fc = fd è c ∼ d. Òàê êàê deg∀−synt
rig (A) ̸= ∞, òî deg∀−synt

rig (A) =

|Ea,b|+ 1 = deg∀−sem
rig (A).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àé 1 íå âûïîëíÿåòñÿ è ñóùåñòâóþò a, b ∈ A
òàêèå, ÷òî a ̸= b, a ∼ b, fna = fmb äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ n,m ∈ ω.
Òîãäà â A åñòü öèêë èëè öåïü C. ßñíî, ÷òî a, b íàõîäÿòñÿ â õâîñòàõ
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ C. Òàê êàê ï. 1 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èç òîãî, ÷òî
φ ∈ Aut(A) îñòàâëÿåò íåêîòîðûé c ∈ A íà ìåñòå, ñëåäóåò, ÷òî φ ÿâ-

ëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì àâòîìîðôèçìîì, ò.å. deg∀−sem
rig (A) = 1. Òàê êàê

deg∀−synt
rig (A) ̸= ∞, òî deg∀−synt

rig (A) = deg∀−sem
rig (A) = 1.

□
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Ëåììà 2. Åñëè óíàð A ñâÿçíûé è ñîäåðæèò ïîëóöåïü, òî

deg∀−sem
rig (A), deg∀−synt

rig (A) ∈ {0, 1,∞}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óíàð A ñâÿçíûé è ñîäåðæèò ïîëóöåïü P = {pi |
i ∈ ω}, fpi = pi+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg∀−sem

rig (A) = n, n ∈ ω, n > 1,
è çàôèêñèðóåì n ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç P . Ïóñòü pt
� ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì èíäåêñîì èç çàôèêñèðîâàííûõ. Òîãäà ëþáîé
ýëåìåíò ps èç çàôèêñèðîâàííûõ ìîæåò áûòü âûðàæåí ôîðìóëîé ps =
f s−tpt. Ïðîòèâîðå÷èå. □

Ëåììà 3. Åñëè óíàð A ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì äâóõ áåñêîíå÷íûõ

óíàðîâ, òî deg∀−sem
rig (A), deg∀−synt

rig (A) ∈ {0, 1,∞}. Ïðè÷åì åñëè deg∀−sem
rig (A) =

1 (deg∀−synt
rig (A) = 1), òî A � êîïðîèçâåäåíèå äâóõ èçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ

óíàðîâ B1,B2 òàêèõ, ÷òî deg
∀−sem
rig (B1) = deg∀−sem

rig (B2) = 0 (deg∀−synt
rig (B1) =

deg∀−synt
rig (B2) = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüA = B1
∐

B2. Åñëè deg∀−sem
rig (B1) = deg∀−sem

rig (B2) =

0 è B1 ≇ B2, òî deg∀−sem
rig (A) = 0; åñëè deg∀−sem

rig (B1) = deg∀−sem
rig (B2) = 0

è B1
∼= B2, òî deg∀−sem

rig (A) = 1; åñëè deg∀−sem
rig (B1) > 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî

deg∀−sem
rig (A) = ∞. Òå æå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ deg∀−synt

rig (A).
□

2 Ñòåïåíè ñåìàíòè÷åñêîé è ñèíòàêñè÷åñêîé æåñòêîñòè

óíàðîâ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 2 è 3.
Óíàð U0 îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ýëå-

ìåíòû c, a ∈ U0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: fc = c, fa = c, äëÿ ëþáîãî
i ∈ ω ýëåìåíò a èìååò ðîâíî îäèí õâîñò äëèíû i, è, êðîìå òîãî, a èìååò
îäèí áåñêîíå÷íûé õâîñò; äðóãèõ ýëåìåíòîâ â U0 íåò.
Óíàð Vi (i ∈ ω) îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: â óíàðå Vi åñòü ïåòëÿ,

êîòîðàÿ èìååò i + 1 õâîñò äëèíû 1, åñëè i ∈ ω, èëè ω õâîñòîâ äëèíû 1,
åñëè i = ∞; äðóãèõ ýëåìåíòîâ â Vi íåò.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäîé ïàðû (u, v) ∈ (ω ∪ {∞})2, u ≤ v, ñóùåñòâóåò
óíàð A òàêîé, ÷òî deg∃2 (A) = (u, v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî deg∃−sem
rig (U0) = 0 è U0 = dcl({a′}), ãäå

a′ ñîäåðæèòñÿ â õâîñòå äëèíû ω ýëåìåíòà a, ò.å. deg∃−synt
rig (U0) = 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, deg∃2 (U0) = (0, 1).
Ïóñòü i ∈ ω ∪ {∞}, i ̸= 0. Óíàð Ui ïîëó÷àåòñÿ èç óíàðà U0 äîáàâëå-

íèåì õâîñòà äëèíû i ê ýëåìåíòó c, åñëè i ∈ ω, èëè áåñêîíå÷íîãî õâîñòà,
åñëè i = ∞. Ïîëàãàåì U0i =

∐
1≤j≤i

Uj . ßñíî, ÷òî deg∃−sem
rig (U0i) = 0 è

deg∃−synt
rig (U0i) = i, ò.å. deg∃2 (U0i) = (0, i).
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Çàìåòèì, ÷òî deg∃2 (Vi) = (i, i) äëÿ ëþáîãî i ∈ ω ∪ {∞}.
Ïóñòü (u, v) ∈ (ω ∪ {∞})2, u ≤ v è A = Vu

∐
U0,v−u. Òîãäà deg∃2 (A) =

(u, v). □

Òåîðåìà 3.

1) Äëÿ ëþáîãî u ∈ ω∪{∞} ñóùåñòâóþò óíàðû Au,Bu, Cu òàêèå, ÷òî
deg∀2 (Au) = (u, u), deg∀2 (Bu) = (u,∞) è deg∀2 (Cu) = (0, u).
2) Äëÿ ëþáîãî óíàðà A âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (*):

deg∀2 (A) ∈ {(u, u) | u ∈ ω∪{∞}}∪{(u,∞) | u ∈ ω∪{∞}}∪{(0, u) | u ∈ ω∪{∞}}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì 1). Ïóñòü u ∈ ω ∪ {∞}.
Ïîñòðîèì óíàð Au òàêîé, ÷òî deg∀2 (Au) = (u, u). Åñëè u = 0, òî Au

ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé. Åñëè u = 1, òî Au ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû 2. Åñëè
u ≥ 2, òî Au = Vu.
Ïîñòðîèì óíàð Bu òàêîé, ÷òî deg∀2 (Bu) = (u,∞). Ïîñêîëüêó óíàð A∞

ïîñòðîåí (B∞ = A∞), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u ∈ ω. Ïîëàãàåì B0 = U0

è B1 = B0
∐

B0. ßñíî, ÷òî deg∀2 (B0) = (0,∞) è deg∀2 (B1) = (1,∞). Äëÿ
u ∈ ω, u ≥ 2, óíàð B′

u îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: B′
u = {ci | 0 ≤ i ≤

u− 2} ∪ {a1, a2}, fc0 = c0, fci = fci−1 ïðè i > 0, fa1 = fa2 = cu−2, |B′
u| =

u + 1. Óíàð Bu ïîëó÷àåòñÿ èç óíàðà B′
u äîáàâëåíèåì ê ýëåìåíòàì a1, a2

ðîâíî ïî îäíîìó õâîñòó äëèíû l äëÿ ëþáîãî l ∈ ω è îäíîìó áåñêîíå÷íîìó
õâîñòó. ßñíî, ÷òî deg∀2 (Bu) = (u,∞).
Ïîñòðîèì óíàð Cu òàêîé, ÷òî deg∀2 (Cu) = (0, u). Ïîñêîëüêó óíàð B0 ïî-

ñòðîåí (C∞ = B0), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u ∈ ω. Èíäóêöèåé ïî n îïðåäåëèì
÷àñòè÷íûå óíàðû Rn è ýëåìåíòû rn ∈ Rn, n ∈ ω, òàê, ÷òî f îïðåäåëåíà
íà ìíîæåñòâå Rn\{rn}. Ïóñòü

R0 = {r0, s01},
ãäå fs01 = r0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòè÷íûé óíàð Rn−1 è ýëåìåíò rn−1

îïðåäåëåíû, R1
n−1 � êîïèÿ Rn−1, ýëåìåíò r1n−1 ∈ R1

n−1 � êîïèÿ rn−1 ∈
Rn−1. ×àñòè÷íûé óíàð Rn îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rn = {rn, sn1 , sn2 , . . . , snn} ∪ Rn−1 ∪R1
n−1,

fsn1 = rn, fs
n
i = sni−1 (2 ≤ i ≤ n), frn−1 = rn, fr

1
n−1 = snn. Ïîëàãàåì

R =
⋃
n∈ω

Rn.

ßñíî, ÷òî R � óíàð. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ÷àñòè÷íîãî óíàðà Rn,
n ∈ ω, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé àâòîìîðôèçì, òî deg∀−sem

rig (R) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà r ∈ Rn è ëþáîé ôîðìóëû ϕ(x) ÿçû-
êà L = {f} òàêîé, ÷òî R |= ϕ(r), íàéäóòñÿ m > n è r′ ∈ Rm\Rn òàêèå,

÷òî R |= ϕ(r′). Ñëåäîâàòåëüíî, deg∀−synt
rig (R) > 0. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþ-

áîãî ýëåìåíòà r ∈ R ðàññòîÿíèÿ îò íåãî äî ðàçëè÷íûõ êîïèé ýòîãî ýëå-

ìåíòà â R ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, deg∀−synt
rig (R) = 1. Òàêèì îáðàçîì,

deg∀2 (R) = (0, 1). Ïóñòü u ≥ 1. Îïðåäåëèì óíàð Mu ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Mu = {m0,m1, . . . ,mu−1}, fm0 = m0, fmi = fmi−1 äëÿ 1 ≤ i ≤ u. ßñíî,
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÷òî |Mu| = u è deg∀2 (Mu) = (0, 0). Ïîëàãàåì Cu = R
∐

Mu−1. Òîãäà
deg∀2 (Cu) = (0, u).
Ïîêàæåì 2). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1, ïî òåîðåìå 1 è ïî ï. 1 òåîðåìû

3 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà |A| ≥ ω, deg∀−sem
rig (A) > 0,

deg∀−sem
rig (A) ̸= ∞ è deg∀−synt

rig (A) ̸= ∞.
Åñëè A � ñâÿçíûé óíàð, òî ïî ëåììå 1 äëÿ A âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

(*).

ÏóñòüA = D
∐

E èD, E áåñêîíå÷íû. Òîãäà ïî ëåììå 3 deg∀−sem
rig (A), deg∀−synt

rig (A) ∈
{0, 1,∞}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1 ñâîéñòâî (*) âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü A = D

∐
E , ãäå D � áåñêîíå÷íûé óíàð, E � êîíå÷íûé óíàð.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D � ñâÿçíûé óíàð è deg∀−synt
rig (D) ̸= ∞. Òîãäà

ïî äîêàçàííîìó âûøå äëÿ D âûïîëíÿåòñÿ (*). Åñëè deg∀−sem
rig (E) > 0,

òîãäà deg∀−sem
rig (A) = ∞, ò.å. ñâîéñòâî (*) âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî deg∀−sem
rig (E) = 0. Ïîñêîëüêó deg∀−sem

rig (A) > 0, òî deg∀−sem
rig (D) >

0 è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî deg∀−sem
rig (A) = deg∀−sem

rig (D) + |E|. Òîãäà
deg∀−sem

rig (D) = deg∀−synt
rig (D) è deg∀−synt

rig (A) = deg∀−synt
rig (D) + |E|. Ñëå-

äîâàòåëüíî, deg∀−sem
rig (A) = deg∀−synt

rig (A). Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî (*)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ A. □

3 Ñòåïåíè ñåìàíòè÷åñêîé è ñèíòàêñè÷åñêîé æåñòêîñòè

ïðîåêòèâíûõ óíàðîâ

Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [3, 5].
Óíàð P íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà

φ : P → A è äëÿ ëþáîãî ýïèìîðôèçìà α : B → A ñóùåñòâóåò ãîìî-
ìîðôèçì φ̄ : P → B òàêîé, ÷òî φ = αφ̄. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðèì, ÷òî
óíàð P ïðîåêòèâåí îòíîñèòåëüíî ýïèìîðôèçìîâ èç ïðîèçâîëüíîãî óíàðà.
Óíàð P íàçûâàåòñÿ ñëàáîïðîåêòèâíûì, åñëè îí ïðîåêòèâåí îòíîñèòåëü-
íî ýïèìîðôèçìîâ èç ïîëóöåïè. Óíàð P íàçûâàåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì,
åñëè îí ïðîåêòèâåí îòíîñèòåëüíî ýïèìîðôèçìîâ èç ñåáÿ. Óíàð P íàçû-
âàåòñÿ ïñåâäîïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýïèìîðôèçìîâ φ, α : P → A
ñóùåñòâóåò ýíäîìîðôèçì φ̄ : P → P òàêîé, ÷òî φ = αφ̄.

Òåîðåìà 4. [5] Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) óíàð A ïðîåêòèâåí;
2) óíàð A ñëàáîïðîåêòèâåí;
3) A ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì ïîëóöåïåé.

Òåîðåìà 5. [5] Óíàð P êâàçèïðîåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
1) âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � ïîëóöåïè;
2) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîäåðæàò öèêëû îäèíàêîâîé äëèíû;
b) âíå öèêëîâ íåò ýëåìåíòîâ ñ äâóìÿ ïðîîáðàçàìè;
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c) ñóùåñòâóåò n ∈ ω òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ P âåðíî n ⩾ t(p);
d) ãëóáèíû âñåõ ýëåìåíòîâ áåç ïðîîáðàçîâ ðàâíû;
e) åñëè ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè

áåç ïðîîáðàçîâ p1 è p2, òî f t(p1)p1 = f t(p2)p2 è âñå îñòàëüíûå êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè.

Òåîðåìà 6. [3] Óíàð P ïñåâäîïðîåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
1) âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � ïîëóöåïè;
2) âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè � öåïè;
3) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîäåðæàò öèêëû îäèíàêîâîé äëèíû;
b) âíå öèêëîâ íåò ýëåìåíòîâ ñ äâóìÿ ïðîîáðàçàìè;
c) ñóùåñòâóåò n ∈ ω òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ P âåðíî n ⩾ t(p);
d) ãëóáèíû âñåõ ýëåìåíòîâ áåç ïðîîáðàçîâ ðàâíû;
e) åñëè ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñ äâóìÿ ëèñòüÿìè p1

è p2, òî f t(p1)p1 = f t(p2)p2 è âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ÿâ-
ëÿþòñÿ öèêëàìè.

Êëàññû âñåõ ïðîåêòèâíûõ, ñëàáîïðîåêòèâíûõ, êâàçèïðîåêòèâíûõ, ïñåâ-
äîïðîåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ áóäåì îáîçíà÷àòüProj,WProj,QProj,PProj
ñîîòâåòñòâåííî. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Proj = WProj ⊂ QProj ⊂ PProj. (1)

Òåîðåìà 7. Ïóñòü K ∈ {Proj,WProj,QProj,PProj}.
1) Äëÿ ëþáîãî u ∈ ω ∪ {∞} ñóùåñòâóåò óíàð Au ∈ K òàêîé, ÷òî

deg∃2 (Au) = (u, u).
2) Äëÿ ëþáîãî óíàðà A ∈ K

deg∃2 (A) ∈ {(u, u) | u ∈ ω ∪ {∞}}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1) óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ K =

Proj. Ïî òåîðåìå 4 êîïðîèçâåäåíèå ïîëóöåïåé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì
óíàðîì. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî óíàðà Au ìîæíî âçÿòü êîïðîèçâåäåíèå u+1
ýêçåìïëÿðà ïîëóöåïåé, åñëè u ∈ ω, è êîïðîèçâåäåíèå ω ýêçåìïëÿðîâ
ïîëóöåïåé, åñëè u = ∞. Òîãäà deg∃2 (Au) = (u, u).
2) Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1) è ïðåäëîæåíèÿ 1 óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü äëÿ áåñêîíå÷íîãî óíàðà A ∈ PProj. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ êîïðîèç-
âåäåíèåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èëè â A ñóùåñòâóåò
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùàÿ öèêë ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ëèñòüåâ,
òî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 6, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî deg∃2 (A) = (∞,∞). Åñëè A
ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì u ïîëóöåïåé, u ∈ ω, òî deg∃2 (A) = (u−1, u−1).
Åñëè A ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì u öåïåé, u ∈ ω, òî deg∃2 (A) = (u, u).
Åñëè â A åñòü v öèêëîâ ñ îäíèì õâîñòîì è w öèêëîâ áåç õâîñòîâ, òî,
ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 6, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî deg∃2 (A) = (v′ +w′, v′ +w′), ãäå
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v′ = 0, åñëè v = 1, è v′ = v−1 , åñëè v > 1, w′ = w, åñëè öèêëû íå ÿâëÿþò-
ñÿ ïåòëÿìè, w′ = w−1, åñëè öèêëû ÿâëÿþòñÿ ïåòëÿìè. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ
êîïðîèçâåäåíèåì v öèêëîâ áåç õâîñòîâ è öèêëà ñ w õâîñòàìè, w > 1, òî,
ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 6, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî deg∃2 (A) = (v′+w−1, v′+w−1),
ãäå v′ = 0, åñëè v = 1, è v′ = v − 1 , åñëè v > 1. □

Òåîðåìà 8. Ïóñòü K ∈ {Proj,WProj}.
1) Äëÿ ëþáîãî u ∈ {0, 1,∞} ñóùåñòâóåò óíàð Au ∈ K òàêîé, ÷òî

deg∀2 (Au) = (u, u)
2) Äëÿ ëþáîãî óíàðà A ∈ K

deg∀2 (A) ∈ {(u, u) | u ∈ {0, 1,∞}}.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüA ∈ K, P � ïîëóöåïü. ÅñëèA = P, òî deg∀2 (A) =
(0, 0); åñëè A = P1

∐
P2, òî deg∀2 (A) = (1, 1). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

A =
∐

1≤i≤n,
n≥3

Pi, ãäå Pi � êîïèè P. Äëÿ ëþáîãî m ∈ ω ìîæíî âûáðàòü ïîä-

ìíîæåñòâî Pm ⊂ P3 òàê, ÷òî Pm-àâòîìîðôèçì φ ∈ Aut(A) áóäåò ìåíÿòü
ìåñòàìè P1 è P2. Ñëåäîâàòåëüíî, deg

∀
2 (A) = (∞,∞). □

Òåîðåìà 9. Ïóñòü K ∈ {QProj,PProj}.
1) Äëÿ ëþáîãî u ∈ ω ∪ {∞} ñóùåñòâóåò óíàð Au ∈ K òàêîé, ÷òî

deg∀2 (Au) = (u, u).
2) Äëÿ ëþáîãî óíàðà A ∈ K

deg∀2 (A) ∈ {(u, u) | u ∈ ω ∪ {∞}}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïóñòü C � ïåòëÿ. Åñëè u ∈ ω, òî èñêîìûé óíàðAu � êîïðîèçâåäåíèå

u+1 êîïèè óíàðà C; åñëè u = ∞, òî èñêîìûé óíàð Au � êîïðîèçâåäåíèå
ω êîïèé óíàðà C. Ïî òåîðåìå 5 óíàð Au ∈ QProj ⊆ PProj.
2) Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1) óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ óíà-

ðà A ∈ PProj. Åñëè A ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èëè â A ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ñîäåð-
æàùàÿ öèêë ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ëèñòüåâ, òî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 6,
ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî deg∀2 (A) = (∞,∞). Åñëè A ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì
öåïåé èëè ïîëóöåïåé, òî deg∀2 (A) = (u, u), ãäå u ∈ {0, 1,∞}. Åñëè A ÿâëÿ-
åòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì öèêëîâ ñ îäíèì õâîñòîì è öèêëîâ áåç õâîñòîâ èëè
êîïðîèçâåäåíèåì öèêëîâ áåç õâîñòîâ è öèêëà ñ õâîñòàìè, òî î÷åâèäíî,

÷òî deg∀−sem
rig (A) = deg∀−synt

rig (A). □

4 Ñòåïåíè ñåìàíòè÷åñêîé è ñèíòàêñè÷åñêîé æåñòêîñòè

èíúåêòèâíûõ óíàðîâ

Óíàð Q íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà
φ : A → Q è äëÿ ëþáîãî ìîíîìîðôèçìà α : A → B ñóùåñòâóåò ãîìîìîð-
ôèçì φ̄ : B → Q òàêîé, ÷òî φ = φ̄α. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðèì, ÷òî óíàðQ
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èíúåêòèâåí îòíîñèòåëüíî âëîæåíèé â ïðîèçâîëüíûé óíàð. Óíàð Q íàçû-
âàåòñÿ ñëàáîèíúåêòèâíûì, åñëè îí èíúåêòèâåí îòíîñèòåëüíî âëîæåíèé
â ïîëóöåïè. Óíàð Q íàçûâàåòñÿ êâàçèèíúåêòèâíûì, åñëè îí èíúåêòèâåí
îòíîñèòåëüíî âëîæåíèé â ñåáÿ. Óíàð Q íàçûâàåòñÿ ïñåâäîèíúåêòèâíûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ìîíîìîðôèçìîâ φ, α : A → Q ñóùåñòâóåò ýíäîìîðôèçì
φ̄ : Q → Q òàêîé, ÷òî φ = φ̄α.

Òåîðåìà 10. [3] Óíàð Q èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ñîäåðæèò ïåòëþ è íå èìååò ëèñòüåâ.

Òåîðåìà 11. [3] Óíàð Q ñëàáîèíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí íå èìååò ëèñòüåâ.

Òåîðåìà 12. [6] Óíàð Q =
∐
i∈I

Qi, ãäå Qi ñâÿçíûé äëÿ ëþáîãî i ∈ I,

êâàçèèíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1) åñëè Q ñîäåðæèò ïîëóöåïü, òî â Q íåò ëèñòüåâ;
2) åñëè Qi, Qj ñîäåðæàò ñîîòâåòñòâåííî öèêëû Ci, Cj òàêèå, ÷òî

äëèíà Ci äåëèòñÿ íà äëèíó Cj, òî ãëóáèíà ëþáîãî ýëåìåíòà èç Qi íå
ïðåâîñõîäèò ãëóáèíû ëþáîãî ëèñòà èç Qj.

Òåîðåìà 13. [3] Óíàð Q =
∐
i∈I

Qi, ãäå Qi ñâÿçíûé äëÿ ëþáîãî i ∈ I,

ïñåâäîèíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:
1) åñëè Qi ñîäåðæèò ïîëóöåïü, òî â Qi íåò ëèñòüåâ;
2) åñëè Qi, Qj ñîäåðæàò öèêëû ðàâíîé äëèíû, òî ãëóáèíà ëþáîãî

ýëåìåíòà èç Qi íå ïðåâîñõîäèò ãëóáèíû ëþáîãî ëèñòà èç Qj.

Êëàññû âñåõ èíúåêòèíâûõ, ñëàáîèíúåêòèíâûõ, êâàçèèíúåêòèíâûõ, ïñåâ-
äîèíúåêòèíâûõ ïîëèãîíîâ áóäåì îáîçíà÷àòü Inj,WInj,QInj,PInj ñîîò-
âåòñòâåííî. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Inj ⊂ WInj ⊂ QInj ⊂ PInj. (2)

Òåîðåìà 14. Ïóñòü K ∈ {Inj,WInj,QInj,PInj}. Äëÿ êàæäîé ïà-
ðû (u, v) ∈ (ω ∪ {∞})2, u ≤ v, ñóùåñòâóåò óíàð A ∈ K òàêîé, ÷òî
deg∃2 (A) = (u, v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
êàæäîé ïàðû (u, v) ∈ (ω ∪ {∞})2, u ≤ v, ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé óíàð
A òàêîé, ÷òî deg∃2 (A) = (u, v). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íîãî óíàðà U ñ
åäèíñòâåíûì ýëåìåíòîì áåç îáðàçà îáîçíà÷àåì ýòîò ýëåìåíò ī(U).
Ïîñòðîèì óíàð B òàêîé, ÷òî deg∃2 (B) = (0, 1). Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå

óíàðû Bn, Bn (n ∈ ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì: B0 = {bi | i ∈ ω}, ãäå f(bi) =
bi−1 äëÿ i > 0; Bn = Bn ∪ {ci | 0 ≤ i ≤ n}, ãäå f ī(Bn) = cn, fci = ci−1

äëÿ i > 0; Bn+1 =
⋃
i∈ω

Bi
n, ãäå Bi

n - êîïèè Bn, f ī(B
i
n) = ī(Bi−1

n ) äëÿ i > 0,



154 È.À. ÑÀÕÀÐÎÂ, À.À. ÑÒÅÏÀÍÎÂÀ

ãäå Bi
n - êîïèè Bn è Bi

n ⊂ Bi
n. Óíàð B îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B =
⋃
n∈ω

Bn ∪ {pi | i ∈ ω}, ãäå fpi = pi+1 è f ī(Bn) = p0 äëÿ âñåõ n ∈ ω.

ßñíî, ÷òî deg∃2 (B) = (0, 1).
Äëÿ n ∈ ω óíàð An îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: An = B ∪ {ai | i ∈

ω} è fai = ai−1 ïðè i ≥ 0, fa0 = pn+1. Î÷åâèäíî, deg
∃
2 (An) = (0, 1) äëÿ

ëþáîãî n. Ïóñòü A0i � êîïèè A0, i ∈ ω, C � ïåòëÿ.
Äëÿ (u, v) ∈ ω2, u ≤ v èñêîìûé óíàð A âûãëÿäèò òàê:∐

0≤i≤u

A0i ⊔
∐

1≤j≤v−u−1

Aj ⊔ C.

Äëÿ (u, v) = (∞,∞) èñêîìûé óíàð A âûãëÿäèò òàê:∐
i∈ω

A0i ⊔ C.

Äëÿ (u, v) = (n,∞), n ∈ ω èñêîìûé óíàð A âûãëÿäèò òàê:∐
1≤i≤n+1

A0i ⊔
∐

j∈ω\{0}

Aj ⊔ C.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Òåîðåìà 15.

1) Äëÿ ëþáîãî u ∈ ω ∪ {∞} ñóùåñòâóþò óíàðû Au,Bu ∈ Inj òàêèå,
÷òî deg∀2 (Au) = (u,∞), deg∀2 (Bu) = (u, u). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò óíàð
C(0,2) ∈ Inj òàêîé, ÷òî deg∀2 (C(0,2)) = (0, 2).
2) Äëÿ ëþáîãî óíàðà A ∈ Inj

deg∀2 (A) ∈ {(u,∞) | u ∈ ω} ∪ {(u, u) | u ∈ ω ∪ {∞}} ∪ {(0, 2)}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ ω ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé óíàð Au

òàêîé, ÷òî deg∀2 (Au) = (u,∞). Ïóñòü R � ÷àñòè÷íûé óíàð òàêîé, ÷òî
R = {ri | i ∈ ω}, fri = ri−1(i > 0), Ri (i ∈ ω) � êîïèè R. Îïðåäåëèì
÷àñòè÷íûé óíàðR′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:R′ = R∪

⋃
i∈ω

Ri, f ī(Ri) = ri ∈ R.

ÏóñòüR′
i � êîïèèR′. Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå óíàðûRi, i ∈ ω, ñëåäóþùèì

îáðàçîì: Ri = R′
i ∪ {r′j | 0 ≤ j ≤ i}, f ī(R′

i) = r′i, fr
′
j = r′j−1, j > 0. Ïóñòü

A =
⋃
i∈ω

Ri/Θ, ãäå Θ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà
⋃
i∈ω

Ri òàêîå, ÷òî

(x, y) ∈ Θ ⇔ x = y ∨ ∃i, j ∈ ω(x = ī(Ri), y = ī(Rj)).

Ýëåìåíò ī(Ri)/Θ îáîçíà÷èì a. Òîãäà A0 = A, ãäå ïîëàãàåì fa = a.
ßñíî, ÷òî A1 = A0 ⊔ A0. Ïðè i ≥ 2 îïðåäåëèì Ai ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ai = A1 ∪A2 ∪{aj | 0 ≤ j ≤ i− 2}, ãäå A1,A2 � êîïèè ÷àñòè÷íîãî óíàðà
A, f ī(A1) = f ī(A2) = ai−2, faj = aj−1, j > 0, fa0 = a0. Îïðåäåëèì A∞
êàê A0 ⊔ A0 ⊔ A0. Î÷åâèäíî, Au ∈ Inj äëÿ ëþáîãî u ∈ ω ∪ {∞}.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ ω ∪ {∞} ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé óíàð

Bv òàêîé, ÷òî deg
∀
2 (Bv) = (v, v). Åñëè v ∈ ω, òî â êà÷åñòâå Bv ìîæíî âçÿòü
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êîïðîèçâåäåíèå v + 1 ïåòëè; åñëè v = ∞, òî â êà÷åñòâå Bv ìîæíî âçÿòü
êîïðîèçâåäåíèå ω ïåòåëü.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íîãî óíàðà U ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì

áåç ïðîîáðàçà îáîçíà÷àåì ýòîò ýëåìåíò p̄(U). Ïîñòðîèì èíúåêòèâíûé
óíàð C(0,2) òàêîé, ÷òî deg∀2 (C(0,2)) = (0, 2). Ïóñòü P = {a, b, p0, p1, p2, . . . }
� ÷àñòè÷íûé óíàð, fb = a fpi = fpi−1 ïðè i > 0, fp0 = a. Äëÿ u ≥ 1
ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: Su =

⋃
1≤i≤u

Pi, ãäå Pi � êîïèÿ P äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ u,

f ī(Pi) = p̄(Pi−1) äëÿ i > 1. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì óíàð C(0,1) òàêîé, ÷òî

deg∀2 (C(0,1)) = (0, 1). Ïóñòü

R1 = S1,

R2 = R1 ∪ {s21} ∪ S2,

R3 = R2 ∪ {s31, s32} ∪ R1
2 ∪ {s3} ∪ S3,

Rn = Rn−1 ∪ {sni | 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ R1
n−1 ∪ {sn} ∪ Sn,

ãäå n ≥ 3, R1
n−1 � êîïèÿ Rn−1, fsn1 = p̄(Rn−1), fsni = sni−1, i > 1,

f ī(R1
n−1) = snn−1, fs

n = p̄(R1
n−1), f ī(Sn) = sn. Ïîëàãàåì

C(0,1) =
⋃

i∈ω\{0}

Ri ∪ {cj | j ∈ ω},

ãäå f ī(
⋃

i∈ω\{0}
Ri) = c0, fci = ci+1. Òîãäà C(0,2) = C ⊔ C(0,1) ∈ Inj, ãäå C �

ïåòëÿ. ßñíî, ÷òî deg∀2 (C(0,2)) = (0, 2).

2) Ïóñòü A � áåñêîíå÷íûé èíúåêòèâíûé óíàð, deg∀2 (A) = (u, v). Ðàñ-
ñìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé óíàð, a � ïåòëÿ â

A. Òîãäà a � ôîðìóëüíûé ýëåìåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, u ̸= 1 è v ̸= 1. Ïî
ëåììå 1, åñëè u ̸= 0, u ̸= ∞ è v ̸= ∞, òî u = v. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà u = 0 è v ̸= ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v > 1.
Èíäóêöèåé ïî k ∈ ω ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò A, íàõîäÿùèéñÿ íà
ðàññòîÿíèè k îò a, ôîðìóëüíûé. Ïóñòü b íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè k îò
a è b � ôîðìóëüíûé ýëåìåíò. Åñëè ó b ÷èñëî ïðîîáðàçîâ êîíå÷íî, òî,
ïîñêîëüêó u = 0, âñå ýòè ïðîîáðàçû ôîðìóëüíûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
÷èñëî ïðîîáðàçîâ b áåñêîíå÷íî è C = {ci | i ∈ I} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ïðîîáðàçîâ b, ãäå |I| ≥ ω. Íà ìíîæåñòâå C äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ ω
ââåäåì îòíîøåíèå ∼k ýêâèâàëåíòíîñòè:

c ∼k d ⇔ ÷àñòè÷íûå óíàðû
⋃

0≤l≤k

f l(c) è
⋃

0≤l≤k

f l(d) èçîìîðôíû

äëÿ ëþáûõ c, d ∈ C. Ïóñòü c0, . . . , cv ∈ C. Ïîêàæåì, ÷òî c0 � ôîð-

ìóëüíûé ýëåìåíò. Ïîñêîëüêó deg∀−synt
rig (A) = v, òî ñóùåñòâóåò ôîðìó-

ëà Ψ(x, y1, . . . , yv) òàêàÿ, ÷òî Ψ(A, c1, . . . , cv) = {c0}. Ñóùåñòâóåò k > 0
òàêîå, ÷òî â ôîðìóëå Ψ(x, y1, . . . , yv) ÷àñòè÷íî îïèñàíî ñòðîåíèå è ìîù-
íîñòè x/ ∼k è yi/ ∼k (1 ≤ i ≤ v). Ñóùåñòâóþò ôîðìóëû Φi(x) òàêèå, ÷òî
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Φi(A) = ci/ ∼k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

{c0} = ∃y1 . . . ∃yv(Ψ(A, y1, . . . , yv) ∧
∧

1≤i≤v

Φi(yi)).

Òàêèì îáðàçîì, c0 � ôîðìóëüíûé ýëåìåíò è v = 0.
á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � êîïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷-

íûõ óíàðîâ. Òîãäà ïî òåîðåìå 10 A � êîïðîèçâåäåíèå öèêëîâ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, u = ∞.
â) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = B1

∐
B2 è â A åñòü áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé

ïîäóíàð. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B1 � áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé óíàð.
â.1) Ïóñòü B2 � áåñêîíå÷íûé óíàð. Ïî ëåììå 3 u, v ∈ {0, 1,∞}. Ïóñòü

u = 1. Òîãäà ïî ëåììå 3 B1, B2 � èçîìîðôíûå ñâÿçíûå óíàðû è deg∀−sem
rig (B1) =

deg∀−sem
rig (B2) = 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 10 â B1 è B2 åñòü ïåòëÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, v ∈ {1,∞}. Ïóñòü u = 0. Òîãäà deg∀−sem
rig (B1) = deg∀−sem

rig (B2) = 0.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óíàð B1 ñîäåðæèò ïåòëþ. Ïî äîêàçàííîìó â ï. a)

deg∀−synt
rig (B1) ∈ {0,∞}. Òàê êàê v ∈ {0, 1,∞} è u = 0, òî v ∈ {0,∞}.
â.2) Ïóñòü B2 � êîíå÷íûé óíàð. Åñëè B2 ñîäåðæèò öèêë äëèíû áîëü-

øå 1 èëè äâå ïåòëè, òî deg∀−sem
rig (A) = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà B2 � ïåòëÿ. Òîãäà u ̸= 1, v ̸= 1. Ïóñòü u = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå deg∀−sem

rig (B1) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v ≥ 3 è v ̸= ∞. Òî-

ãäà deg∀−synt
rig (B1) ≥ 2. Ïî ëåììå 2 â B1 åñòü öèêë. Ïîñêîëüêó u = 0, âñå

ýëåìåíòû öèêëà ôîðìóëüíûå. Òîãäà òàê æå, êàê â ïóíêòå à), äîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî deg∀−synt
rig (B1) ∈ {0,∞}. Ñëåäîâàòåëüíî, deg∀−synt

rig (A) ∈ {0,∞}.
Ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü u > 1 è u ̸= ∞. Òîãäà deg∀−sem

rig (B1) > 0. Ïî ëåììå

1 deg∀−synt
rig (B1) = deg∀−sem

rig (B1) èëè deg∀−synt
rig (B1) = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

u = v èëè v = ∞. □

Òåîðåìà 16. Ïóñòü K ∈ {WInj,QInj}.
1) Äëÿ ëþáîãî u ∈ ω∪{∞} ñóùåñòâóþò óíàðû Au,Bu ∈ K òàêèå, ÷òî

deg∀2 (Au) = (u,∞), deg∀2 (Bu) = (u, u). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò óíàðû
C(0,1), C(0,2) ∈ K òàêèå, ÷òî deg∀2 (C(0,1)) = (0, 1), deg∀2 (C(0,2)) = (0, 2).
2) Äëÿ ëþáîãî óíàðà A ∈ K

deg∀2 (A) ∈ {(u,∞) | u ∈ ω} ∪ {(u, u) | u ∈ ω ∪ {∞}} ∪ {(0, 1), (0, 2)}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïîñêîëüêó Inj ⊂ WInj ⊂ QInj, óíàðû Au,Bu, u ∈ ω ∪ {∞}, C(0,2)

ïîñòðîåíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 15. Çàìåòèì, ÷òî óíàð C(0,1), ïî-
ñòðîåííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 15, ÿâëÿåòñÿ ñëàáîèíúåêòèâíûì è
êâàçèèíúåêòèâíûì.
2) Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ K = QInj. Ïóñòü A ∈ QInj,

deg∀2 (A) = (u, v). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òîA� áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé óíàð. Åñëè u ̸= {0,∞},

òî ïî ëåììå 1 u = v. Ïóñòü u = 0. Åñëè â A åñòü öèêë, òî âñå ýëå-
ìåíòû öèêëà ôîðìóëüíûå è òàê æå, êàê â ïóíêòå 2) à) äîêàçàòåëüñòâà
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òåîðåìû 15, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî v ∈ {0,∞}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â A íåò
öèêëà. Òîãäà ïî ëåììå 2 u, v ∈ {0, 1,∞}. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè u = 0, òî
v ∈ {0, 1,∞}; åñëè u = 1, òî v ∈ {1,∞}.
á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � êîïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷-

íûõ óíàðîâ. Åñëè â A åñòü äâå èçîìîðôíûõ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî
u = ∞. Åñëè â A åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ∀-ñåìàíòè÷åñêàÿ ñòåïåíü
æåñòêîñòè êîòîðîé áîëüøå 0, òî u = ∞. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ u = 0.
â) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = B1

∐
B2 è â A åñòü áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé

ïîäóíàð. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B1 � áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé óíàð.
â.1) Ïóñòü B2 � áåñêîíå÷íûé óíàð. Ïî ëåììå 3 u, v ∈ {0, 1,∞}. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè u = 0, òî v ∈ {0, 1,∞}; åñëè u = 1, òî v ∈ {1,∞}.
â.2) Ïóñòü B2 � êîíå÷íûé óíàð. Åñëè â B1 åñòü ïîëóöåïü, òî ïî òåî-

ðåìå 12 B2 � êîïðîèçâåäåíèå öèêëîâ, ïðè÷åì åñëè B2 ñîäåðæèò öèêë
äëèíû áîëüøå 1 èëè äâå ïåòëè, òî deg∀−sem

rig (A) = ∞; åñëè B2 � ïåò-

ëÿ, òî A � èíúåêòâíûé óíàð è ïî 15 ïóíêò 2) òåîðåìû 16 âûïîëíÿ-
åòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â B1 íåò ïîëóöåïè. Åñëè â B1 åñòü ëèñòüÿ, òî
ïî òåîðåìå 12 âñå îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ãëóáèíó è èõ ÷èñëî áåñêî-
íå÷íî, òîãäà deg∀−sem

rig (B1) = ∞ è u = ∞. Åñëè â B1 íåò ëèñòüåâ è

deg∀−sem
rig (B1) ̸= ∞, òî ïî ï. a) äàííîé òåîðåìû deg∀−sem

rig (B1) = 0 èëè

deg∀−sem
rig (B1) = deg∀−synt

rig (B1), ïðè ýòîì åñëè deg∀−sem
rig (B2) = 0, òî u = 0

è v ∈ {0,∞}, èíà÷å u = ∞. □

Òåîðåìà 17.

1) Äëÿ ëþáîãî u ∈ ω ∪ {∞} ñóùåñòâóþò óíàðû Au,Bu, Cu ∈ PInj
òàêèå, ÷òî deg∀2 (Au) = (u,∞), deg∀2 (Bu) = (u, u), deg∀2 (Cu) = (0, u).
2) Äëÿ ëþáîãî óíàðà A ∈ PInj

deg∀2 (A) ∈ {(u, u) | u ∈ ω∪{∞}}∪{(u,∞) | u ∈ ω∪{∞}}∪{(0, u) | u ∈ ω∪{∞}}.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïîñêîëüêó Inj ⊂ WInj ⊂ PInj, óíàðû Au,Bu (u ∈ ω ∪ {∞}),

C1 = C(0,1), C2 = C(0,2) èç òåîðåìû 15 ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîèíúåêòèâíûìè.
Ïîñòðîèì óíàðû Cu äëÿ u ≥ 3:

Cu = C1 ⊔ {ci | 0 ≤ i ≤ u− 2}, fci = ci−1 (i > 0), fc0 = c0.

2) Ïóñòü A ∈ PInj, deg∀2 (A) = (u, v). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé óíàð. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî â A íåò öèêëà. Òîãäà ïî ëåììå 2 u, v ∈ {0, 1,∞}. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
u = 0, òî v ∈ {0, 1,∞}; åñëè u = 1, òî v ∈ {1,∞}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â A
åñòü öèêë. Â ñèëó ëåììû 1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà u = 0.
Òîãäà âñå ýëåìåíòû öèêëà è ëèñòüÿ ôîðìóëüíûå. Òàê æå êàê â ïóíêòå
2) à) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî u = v, ëèáî v = ∞.
á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � êîïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷-

íûõ óíàðîâ. Åñëè â A åñòü äâå èçîìîðôíûõ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî
u = ∞. Åñëè â A åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ∀-ñåìàíòè÷åñêàÿ ñòåïåíü
æåñòêîñòè êîòîðîé áîëüøå 0, òî u = ∞. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ u = 0.
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â) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = B1
∐

B2 è â A åñòü áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé
ïîäóíàð. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B1 � áåñêîíå÷íûé ñâÿçíûé óíàð.
â.1) Ïóñòü B2 � áåñêîíå÷íûé óíàð. Ïî ëåììå 3 u, v ∈ {0, 1,∞}. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè u = 0, òî v ∈ {0, 1,∞}; åñëè u = 1, òî v ∈ {1,∞}.
â.2) Ïóñòü B2 � êîíå÷íûé óíàð. Åñëè â B2 åñòü äâå èçîìîðôíûõ êîì-

ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî u = ∞. Åñëè â B2 åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ∀-
ñåìàíòè÷åñêàÿ ñòåïåíü æåñòêîñòè êîòîðîé áîëüøå 0, òî u = ∞. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ B2 ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà deg∀2 (B2) = (0, 0).

Åñëè deg∀−sem
rig (B1) ̸= 0, òî ïî ëåììå 1 deg∀−synt

rig (B1) = deg∀−sem
rig (B1) è

u = v. □
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