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Abstract: An initial-boundary value problem for three-dimensio-
nal equations of the dynamics of incompressible multicomponent
media is considered. A local existence and uniqueness theorem
for a time-strong solution is proved without restrictions on the
structure of the viscosity matrix, except for the standard properties
of symmetry and positivity.
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1 Введение

Приведём постановку нелинейной задачи, описывающей баротропное
движение многокомпонентной вязкой сжимаемой жидкости. В работе
изучается случай несжимаемых компонент смеси.

Пусть ограниченная область Ω ⊂ R3 с C2-гладкой границей ∂Ω за-
полнена гомогенной смесью нескольких вязких сжимаемых жидкостей.
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Обозначим через n единичный вектор, нормальный к границе ∂Ω и на-
правленный вне области Ω. Баротропное движение смеси n ⩾ 2 вязких
сжимаемых жидкостей описывается следующей системой уравнений:

ρi
∂ui

∂t
+ ρi(ui · ∇)ui = divTi +

n∑
j=1

aij(uj − ui) + ρifi,

∂ρi
∂t

+ div(ρiui) = 0, (t,x) ∈ [0, T ]× Ω, i = 1, . . . , n,

(1)

где ui = ui(t,x) =
(
ui1(t,x);ui2(t,x);ui3(t,x)

)⊺
(x = (x1;x2;x3) ∈ Ω) — по-

ле скоростей i-й компоненты смеси (символом ⊺ обозначена операция
транспонирования), ρi = ρi(t,x) — плотность, aij = aji ⩾ 0 — коэффи-
циенты, отвечающие за интенсивность обмена импульсом между состав-
ляющими смеси, fi = fi(t,x) — известные поля внешних массовых сил.
Тензоры напряжений Ti и тензоры вязких напряжений Si определяются
равенствами1:

Ti := −piI3 + Si, Si :=

n∑
j=1

(
λijtr e(u)I3 + 2µije(u)

)
,

где pi = pi(t,x) — давление в i-й компоненте смеси, I3 — единичная
матрица в R3, µij , λij — компоненты матриц вязкостей M := {µij}ni,j=1,
Λ := {λij}ni,j=1. Матрицы вязкостей подчинены следующим условиям:

M > 0, 2M+ 3Λ ⩾ 0.

Давление и плотность в каждой компоненте смеси обычно связаны
некоторым уравнением состояния, а система (1) рассматривается с клас-
сическими граничными условиями прилипания, либо с условиями непро-
текания и нулевыми касательными напряжениями.

Система уравнений (1) — один из многих вариантов описания дви-
жения многокомпонентных жидкостных смесей и моделирует движения
гомогенной смеси вязких сжимаемых жидкостей, многоскоростная мо-
дель (подробности см. в [1, 2, 3, 4]). В частности, это означает, что в
каждой точке пространства присутствуют все компоненты смеси, кото-
рые находятся в одной фазе, но имеют каждая свою локальную ско-
рость движения; взаимодействие между компонентами осуществляется
через обмен импульсом и вязкое трение. При этом учёт межкомпонент-
ного вязкого трения посредством рассмотрения недиагональных матриц
вязкостей M и Λ во многом определяет специфику исследуемой моде-
ли динамики смесей. Если матрицы вязкостей диагональны и в (1) все

1 Для векторного поля u = (u1;u2;u3)
⊺ определим набор коэффициентов

elk(u) :=
1

2

(
∂ul

∂xk
+

∂uk

∂xl

)
(l, k = 1, 2, 3) тензора скоростей деформаций e(u). Через

tr e(u) :=
3∑

s=1

ess(u) ≡ divu обозначим след матрицы e(u).
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aij = 0, то мы будем иметь дело с n независимыми системами уравнений
Навье–Стокса для каждой компоненты.

Математическое исследование многоскоростных моделей движения мно-
гокомпонентных сред c недиагональными матрицами вязкостей нача-
лось относительно недавно. Одной из первых работ, в которой были
получены результаты о разрешимости в многомерном случае, является
работа J. Frehse, S. Goj и J. Málek [5]. В упомянутой работе доказана раз-
решимость задачи Коши для системы без конвективных членов в случае
общей зависимости давлений от плотностей компонент. В [6] этими же
авторами получен результат о единственности слабых решений задачи
Коши при дополнительных предположениях, что массовые силы и чле-
ны, учитывающие обмен импульсом между различными компонентами
равны нулю. В работе J. Frehse и W. Weigant [7] доказано существова-
ние и единственность классического решения краевой задачи для ква-
зистационарной системы без конвективных слагаемых со специальными
граничными условиями. Результаты о существовании решений с учетом
конвективных слагаемых получены А.Е. Мамонтовым и Д.А. Прокуди-
ным для многоскоростной модели в [4, 8]. Спектральный анализ неко-
торых линейных моделей сжимаемых вязких многокомпонентных сред
проведен в [9, 10, 11].

Цель данной работы — обоснование разрешимости ранее не исследо-
ванной начально-краевой задачи о движениях смеси вязких несжимае-
мых жидкостей. Основные результаты изложены в теореме 1.

2 Постановка задачи и основной результат

Будем считать, что компоненты смеси — несжимаемые однородные
жидкости с плотностями ρi(t,x) = ρi = consti > 0. В этом случае систе-
ма (1), граничные условия прилипания и начальные условия примут
следующий вид:

∂ui

∂t
+ (ui · ∇)ui = −

1

ρi
∇pi +

1

ρi

n∑
j=1

µij∆uj +
1

ρi

n∑
j=1

aij(uj − ui) + fi,

divui = 0, (t,x) ∈ [0, T ]× Ω, ui = 0, (t,x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, (2)

ui(0,x) = u0
i (x), i = 1, . . . , n.

Здесь µij — коэффициенты вязкостей, aij = aji ⩾ 0 — коэффициенты,
отвечающие за интенсивность обмена импульсами между компонентами,
T > 0. Матрица M := {µij}ni,j=1, называемая матрицей вязкостей, явля-
ется симметричной и положительной: M > 0.

Определение 1. Поля ui ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ C([0, T ];W2
2(Ω)) и функ-

ции pi ∈ C([0, T ];W 1
2 (Ω)) (i = 1, . . . , n), называются решением начально-

краевой задачи (2), если в (2) выполнены начальные условия, выполнены
уравнения и граничные условия при всех t ∈ [0, T ] и при п.в. x.
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Обозначим J1
0(Ω) := {u ∈W1

2(Ω) : divu = 0 (x ∈ Ω), u = 0 (x ∈ ∂Ω)}
(см., например, [12, гл. 2, § 2, п. 4] или [13, гл. 2, § 2.2, п. 2.2.4]). Основ-
ное содержание работы составляет следующая теорема.

Теорема 1. Пусть u0
i ∈W2

2(Ω) ∩ J1
0(Ω) (i = 1, . . . , n), а поля fi удовле-

творяют локальному условию Гёльдера, т.е. для любого τ > 0 суще-
ствуют Ki = Ki(τ) > 0, κi = κi(τ) ∈ (0, 1] такие, что

∥fi(t)− fi(s)∥L2(Ω) ⩽ Ki|t− s|κi ∀ 0 ⩽ t, s ⩽ τ.

Тогда начально-краевая задача (2) имеет единственное решение (в
смысле определения 1) на некотором отрезке [0, T ].

3 Корректная разрешимость задачи (2)

Исследование корректной разрешимости задачи (2) опирается на тео-
рему П.Е. Соболевского (см. [14, теорема 7]) и аналогичные исследования
уравнений однокомпонентной жидкости (см., например, [15, гл. 3, § 3.5],
[16, гл 2, § 15, п. 15.19]). Задача (2) сначала трактуется как задача Коши
для нелинейного операторного уравнения в подходящем гильбертовом
пространстве, затем применяется указанная теорема.

3.1. Операторная трактовка задачи. Введём гильбертово простран-
ство L2(Ω) с обычным скалярным произведением и нормой

(u,v)L2(Ω) :=

∫
Ω

u(x) · v(x) dΩ, ∥u∥2L2(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2 dΩ.

Для пространства L2(Ω) справедливо разложение Г. Вейля в ортого-
нальную сумму соленоидальных полей с нулевой нормальной составля-
ющей на границе и потенциальных полей (см., например, [12, гл. 2, § 1,
формула (1.18)]):

L2(Ω) = J0(Ω)⊕G(Ω),

где

J0(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) : divu = 0 (x ∈ Ω), u · n = 0 (x ∈ ∂Ω)

}
,

G(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) : u = ∇p

}
.

Здесь операции дивергенции и нормальной составляющей на границе
понимаются в смысле теории обобщённых функций (см. [12, гл. 2, § 1,
п. 6]).

Будем считать далее, что поля ui, ∇pi (i = 1, . . . , n) зависят от пе-
ременной t и принимают значения в L2(Ω). Тогда ui(t) ∈ J0(Ω) в силу
уравнений неразрывности и граничных условий из (2), а ∇pi(t) ∈ G(Ω),
очевидно, при каждом t ⩾ 0. Введём ортопроекторы P0 и PG простран-
ства L2(Ω) на подпространства J0(Ω) и G(Ω) соответственно. Применяя
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к уравнениям импульсов из (2) поочерёдно ортопроекторы P0 и PG, по-
лучим следующие соотношения:

dui

dt
+ P0(ui · ∇)ui =

1

ρi

n∑
j=1

µijP0∆uj +
1

ρi

n∑
j=1

aij(uj − ui) + P0fi(t), (3)

PG(ui · ∇)ui = −
1

ρi
∇pi +

1

ρi

n∑
j=1

µijPG∆uj + PGfi, i = 1, . . . , n. (4)

Из соотношений (4) по известным полям ui и заданным полям fi мож-
но восстановить поля ∇pi (i = 1, . . . , n), поэтому далее будем изучать
только соотношения (3).

Введём оператор Стокса A — расширение по Фридрихсу оператора
−P0∆, определённого на гладких полях из J0(Ω) с условием прилипания
на границе ∂Ω области Ω (см., например, [12, гл. 2, § 2, п. 6] или [13, гл. 2,
§ 2.2, п. 2.2.5]). Оператор A самосопряжён и положительно определён,
а его спектр дискретен. Из [17, гл. 3, § 5, теорема 2] следует, что если
граница ∂Ω класса C2, то область определения оператора Стокса имеет
вид D(A) = W2

2(Ω) ∩ J1
0(Ω).

С использованием оператора Стокса уравнения (3) вместе с началь-
ными условиями из (2) перепишем в виде начальной задачи для системы
операторных уравнений в гильбертовом пространстве J0(Ω):

dui

dt
+

1

ρi

n∑
j=1

µijAuj = −P0(ui · ∇)ui +
1

ρi

n∑
j=1

aij(uj − ui) + P0fi(t),

ui(0) = u0
i , i = 1, . . . , n.

(5)

Введём гильбертово пространство

H := ⊕n
i=1J0(Ω) =

{
ξ := (u1; . . . ;un)

⊺ : ui ∈ J0(Ω), i = 1, . . . , n
}

с обычным скалярным произведением и соответствующей нормой. Вве-
дём ряд обозначений и операторов, связанных с (5):

ξ0 :=
(
u0
1; . . . ;u

0
n

)⊺ ∈ H, F(t) :=
(
P0f1(t); . . . ;P0fn(t)

)⊺ ∈ H,
Rξ :=

{
δijρjI

}n

i,j=1
ξ, Mξ :=

{
µijI

}n

i,j=1
ξ, Aξ :=

{
δijA

}n

i,j=1
ξ,

S(ξ) :=
(
P0(u1 · ∇)u1; . . . ;P0(un · ∇)un

)⊺
, (6)

Bξ :=
(
−

n∑
j=1

a1j(uj − u1); . . . ;−
n∑

j=1

anj(uj − un)
)⊺

.

Здесь δij — символ Кронекера, I — единичный оператор в J0(Ω), опера-
торA определён на естественной области определенияD(A) = ⊕n

i=1D(A).
Легко видеть, что операторR является ограниченным2, т.е.R ∈ L(H),

самосопряженным и положительно определённым в H. Обозначим через

2 Через L(H1,H2) обозначена алгебра линейных ограниченных из H1 в H2 опера-
торов, определённых на всём пространстве H1, L(H) := L(H,H).
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HR энергетическое пространство оператора R. Пространства H и HR
поэлементно совпадают, а нормы в них эквивалентны.

Систему уравнений и начальных условий (5) теперь можно трактовать
как задачу Коши в гильбертовом пространстве HR:

dξ

dt
+A0ξ = N (t, ξ), ξ(0) = ξ0, (7)

A0 := R−1MA, N (t, ξ) := −S(ξ)−R−1Bξ + F(t). (8)

Определение 2. Функция ξ называется решением задачи Коши (7),
если ξ ∈ C1([0, T ];H), ξ(t) ∈ D(A) при всех t ∈ [0, T ], Aξ ∈ C([0, T ];H),
выполнено уравнение из (7) при всех t ∈ [0, T ] и начальное условие.

3.2. Свойства оператора A0. Пусть Q := {qij}ni,j=1 — матрица, дей-
ствующая в Cn. Поставим ей в соответствие оператор Q := {qijI}ni,j=1,
действующий в H. Будем писать при этом Q←→ Q.

Лемма 1. Пусть detQ ̸= 0 и Q ←→ Q. Тогда операторы QA, AQ за-
мкнуты на D(A) и QAξ = AQξ для любых ξ ∈ D(A).

Доказательство. 1) Покажем, что оператор QA замкнут на D(A). Опе-
ратор A, в силу своей диагональной структуры, замкнут на своей есте-
ственной области определения D(A) = ⊕n

i=1D(A). Очевидно, что опера-
тор Q ограничен, то есть Q ∈ L(H), поскольку все коэффициенты опе-
раторной матрицы Q пропорциональны единичным операторам I. Из
detQ ̸= 0 следует, что существует Q−1 ∈ L(H). Отсюда следует (см., на-
пример, [18, гл. 3, § 5, п. 5.2, задача 5.7]), что оператор QA замкнут на
D(A). Действительно, пусть ξn −→ ξ (ξn ∈ D(QA) = D(A)), QAξn −→ ζ.
Последнее соотношение перепишем в эквивалентной формеAξn −→ Q−1ζ.
Отсюда и из замкнутости оператораA следует, что ξ ∈ D(A) иAξ = Q−1ζ
или, что то же, QAξ = ζ.

2) Покажем, что оператор AQ замкнут на D(A). Оператор AQ задан
на естественной области определения D(AQ) := {ξ ∈ H : Qξ ∈ D(A)} и
замкнут на ней. Действительно, пусть ξn −→ ξ (ξn ∈ D(AQ)),AQξn −→ ζ.
Учитывая ограниченность оператора Q, из этих условий следует форму-
лировка: Qξn −→ Qξ (Qξn ∈ D(A)), A(Qξn) −→ ζ. Отсюда и из замкну-
тости оператора A следует, что Qξ ∈ D(A) (или ξ ∈ D(AQ)) и AQξ = ζ.

Покажем, что D(AQ) = D(A). Пусть ξ ∈ D(A). Учитывая структуру
оператора Q и то, что область определения D(A) оператора Стокса A
линейное множество, получим, что Qξ ∈ D(A), а значит, D(A) ⊂ D(AQ).
Пусть теперь ξ ∈ D(AQ), то есть Qξ =: ζ ∈ D(A). Тогда рассуждая как
и выше, получим, что ξ = Q−1ζ ∈ D(A), а значит, D(AQ) ⊂ D(A).

3) Равенство QAξ = AQξ для любых ξ ∈ D(A) проверяется непосред-
ственно. □

Лемма 2. Оператор A0 = R−1MA с D(A0) = D(A) самосопряжён и
положительно определён в гильбертовом пространстве HR.
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Доказательство. 1) Покажем, что оператор MA самосопряжён в H.
Действительно, изM =M∗ ∈ L(H) следует (см. [18, гл. 3, § 5, задача 5.26]),
что (MA)∗=A∗M∗=AM на D((MA)∗) = D(AM). Из detM ̸= 0 и лем-
мы 1 следует, что AM =MA на D(A) = D(MA) = D(AM).

Далее, оператор R−1MA самосопряжён в энергетическом простран-
стве HR оператора R. Действительно, учитывая R = R∗,R−1 ∈ L(H),
имеем для любых ξ, ζ ∈ D(A) = D(R−1MA):(
R−1MAξ, ζ

)
HR

=
(
MAξ, ζ

)
H =

(
Rξ,R−1MAζ

)
H =

(
ξ,R−1MAζ

)
HR

.

2) Покажем, что оператор R−1MA положительно определён в HR.
Обозначим через λj(M), φj(M) (j = 1, . . . , n) собственные значения

и соответствующие им собственные векторы матрицы M. Координаты
собственных векторов можно считать действительными, а сама система
{φj(M)}nj=1 есть ортонормированный базис в Cn, так как матрица вязко-
стей M положительна по условию. Обозначим через Mφ = Mφ(φ1, . . . , φn)
матрицу, столбцами которой являются собственные векторы матрицы
M. Тогда имеют место равенства M⊺

φ = M∗
φ, M∗

φMφ = MφM
∗
φ = In, где

In — единичная матрица в Cn, M∗
φMMφ = {δijλj(M)}ni,j=1. Положим

Mφ ←→ Mφ. Тогда M∗
φMφ =MφM∗

φ = I, где I — единичный опера-
тор в H,M∗

φMMφ = {δijλj(M)I}ni,j=1.
Для любого ξ ∈ D(A) = D(R−1MA) с учётом леммы 1 теперь имеем(
R−1MAξ, ξ

)
HR

=
(
MAξ, ξ

)
H = (MAMφM∗

φξ,MφM∗
φξ)H =

=
(
(M∗

φMMφ)AM∗
φξ,M∗

φξ
)
H=

(
{δijλj(M)A}ni,j=1M∗

φξ,M∗
φξ

)
H =

⩾ λ1(A) min
j=1,...,n

λj(M)(M∗
φξ,M∗

φξ)H = λ1(A) min
j=1,...,n

λj(M)(ξ, ξ)H ⩾

⩾ λ1(A) min
j=1,...,n

λj(M) min
j=1,...,n

ρ−1
j (Rξ, ξ)H ⩾

= λ1(A) min
j=1,...,n

λj(M) min
j=1,...,n

ρ−1
j (ξ, ξ)HR ,

а значит, оператор A0 = R−1MA положительно определён в HR. □

3.3. Вспомогательные предложения и разрешимость задачи (7).
По лемме 2 оператор A0 самосопряжен и положительно определён в HR.
Приведём формулировку теоремы П.Е. Соболевского [14, теорема 7] (см.
также [15, гл. 3, § 3.3, теорема 3.3.3] или [16, гл. 2, § 15, лемма 15.23]), адап-
тированную к задаче (7).

Предложение 1 (см. [14], теорема 7). Пусть α ∈ [0, 1) и ξ0 ∈ D(Aβ
0 )

при некотором β > α, и пусть ∥Aα
0 ξ

0∥HR < r. Предположим, что для
любого τ > 0 существуют C = C(r, τ) > 0 и κ = κ(r, τ) ∈ (0, 1] такие,
что

∥N (t, ξ1)−N (s, ξ1)∥HR ⩽ C
(
|t− s|κ + ∥Aα

0 (ξ1 − ξ2)∥HR

)
(9)

при любых 0 ⩽ t, s ⩽ τ , ∥Aα
0 ξi∥HR ⩽ r (i = 1, 2). Тогда задача (7) имеет

единственное непрерывное на [0, T ] и непрерывно дифференцируемое на
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(0, T ] решение при некотором T > 0. Если ξ0 ∈ D(A0), то это решение
непрерывно дифференцируемо и при t = 0.

Для исследования нелинейного оператора N (t, ·) понадобится следу-
ющее утверждение (см. [15, гл. 3, § 3.8] или [16, гл. 2, § 15, п. 15.25]).

Предложение 2. Для любого 3/4 < α < 1 существует Cα > 0 такая,
что для любых u1 ∈ D(Aα), u2 ∈ D(A1/2) имеет место оценка

∥P0(u1 · ∇)u2∥L2(Ω) ⩽ Cα∥Aαu1∥L2(Ω)∥A1/2u2∥L2(Ω).

Обозначим через THR→H оператор вложения пространства HR в H, а
через TH→HR оператор вложения пространства H в HR. Поскольку про-
странства HR и H поэлементно совпадают, указанные операторы ставят
в соответствие элементу пространства HR или H его же, но в простран-
стве H или HR соответственно.

Лемма 3. Имеют место следующие оценки

∥THR→H∥L(HR,H) ⩽ ∥R−1/2∥L(H), ∥TH→HR∥L(H,HR) ⩽ ∥R1/2∥L(H).

Доказательство. Указанные неравенства следуют из следующих эле-
ментарных оценок:

∥THR→Hξ∥H = ∥ξ∥H = ∥R−1/2R1/2ξ∥H ⩽ ∥R−1/2∥L(H)∥ξ∥HR ∀ ξ ∈ HR,

∥TH→HRξ∥HR = ∥ξ∥HR = ∥R1/2ξ∥H ⩽ ∥R1/2∥L(H)∥ξ∥H ∀ ξ ∈ H.
Лемма доказана. □

Лемма 4. Пусть α ∈ [0, 1]. Тогда D(Aα
0 ) = D(Aα) и

∥AαTHR→Hξ∥H ⩽ ∥R−1/2∥1−α
L(H)∥M

−1R1/2∥αL(H)∥A
α
0 ξ∥HR ∀ ξ ∈ D(Aα

0 ),

∥Aα
0TH→HRξ∥HR ⩽ ∥R1/2∥1−α

L(H)∥R
−1/2M∥αL(H)∥A

αξ∥H ∀ ξ ∈ D(Aα).

Доказательство. 1) Пусть ξ ∈ D(A0) = D(R−1MA) = D(A). Тогда

∥ATHR→Hξ∥H = ∥M−1R1/2
(
R1/2R−1MAξ

)
∥H

⩽ ∥M−1R1/2∥L(H)∥R−1MAξ∥HR = ∥M−1R1/2∥L(H)∥A0ξ∥HR ,

а значит, формально THR→HD(A0) ⊂ D(A). Из леммы 3, последней оцен-
ки и неравенства Гайнца (см. [19, гл. 1, § 7, теорема 7.1]) следует первая
оценка в лемме.

2) Пусть ξ ∈ D(A). Тогда

∥A0TH→HRξ∥HR = ∥R1/2
(
R−1MAξ

)
∥H ⩽ ∥R−1/2M∥L(H)∥Aξ∥H,

а значит, формально TH→HRD(A) ⊂ D(A0). Из леммы 3, последней оцен-
ки и неравенства Гайнца следует вторая оценка в лемме. □

Лемма 5. Пусть для любого τ > 0 существуют Ki = Ki(τ) > 0, κi =
κi(τ) ∈ (0, 1] такие, что

∥fi(t)− fi(s)∥L2(Ω) ⩽ Ki|t− s|κi ∀ 0 ⩽ t, s ⩽ τ, i = 1, . . . , n.
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Зафиксируем 3/4 < α < 1. Тогда для любого r > 0 существуют такие
константы C = C(r, τ) > 0 и κ = κ(r, τ) ∈ (0, 1], что

∥N (t, ξ1)−N (s, ξ1)∥HR ⩽ C
(
|t− s|κ + ∥Aα

0 (ξ1 − ξ2)∥HR

)
при любых 0 ⩽ t, s ⩽ τ , ∥Aα

0 ξi∥HR ⩽ r (i = 1, 2).

Доказательство. Фиксируем 3/4 < α < 1 и r > 0.
1) Пусть ξ = (u1; . . . ;un)

⊺ ∈ D(Aα
0 ) такой, что ∥Aα

0 ξ∥HR ⩽ r. Тогда

∥Aαui∥L2(Ω) ⩽ r∥R−1/2∥1−α
L(H)∥M

−1R1/2∥αL(H), i = 1, . . . , n. (10)

Действительно, с учётом леммы 4 имеем оценки

r ⩾ ∥Aα
0 ξ∥HR ⩾ ∥R−1/2∥α−1

L(H)∥M
−1R1/2∥−α

L(H)∥A
αξ∥H =

= ∥R−1/2∥α−1
L(H)∥M

−1R1/2∥−α
L(H)

√√√√ n∑
i=1

∥Aαui∥2L2(Ω) ⩾

⩾ ∥R−1/2∥α−1
L(H)∥M

−1R1/2∥−α
L(H)∥A

αui∥L2(Ω), i = 1, . . . , n.

2) Пусть ξi = (u
(i)
1 ; . . . ;u

(i)
n )⊺ ∈ D(Aα

0 ) такие, что ∥Aα
0 ξi∥HR ⩽ r (i = 1, 2).

С использованием (10) и предложения 2 оценим (см. (6))

∥S(ξ1)− S(ξ2)∥HR =

=

√√√√ n∑
i=1

∥∥P0(u
(1)
i · ∇)u

(1)
i − P0(u

(2)
i · ∇)u

(2)
i

∥∥2
L2(Ω)

⩽

⩽

√√√√ n∑
i=1

∥∥(u(1)
i · ∇

)(
u
(1)
i − u

(2)
i

)
+
(
(u

(1)
i − u

(2)
i ) · ∇

)
u
(2)
i

∥∥2
L2(Ω)

⩽

⩽ Cα

( n∑
i=1

(∥∥Aαu
(1)
i

∥∥
L2(Ω)

·
∥∥A1/2

(
u
(1)
i − u

(2)
i

)∥∥
L2(Ω)

+

+
∥∥Aα(u

(1)
i − u

(2)
i )

∥∥
L2(Ω)

·
∥∥A1/2u

(2)
i

∥∥
L2(Ω)

)2
)1/2

⩽

⩽ Cα∥A1/2−α∥

√√√√ n∑
i=1

(∥∥Aαu
(1)
i

∥∥+
∥∥Aαu

(2)
i

∥∥)2∥∥Aα(u
(1)
i − u

(2)
i )

∥∥2 ⩽
⩽ 2rCα∥R−1/2∥1−α∥M−1R1/2∥α∥A1/2−α∥

√√√√ n∑
i=1

∥∥Aα(u
(1)
i − u

(2)
i )

∥∥2 =
= 2rCα∥R−1/2∥1−α∥M−1R1/2∥α∥A1/2−α∥ · ∥Aα(ξ1 − ξ2)∥H ⩽

= 2rCα∥R−1/2∥2−2α∥M−1R1/2∥2α∥A1/2−α∥ · ∥Aα
0 (ξ1 − ξ2)∥HR . (11)
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3) Учитывая, что ∥P0∥L(L2(Ω)) = 1, проведём оценку (см. (6))

∥F(t)−F(s)∥HR ⩽ ∥R1/2∥L(H)∥F(t)−F(s)∥H =

= ∥R1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

∥P0fi(t)− P0fi(s)∥2L2(Ω) ⩽

⩽ ∥R1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

∥fi(t)− fi(s)∥2L2(Ω) ⩽ ∥R
1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

K2
i |t− s|2κi =

= ∥R1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

K2
i |t− s|

2(κi− min
j=1,...,n

κj) · |t− s|
min

j=1,...,n
κj

⩽

⩽ ∥R1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

K2
i τ

2(κi− min
j=1,...,n

κj) · |t− s|
min

j=1,...,n
κj ∀ 0 ⩽ t, s ⩽ τ. (12)

4) Из (11), (12) теперь найдём, что (см. (8))

∥N (t, ξ1)−N (s, ξ1)∥HR =

= ∥ − S(ξ1)−R−1Bξ1 + F(t) + S(ξ2) +R−1Bξ2 + F(s)∥HR ⩽

⩽ ∥S(ξ1)− S(ξ2)∥HR + ∥R−1B(ξ1 − ξ2)∥HR + ∥F(t)−F(s)∥HR ⩽

⩽ 2rCα∥R−1/2∥2−2α∥M−1R1/2∥2α∥A1/2−α∥ · ∥Aα
0 (ξ1 − ξ2)∥HR+

+ ∥R−1/2BR−1/2∥L(H) · ∥ξ1 − ξ2∥HR+

+ ∥R1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

K2
i τ

2(κi− min
j=1,...,n

κj) · |t− s|
min

j=1,...,n
κj

⩽

⩽ 2rCα∥R−1/2∥2−2α∥M−1R1/2∥2α∥A1/2−α∥ · ∥Aα
0 (ξ1 − ξ2)∥HR+

+ ∥R−1/2BR−1/2∥L(H)∥A−α
0 ∥L(HR) · ∥Aα

0 (ξ1 − ξ2)∥HR+

+ ∥R1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

K2
i τ

2(κi− min
j=1,...,n

κj) · |t− s|
min

j=1,...,n
κj

⩽

⩽ C
(
|t− s|κ + ∥Aα

0 (ξ1 − ξ2)∥HR

)
,

где κ = κ(r, τ) := min
j=1,...,n

κj(τ) ∈ (0, 1], а

C = C(r, τ) := max
{
2rCα∥R−1/2∥2−2α∥M−1R1/2∥2α∥A1/2−α∥+

+ ∥R−1/2BR−1/2∥L(H)∥A−α
0 ∥L(HR),

∥R1/2∥L(H)

√√√√ n∑
i=1

K2
i τ

2(κi− min
j=1,...,n

κj)
}
> 0.
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Лемма доказана. □

Лемма 6. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда начально-краевая
задача (2) имеет единственное решение (в смысле определения 1) на
некотором отрезке [0, T ].

Доказательство. Условия u0
i ∈W2

2(Ω) ∩ J1
0(Ω) (i = 1, . . . , n) эквивалент-

ны тому, что u0
i ∈ D(A) (i = 1, . . . , n), как отмечено при введении опера-

тора Стокса. Следовательно, ξ0 :=
(
u0
1; . . . ;u

0
n

)⊺ ∈ D(A) = D(A0) (см. (6)
и лемму 2).

Если поля fi (i = 1, . . . , n) удовлетворяют локальному условию Гёль-
дера, то по лемме 5 нелинейный оператор N (t, ·) удовлетворяет (9).

Из предложения 1, учитывая ξ0 ∈ D(A), теперь следует, что задача (7)
имеет единственное непрерывно дифференцируемое на [0, T ] решение
при некотором T > 0. Это означает, что ξ ∈ C1([0, T ];H), ξ(t) ∈ D(A) при
всех t ∈ [0, T ] иAξ ∈ C([0, T ];H), функция ξ(t) удовлетворяет уравнению
из (7) при всех t ∈ [0, T ] и начальному условию. Последнее эквивалентно
тому, что ui ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) ui(t) ∈ D(A) ⊂W2

2(Ω) при всех t ∈ [0, T ]
и Aui ∈ C([0, T ];L2(Ω)) (i = 1, . . . , n), поля ui удовлетворяет уравнени-
ям из (5) при всех t ∈ [0, T ] и при п.в. x ∈ Ω, и начальным условиям.
Отсюда и из (4) теперь следует, что поля ui и функции pi (i = 1, . . . , n)
есть решение начально-краевой задачи (2) в смысле определения 1. □

4 Заключение

Для системы дифференциальных уравнений динамики смеси вязких
несжимаемых жидкостей проведен анализ разрешимости в общем случае
трёх пространственных переменных. Доказаны существование и един-
ственность сильного по времени решения начально-краевой задачи, соот-
ветствующей течениям смеси в ограниченной области с условиями при-
липания на границе области течения.
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