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Abstract: A systematic review of the exact solutions of the
equations of ideal gas dynamics with a solution in the form of
a linear velocity field is performed. This type of solution is a
fundamental solution for any equations of continuum mechanics.
At the same time, even viscosity does not affect such movements.
As it turned out, such movements have long been known as
inhomogeneous deformation, that is, if we decipher this concept,
it means that the Eulerian coordinates of the particle linearly
depend on the Lagrangian coordinates, and the dependence is
homogeneous. The aim of the study is to systematically summarize
studies’ results of scientific research containing the solution of
equations of continuum mechanics in the form of a linear velocity
field. Methods. The search for publications was performed in
the Scopus databases, the Scientific Electronic Library (eLibrary).
The selection of publications was also made in the libraries of the
Institute of Mathematics of the Russian Academy of Sciences, the
Scientific Library of the S. L. Sobolev Institute of Mathematics
of the Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences. The
language of publications: Russian, English. The publication period
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is limited to 2024. A systematic review of the research results
was carried out in accordance with the recommendations of the
PRISMA 2020 guidelines. Result. 44 articles were selected. The
results of selected works are presented with an emphasis on the
type of linear velocity field and the physical process that it describes.
Conclusion. The results obtained by the research authors can be
used to find solutions with a linear velocity field for more complex
models. The principles applied in the works of scientists from
previous years allow me, as a researcher of a linear velocity field,
to understand in which direction to move in order to obtain new
scientific results.

Keywords: systematic review, PRISMA, linear velocity field, gas
dynamics, the exact solution.

Введение

Систематический обзор – это оригинальное аналитическое произведе-
ние, объемом с крупную научную статью, подготовленное на основании
результатов специального научного исследования, выполненное по осо-
бой методике [1]. Литературных обзоров по данной тематике несколько.
Последний датируется 2010 годом. В представленном систематическом
обзоре будут включены некоторые материалы из известных литератур-
ных обзоров с добавлением новых исследований, а также ранее не из-
вестных. Как результат получившийся систематический обзор позволит
проследить наличие «белых пятен» и наметить новые направления для
будущих исследований.

Прежде чем говорить о физических явлениях и процессах, которые
описывает данный вид решений, погрузимся в историю возникновения
данного вопроса. Откуда возникло решение с однородной деформацией
и чем оно полезно сейчас?

Для этого обратимся к обзору [2]. Изучение газовой динамики ча-
стиц, скорости которых являются линейными функциями от простран-
ственных координат, тесно связано с исследованием динамики жидких
и газовых самогравитирующих эллипсоидов. Интерес к данной области
обусловлен её значением для космогонии и астрофизики, в частности,
важностью её выводов для теории фигур небесных тел. Этим исследо-
ваниям предшествовал длительный период изучения статических фигур
равновесия, восходящий к«Началам» Ньютона и обусловленный науч-
ным интересом к фигуре Земли. Показал, что медленное вращение фи-
гуры должно приводить к незначительной сплюснутости. Определил ве-
личину сжатия ∼ 1/230 без учета неоднородности Земли (на самом деле
∼ 1/294). Следующий успех связан с именем Маклорена, который в 1742
году обобщил результат Ньютона на случай, когда сжатие, обусловлен-
ное вращением, нельзя считать малым. Определил значение ускорения
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на экваторе и полюсах сфероида. Через 100 лет после открытия Ма-
клореном сфероидов, Якоби в 1834 году установил, что эллипсоиды с
тремя неравными осями вполне могут служить фигурами равновесия.
При этом экваториальное сечение можно взять в форме произвольного
эллипса и определить третью ось (наименьшую из трех осей) и угловую
скорость вращения так, чтобы этот эллипсоид был фигурой равновесия.
Но Якоби не полностью исследовал связь найденных им эллипсоидов
со сфероидами Маклорена. Эту связь установил Мейер в 1842 г. Его
основной результат состоит в доказательстве того, что последователь-
ность эллипсоидов Якоби«ответвляется» от последовательности сферо-
идов Маклорена в точке, для которой эксцентриситет равен 0,81267. В
1856 году Дирихле приступил к решению следующей задачи: при ка-
ких условиях однородная жидкая масса, находящаяся под действием сил
взаимного притяжения ее частиц, может сохранять все время эллипсои-
дальную фигуру и иметь внутренние движения, поле скоростей которых
в инерциальной системе координат выражается линейными функция-
ми положения. В результате им было найдено новое частное решение
уравнений гидродинамики, описывающее движение однородного само-
гравитирующего эллипсоида и выведены уравнения движения частиц
жидкости в неподвижных осях. Найдены семь первых интегралов по-
лученных уравнений. Хочется отметить, что именно Дирихле указал,
что в рассматриваемой задаче речь идет об однородном линейном по-
ле скоростей. Развитие теории Дирихле получило в работе Римана. Им
получено полное решение задачи о стационарных фигурах, допустимых
при общих предположениях Дирихле. Риман сначала показал, что при
условии линейной зависимости поля скоростей от координат наиболее
общий тип движения, совместимого с условием сохранения эллипсои-
дальной формы фигуры равновесия, представляет собой суперпозицию
равномерного вращения и внутренних движений с равномерно распре-
деленной завихренностью жидкости. Так же показал, что эллипсоидаль-
ные фигуры равновесия возможны лишь в трех случаях.

Для ясности принципа, по которому производится систематически об-
зор, приведем основные формулы и уравнения, необходимые для по-
нятия сути исследования. Постановку задачи приведем в эйлеровых и
лагранжевых координатах.

Рассмотриваются уравнения идеальной газовой динамики в эйлеро-
вых переемнных [3]

~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0,

ρt + (~u · ∇)ρ+ ρ∇ · ~u = 0, (1)
St + (~u · ∇)S = 0 или pt + (~u · ∇)p+ ρa2∇ · ~u = 0,

где t, ~x = (x, y, z) — независимые переменные, ~u = (u, v, w) — скорость, p
— давление, ρ — плотность, S — энтропия, уравнение состояние p =
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f(ρ, S) замыкает систему (1), a2 = fρ — квадрат скорости звука га-
за. Если из уравнения состояния выразить энтропию S = g(ρ, p), то
a2(p, ρ) = fρ(ρ, g(p, ρ)).

Решение (1) разыскивается в виде линейного поля скоростей

~u = A(t)~x+ ~u0(t), (2)

где A(t) – трехмерная матрица, ~u0(t) – трехмерный вектор. Если ~u0 = 0,
то (2) задает решение с однородной деформацией. Если ~u0 6= 0, то со-
отношение (2) является решением с неоднородной деформацией. Пред-
ставление для функций плотности и давления общего вида.

Рассмотрим задачу в лагранжевых переменных. Лагранжевы пере-
менные t, ~ξ вводятя с помощью решения ~x = ~x(t, ~ξ) задачи Коши

d~x

dt
= A(t)~x+ ~u0(t), ~x|t=0 = ~ξ. (3)

Решение имеет представление

~x = ~x0 +M(t)~ξ, ~x0(0) = 0, M(0) = I, (4)

где I – единичная матрица.
Замечание. На самом деле понятие однородной/неоднородной де-

формации выходит из зависимости эйлеровых координат от лагранже-
вых. При ~x0 = 0 движение называется с однородной деформацией. При
~x0 6= 0 – с неоднородной деформацией.

После подставновки вида вектора ~x в (3) получим тождество линейное
по ~ξ. После приравнивания коэффициентов при ~ξ нулю получим соотно-
шения, связывающие матрицы A, M и векторы ~u0, ~x0.

M ′ = AM, ~x′0 = A~x0 + ~u0.

В лагранжевых координатах уравнения газовой динамики (1) с линей-
ным полем скоростей имеют два интеграла

ρ = ρ0(~ξ)|M |−1, S = S0(~ξ),

и сводятся к векторному уравнению

ρMT~xtt +∇ξp = 0,

где |M | – определитель матрицы M , MT – транспонированная матрица.
Таким образом, в исследованиях, которые будут включены в система-

тический обзор, главным образом интересует вид матриц A и/или M . В
зависимости от того в каких переменных решает задачу исследователь.

1 Цель исследования

Провести систематическое обобщение результатов научных исследова-
ний, содержащих точные решения уравнений механики сплошной среды
в виде линейного поля скоростей как с однородной, так и с неоднородной
деформацией. Преимущественно будем обращать внимание на работы,
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в которых явно содержится представление для матрицы линейности A
и описывается какой физический процесс данное решение описывает.

2 Материалы и методы исследования

Систематический обзор результатов исследования был проведен со-
гласно критериям PRISMA 2020 [4].

Поиск публикаций выполнен в базах данных Scopus, Научная элек-
тронная библиотека (www.elibrary.ru) и КиберЛенинка (www.cyberleninka.ru).
Так же выбор публикаций произведен в библиотеках Института матема-
тики с ВЦ УФИЦ РАН, Научная Библиотека Института математики им.
С. Л. Соболева СО РАН.

Для поиска информации в eLibrary использовался следующий запрос
в разделе "расширенный поиск": линейное поле скоростей OR однород-
ная деформация AND газовая динамика без кавычек. Поиск осуществ-
лялся в названии, в аннотации, в ключевых словах статей в журналах,
книгах и диссертациях. Дополнительными параметрами поиска служили
пункты «искать с учетом морфологии», «искать в публикациях, имею-
щих полный текст на eLibrary.ru» и «искать в публикациях, доступных
для Вас». Так же прописана тематика публикаций: математика и ме-
ханика. После получения выборки в разделе «Параметры» в тематике
оставлено только Математика и Механика. Язык публикаций: русский,
английский. Период публикаций ограничен 2024 годом. Выбраны публи-
кации изданные до 2024 года включительно.

В КиберЛенинке запрос имел вид: линейное поле скоростей однород-
ная деформация газовая динамика. Без кавычек. Так же был установлен
фильтр Математика.

В базе данных Scopus поиск производился при помощи программы
Publish or Perish по ключевым словам: uniform deformation, gas dynamics
equations. Остальные поля поиска не заполнялись.

Так же выборка статей была произведена по системе Snowballing (Backward
(обратный метод – берем список литературы в конце статьи) и Forward
(прямой метод – берем цитирующие статьи).

3 Результаты выборки

На этапе идентефикации из русскоязычных библиографических баз в
обзор включены 219 ссылки из eLibrary и 32 из КиберЛенинка. Статей
индексированных в Scopus оказалось 32. Статей, найденных по систе-
ме Snowballing было найдено 52 штук. Таким образом, в начале этапа
идентефикации всего было отобрано 335 исследований. Идентификация
статей по их названиям позволила удалить из результатов поиска 234
публикацию, которые не были релевантными основной цели обзора. Так
же проведена проверка на дублирование названий исследований. В ито-
ге было исключено 8 исследования. Результатом этапа идентификации
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явился отбор 93 публикации по теме обзора. На основе отобранных пуб-
ликаций была сформирована матрица синтеза – таблица Microsoft Exel, в
которую занесены данные об авторах публикации, название публикации,
издательство, год публикации.

На этапе скрининга отобранных публикаций было исключено 23 ис-
следования. Основной причиной исключения были несоответствия ос-
новной теме обзора (модель в исследовании не соответствует модели,
которая приведена во введении в качестве постановки задачи). В ито-
ге для рассмотрения полнотекстовых версий осталось 70 исследований
(eLibrary – 18 исследований, КиберЛенинка – 4 исследования, Scopus –
5 исследования, библиотечные источники – 43). После исключения ис-
следований, недоступных для изучения полнотекстовых версий публи-
каций их результатов (Scopus – 3 публикации), оценено на приемлемость
67 исследования. Рассматривая полные тексты исследований, было ис-
ключено 23 исследования. При этом в ходе скрининга в матрицу синтеза
были внесены уточняющие моменты исследований: выбранная система
координат, вид точного решения, какие физические явления описывает
полученное решение (при наличии), полученные результаты.

Таким образом, в итоговый систематический обзор попало 44 публика-
ции. На их основе была создана матрица синтеза, позволяющая выявить
"пробелы"в текущих знаниях, структурировать статьи в соответствии с
интересующими аспектами исследования по теме линейного поля скоро-
стей. Далее проведем статистику по выбранным публикациям.

4 Статистика и выводы

Охват публикаций состовляет 167 лет: самая рання публикация 1857
года, самая поздняя 2023 года. В таблице представлены некоторые ста-
тистические данные, которые удалось выделить после скрининга публи-
каций и представляющий наибольший научный интерес. Вот некоторые
выводы:

Большинство источников, включенных в обзор, датированы 1985–2024
гг., что свидетельствует о растущем интересе к исследуемому вопросу.
Большая часть исследований проведена в России (СССР). В публикаци-
ях удалось выделить три основные модели, которые рассмотренв автора-
ми: модель Римана (основана на сингулярном разложении матрицы M
из (4) при ~x0 = 0) [7], [34], модель Овсянникова (лагранжево представ-
ление уравнений газовой динамики и его решения (4)) и модель Юлму-
хаметовой (эйлерово представление уравнений газовой динамики и его
решения (3)) [35, 38, 39, 44], [46]- [51]. Пять работ не имеют формальных
признаков модели, так как рассматривают прикладные аспекты данного
типа движения [11], [24], [40], [42], [43].

По типу рассматриваемых сред выделены несжимаемая жидкость и
сжимаемая жидкость или газ.
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Рис. 1. Блок-схема процесса и результатов поиска источ-
ников информации
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Категория Характеристика Количество
публикаций

Год публикации

1857–1899
1900–1942
1943–1985
1985–2024

3
0
14
27

Страна проведения
исследования

Россия (СССР)
Германия

США (Корея, Англия, Китай)
Франция

33
3
5
3

Рассматриваемые модели

Модель Римана
Модель Овсянникова

Модель Юлмухаметовой
Без модели

2
27
10
5

По типу жидкости/газа Сжимаемая среда
Несжимаемая среда

34
10

5 Обсуждение

Систематический обзор литературы будем производить по дате выхо-
да статьи или книги начиная с самой ранней. Приведем краткую инфор-
мацию из каждого исследования, вошедшего в обзор.

ИменноДирихле Г.Л. [5], [6] выяснил, если во время движения жид-
кая масса сохраняет свою эллипсоидальную форму, то координаты про-
извольного элемента жидкости можно записать как линейные однород-
ные функции начальных координат. В своей работе [6] он рассматривает
случай однородной жидкости, имеющей единичную плотность. А урав-
нения гидродинамики представлены в лагранжевых координатах в слу-
чае, когда силы, действующие на жидкость, потенциальны. Решение он
разыскивает с однородной деформацией, то есть когда ~u0(t) = 0 в (2).
При этом уравнения газовой динамики свелись к системе 10 уравнений,
9 из которых являются дифференциальными уравнениями второго по-
рядка. Для такой системы найдено 7 первых интегралов: 6 интегралов
соответствуют законам сохранения завихренности и полного момента,
а седьмой интеграл – полная энергия движущийся жидкости. Указано,
что даже при наличии интегралов система очень сложна для решения,
поэтому полное решение задачи можно получить только при очень про-
стых предположениях о начальном состоянии жидкой массы. Одно из
таких предположений состоит в том, что в начале движения как форма,
так и характеристики движения полностью симметричны относительно
некоторой оси.

Рассмотрено частное решение с матрицей блочнодиагонального вида.
Это решение описывает осесимметричное движение однородного жидко-
го самогравитирующего эллипсоида с единичной плотностью.
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Большой вклад в исследование динамики жидких эллипсоидов внес
Б. Риман [7]. Он представил полное решение задачи о стационарных
фигурах, в постановке Дирихле. Показал, что при условии линейной
зависимости поля скоростей от координат наиболее общий тип движе-
ния, совместного с условием сохранения эллипсоидальной формы фигу-
ры равновесия, представляет собой суперпозицию равномерного враще-
ния и внутренних движений с равномерно распределенной завихренно-
стью жидкости. При этом уравнения движения записаны в специальном
виде (модель Римана). Так же указаны все частные решения, соответ-
ствующие движению эллипсоида без изменения формы, и исследованы
условия их существования. Этим решениям соответствует вращение эл-
липсоида вокруг оси, неподвижной в пространстве.

Изучение динамики газовых эллипсоидов с линеным полем скоростей
начинается с работы Овсянникова Л.В. [9]. В статье рассматриваются
уравнения идеальной газовой динамики для политропного газа с одно-
родной деформацией. Получено точное решение, описываемое формула-
ми:

~u = M ′M−1~x, ρ =
F (M−1~x)

|M |
, p =

G(M−1~x)

|M |γ
,

где γ – показатель адиабаты, а матрица M удовлетворяет дифференци-
альному уравнению 2-го порядка (модель Овсянникова)

MTM ′′ + |M |1−γL1 = 0

с постоянной марицей L1. Выяснено для каких матриц L1 существуют
нетривиальные решения. Найдено несколько первых интегралов дя та-
ких систем.

Используя результаты [9], Немчиновым Л.В. [10] изучен разлет
трехосного газового эллипсоида без вращения. Рассмотрены уравнения
газовой динамики в лагрнажевых переменных. Для описания движения
в регулярном режиме в статье использовано разделение переменных для
искомых функций. При этом матрица зависимости эйлеровых перемен-
ных от лагранжевых выбрана диагональная. В случае политропного газа
изучено изменение размеров трехосного эллипсоида во времени и харак-
тер его разлета на основании численных расчетов для модели.
Зельдович Я.Б. в [11] рассматривает анизатропное движение од-

нородной материи с плотностью, зависящей только от времени. Мате-
рия равномерно распределена по произвольному трехосному эллипсо-
иду. Указано, что значение следа матрицы A определяет расширение
или сжатие материи, антисимметричная часть матрицы A – вращение.
Приведено обсуждение того, что линейная зависимость скорости в свою
очередь обеспечивает поддержание однородности с течением времени.
Рассмотрено несколько частных случаев решения: сферически симмет-
ричное решение, движение без вращения, осевая симметрия. Выяснено,
что вырожденные случаи не дают примеров конечного движения, при
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котором линейные размеры и плотность всегда оставались бы конечны-
ми.

В следующих работах Овсянникова Л.В. [12, 13] рассматриваются
неустановившиеся движения идеальной несжимаемой жидкости (ρ = ρ0)
с неоднородной деформацией. Решение описывает движение массы жид-
кости, первоначально ограниченной произвольной поверхностью второго
порядка. Приведены частные случаи таких движений: плоскопараллель-
ное движение жидкости в форме полосы, плоскопараллельное движение
жидкости из начальной формы круга, пространственное осесимметрич-
ное движение массы жидкости из начальной формы шара, вихревое дви-
жение, сжатие плоского слоя, сжатие круглого цилиндра, вытягивание
иглы, разрушение иглы.
Dyson J.F. [14] рассматривает модель идеального политропного газа,

который в начальный момент времени являтся изотермическим (модель
Овсянникова). Определены константы движения: завихренность, угло-
вой момент и полная энергия. Рассмотрен специальный случай, когда
матрица M диагональная. Решение такого вида описывает свободное
расширение эллипсоидального газового облака с фиксированной ориен-
тацией. Считая, что газовое облако в начальный момент времени зани-
мает сфероид, получены асимптотические оценки изменения полуосей
эллипсоида. В результате облако, имеющее форму сигары, будет расши-
ряться до диска и наоборот.
Анисимов С.И., Лысиков Ю.И. [15] рассмотрели модель Дайсо-

на [14], в которой внутренняя энергия является однородной функцией
минус второй степени от элементов матрицы M , то есть одноатомный
газ. (Получаем модель Овсянникова с γ = 5/3) При таких условиях был
найден дополнительный интеграл. С его помощью аналитически решена
задача о расширении сфероида при отсутсвии вращения, что аналитиче-
ски подтвердило выводы Дайсона. Так же рассмотрены две двумерные
задачи. Задача о разлете бесконечного вращающегося эллиптического
цилиндра и задача о разлете кругового цилиндра.
Пухначев В.В [16] рассмотрел плоское движенмие идеальной несжи-

маемой жидкости со свободной границей. Внешние силы и поверхност-
ное натяжение отсутствуют. Математическая модель имеет вид из [12].
Найдено точное решение в случае, когда L1 = I и матрица M ′0 – ан-
тисимметричная с нулевыми диагональными элементами. Это решение
описывает вращение жидкого круга вокруг центра с постоянной угловой
скоростью.

В статье Андреева В.К. [17] точное решение уравнений сжимаемой
жидкости используется для описания движения со свободной границей.
Модель выбрана из работы Овсянникова Л.В. [9]. Для плотности, зави-
сящей только от времени, записана функция давления. Так же функция
давления записана в случае изэнтропического движения и для специаль-
ного значения констант в случае политропного газа. В последнем случае
поверхности уровня давления – есть поверхности 2-го порядка.
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В книгеБогоявленского О.И. [18] рассматриваются уравнение адиа-
батического движения идеального газа в эйлеровых переменных с одно-
родной деформацией. Получена модель аналогичная модели Овсянни-
кова Л.В. в [9] для первого случая. Но Богоявлениский О.И. переписал
эту систему в лагранжевом виде с лагранжианом, выраженным через
элементы матрицы M . И оказалось, что если поверхности постоянно-
го давления и постоянной плотности газа являются гиперболоидами, то
такие решения могут быть использованы для моделирования движений
газа типа смерчей в атмосфере. В работе приведены оценки роста сум-
мы квадратов полуосей газового эллипсоида при стремлении времени к
бесконечности. С их помощью показано, что движение эллипсоида со
свободной границей является неограниченным.

В серии работ Лаврентьевой О.М. [19, 20] рассматривалось дви-
жение конечной массы идеальной несжимаемой жидкости со свободной
границей, при котором скорости являются линейными функциями коор-
динат (однородная деформация). Рассмотрена модель Овсянникова [12]
с диагональной матрицей L1 и изучено качественное поведение реше-
ния такой модели при больших временах и специальной матрицей M .
Это решение описывает движение эллипсоида, при котором одна из по-
луосей все время остается постоянной и сохраняет свое направление,
вторая неограниченно возрастает, третья стремится к нулю при t→∞.
Показано как при помощи закона сохранения момента колличества дви-
жения у системы понижен порядок. В статье [20] при условии L1 = E
доказана неустойчивость точных решений из [12] относительно возмуще-
ний, сохраняющих момент импульса и циркуляцию. При дополнитель-
ных условиях получены точные асимптотики изменения длин полуосей
эллипсоида при больших временах.

В работе Осина А.И., Пославского С.А. [21] рассмотрена анало-
гичная задача из работы [15], но с учетом вращения. Найдено и иссле-
довано точное аналитическое решение адиабатического движения иде-
ального совершенного одноатомного газа с однородной деформацией с
матрицей M из [5] и диагональной L1 ранга 3 с равными элементами.
При исследовании решений выделено четыре случая движения враща-
ющегося газового облака:

1. Первоначально происходит сжатие газа, находившегося в состоя-
нии бесконечного разряжения. Затем возникает колебательный
режим, во время которого форма облака газа конечное число
раз переходит из "дискообразной"в "сигарообразную"и обратно.
Число оборотов облака вокруг оси вращения конечно.

2. Периодические пульсации объема газа:
• за конечное время происходит бесконечное число вырождений
попеременно в "нить"и в "блин";
• бесконечное число вырождений облака в "блин"или в "нить";
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• бесконечное число вырождений облака в "блин"или в "нить"с
учетом вращения.

3. В некоторый момент времени один раз происходит схлопывание
газового облака в точку.

4. Случай аналогичен 1 рассмотрению, но с некоторыми ограниче-
ниями:
• движение аналогично 1 случаю, но при этом степень сжатия сфе-
роида ограничена;
• движение аналогично 1 случаю, но при этом не происходит вы-
рождения в "нить".

Так же рассмотрен случай, когда в модели Овсянникова Л.В. [9] ранг
матрицы L1 равен 1 и L1 – симметричная. Это решение, содержащее
вращение и сдвиг, обобщает ранее известное решение Л.И. Седова [22]
для одномерного случая.
Пославским С.А., Шикиным И.С. [23] рассматривается модель из

работы [21], где |M(0)| = 1, матрица L1 диагональная ранга 3 с равными
элементами. МатрицаM общего вида представима как в работе Дайсона
[14] через произведение ортогональных и диагональной матриц. Найдено
новое точное решение, описывающее движение вращающегося газового
эллипсоида с сохраняющимся отношением полуосей.
Абрамян М.Г. [24] рассмотрел вращающуюся с угловой скоростью

систему отсчета, связанную с главными осями эллипсоида (угловая ско-
рость и rot~u направлены по x3), поле скоростей жидкости имеет вид

u1 = −ν a1
a2
, u2 = ν

a2
a1
, u3 = 0,

где a1, a2 – полуоси эллипсоида, ν – частота движения жидких частиц
по линиям тока. В результате обобщены S-эллипсоиды Римана с учетом
гравитации сфероидального гало и систематезированы последовательно-
сти вложенных эллипсоидов в зависимости от свойств гало. Показано,
что наличие даже самого слабого гало качественно меняет геометрию
устойчивых сферойдов.
Голубятниковым А.Н. [25] развит подход к решению задачи об оп-

тимизации по начальным данным процесса линейного ускорения тела
расширяющимся газом. Постановка задачи сводится к нахождению мак-
симально возможной скорости поршня при подходящих начальных рас-
пределениях плотности и давления газа. Точное решение имеет вид ли-
нейного поля скоростей. Найдено начальное распределение плотности.

Для модели аналогичной из [9] Овсянниковым Л.В. [26] расммат-
ривается точное решение, описывающее двумерное движение газового
цилиндра, находящегося под действием внешнего давления. Показано
существование периодического по времени решения. Политропный газ,
заполняющий круглый цилиндр, под действием периодически меняю-
щегося внешнего давления, находится одновременно во вращательном и
колебательном (по радиусу) режиме движения.
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Gaffe B. [27, 28] рассматривалась модель Овсянникова. Он показал,
что наличие завихренности в целом разрушает свойство интегрируемо-
сти для одноатомного газа в случае когда матрица M является блочно-
диагональной. Такая матрица описывает вращение вокруг неподвижной
оси трехосного эллипсоида. В работе [28] описано обобщение результатов
статьи [27] на случай, когда матрицаM не является блочнодиагональной
без завихренности, путем введения новых интегралов движения.
Голубятниковым А.Н. в более поздней статье [29] изучено решение

с однородной деформацией для адиабатического движения идеального
совершенного газа, которое найдено при изучении работы газодинамиче-
ской метательной установки. Рассмотрен случай осесимметричного рас-
пределения параметров газа для движений без закручивания. В этом
случае получено точное решение, для которого описан механизм дви-
жения газа с образованием сходящейся ударной волны. С точки зрения
приложения к описанию метательных установок рассмотрено 2 случая:
движения газа без поперечной деформации и поперечное сжатие газа с
постоянной скоростью.
Андреев В.К. в [30] рассматривает задачу нестационарного изэнтро-

пического движения газовой струи с политропным уравнением состоя-
ния. Составлена модель Овсянникова с матрицей видаM = diag(σ, σ, 1+
kt), где σ(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению второго по-
рядка из модели Овсянникова. Движение струи определяется функцией
σ(t). Дифференциальное уравнение на σ(t) сводится к задаче Коши для
уравнения Эмдена-Фаулера. Автором изучены свойства решений этого
уравнения.
Анисимовым С.И., Лукьянчуком Б.С. [31] рассматривается про-

цесс адиабатического расширения трехмерного парового облака после
лазерной абляции. Так как плотность испаряющегося материала высо-
кая, то движение пара описывается уравненями газовой динамики. Про-
стейшее решение с однородной деформацией иногда используются при
анализе эксперементальных данных по лазерному нагреванию плазмы
и лазерной абляции. Рассмотрена модель Овсянникова с диагональной
матрицей M . По результатам численных расчетов выявлено, что:
1. На поздних стадиях расширения, разлет газового облака происходит
по инерции.
2. Изучена эволюция формы облака при различных значениях адиаба-
ты.
3. Установлено, что с течением времени расширение облака происходит
быстрее в направлении большего начального градиента давления (в на-
правлении короткой оси фокального пятна). В результате напыленное
пятно, оказывается повернутым относительно фокального пятна на 90

◦ .
Это так называемый flip-over effect.

В ряде работХабирова С.В. [32,33] для дифференциально-инвариантной
подмодели газовой динамики с нулевой дивергенцией рассмотрены ре-
шения с линейным полем скоростей для плоского и пространственного
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движений. Составлена модель Овсянникова

MTM ′′ = C, MT~x′′0 = ~c, |M | = 1,

где C, ~c – постоянные. Для симметричной матрицаы C найдены функ-
ции плотности и давления. Если матрица не симметричная, то рассмат-
ривается плоский случай. При таком рассмотрении найдены функции
давления и плотности. Для C = 0 получены вид матрицы A и вектора
~x0. Записаны интегралы движения для плоского случая, когда матрица
C 6= 0.
Борисовым А.В., Мамаевым И.С., Ивановой Т.Б. [34] иссле-

дуются возможные фигуры равновесия и устойчивость жидкого несжи-
маемого самогравитирующего эллиптического цилиндра с внутренним
линейным полем скоростей. Рассматривается модель Римана. Матрица
M вида

M =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)(
a1 0
0 a2

)(
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)(
a01 0
0 a02

)−1
,

где ϕ – угол поворота цилиндра вокруг своей оси как целого в непо-
движной системе координат, ψ – угол, описывающий внутреннее движе-
ние относительно главных осей цилиндра, a1 > a2 – полуоси цилиндра,
a1a2 = const, a01, a02 – главные полуоси в начальный момент. После под-
ставновки матрицы M в модель Римана исследуются области существо-
вания решения.
Уразбахтиной Л.З. [35] рассмотрен интегрируемый случай решений

уравнений газовой динамики с линейным полем скоростей. Предполага-
ется, что уравнение состояния произвольного вида. При этом диффе-
ренциальное уравнение на матрицу A является уравнением Риккати и
интегрируется после перехода к лагранжевой модели. Записано реше-
ние матричного дифференциального уравнения в 4-х возможных случа-
ях. Найдены решения когда ускорение ~u0 = 0 и ~u0 6= 0. Выделено два
специальных случая вида квадрата скорости звука. Приведен пример
инвариантного решения, для которого выделенный объем коллапсирует
в отрезок.
Sideris T.S. [36] рассмотрел трехмерную модель идеальной жидко-

сти, окруженной вакуумом. Рассматрено существование и асимптотиче-
ское поведение движения. Для этого использована модель Овсянникова.
Приведены оценки роста диаметра области, занимаемой жидкостью для
сжимаемого и несжимаемого случаев. Исследовано асимптотическое по-
ведение решения системы в случае несжимаемого закрученного потока.

В работе Hadzic M., Jang J.J. [37] рассматривается сжимаемый, по-
литропный газ в трехмерном пространстве, расшираяющийся. На основе
модели Овсянникова получены асимптотические оценки сущестования
решения вида M = a(t) + tb, t ≥ 0, a(t), b – матрицы.
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Турцинский М.К. [38,39] рассматрел модель идеального политроп-
ного газа на равномерно вращающейся плоскости. Такие модели возни-
кают в задачах динамики атмосферы. Получена модельЮлмухаметовой
в двумерном случае с ~ω = 0 и вращением. Система обладает нетриви-
альными положениями равновесия, отвечающие осесимметричному вих-
ревому движению и сдвигу. Одно из них – это однопараметрическое по-
ложение равновесия, описываемое антидиагональной матрицей с проти-
воположными элементами. Для случая γ = 2 система сведена к одному
дифференциальному уравнению первого порядка и найдено точное ре-
шение. Решение исследовано на устойчивость в близи положения равно-
весия [38]. В том числе на интервале γ ∈ [1; 2) [39].
Хабиров С.В. [40]. Рассматриваются инвариантные решения с ли-

нейным полем скоростей, построенные на общей 3-х мерной подалгебре
переносов. В результате получено несколько видов движения: коллапс
на оси, коллапс на плоскости, "двойной коллапс"(сначала на оси в один
момент времени и на плоскости в другой момент времени). Рассмотрены
движения выделенных объемов частиц в виде параллелепипедов, кото-
рые проецируются в параллелограммы в моменты коллапса. Записаны
уравнения звуковых поверхностей для политропного газа и получено их
поведение для различных показателей адиабат.
Giron J.F., Ramsey S.D., Baty R.S. [41] рассмотрели двумерное

осесимметричное течение невязкой сжимаемой идеальной жидкости. В
описании процесса использовано уравнения Немчинова-Дайсона (модель
Овсянникова). В начальный момент облако идеального газа имеет про-
извольный эксцентриситет и распределение внутреннего состояния газа.
Газ политропный. Задано распределение скоростей. Найдены функции
плотности, давления и энтропии. Получены точные решения с однород-
ной плотностью. Все полученные решения образуют класс равномерно
расширяющихся и сжимающихся решений.
Khrabrov A.V., Kaganovich I.D., Chen J., Guo H. [42]. Численны-

ми и аналитическими методами изучена эволюция однородной одномер-
ной бесстолкновительной плазмы, возникающей между плоскими погло-
щающими стенками. Возникающий поток описывается волнами разре-
жения, которые распространяются симметрично внутрь от границ, вза-
имодействуют и в конечном итоге исчезают после пересечения. Моде-
лирование показывает, что описываемый процесс качественно напоми-
нает изоэнтропийную газовую динамику. А именно, в расширяющейся
центральной области, где взаимодействуют распространяющиеся волны
разрежения, образуется сглаженный профиль плотности с сопутствую-
щим линейным профилем скорости.

Получено аналитическое решение. Изначально газ находится в состо-
янии покоя с начальной плотностью и скоростью звука 1. При t ≤ 1
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решение имеет вид

u(t, x) =
2

γ + 1
(ξ − 1), ξ =

x

t
, ρ(t, x) =

(
2 + (γ − 1)ξ

γ + 1

) 2
γ−1

.

При γ = 1

u(t, x) = ξ − 1, ρ(t, x) = eξ−1.

Хабировым С.В. [43] найдены инвариантные и новые частные реше-
ния частично инвариантной подмодели на 3-х мерной группе Галилея.
Такие решения с линейным полем скоростей имеют точечный коллапс с
искревленными траекториями частиц. Рассмотрены примеры движения
частиц газа для некоторых моделей.
Юлмухаметова [44,45]. Модель Овсянникова только в эйлеровых пе-

ременных. Не исключены случаи решений с коллапсом частиц газа. По-
лучено 11 моделей движения газа с линйеным полем скоростей. Модели
состоят из системы основных дифференциальных уравнений на матрицу
и вектор.

A′ +A2 = S + E < ~ω >, S′ + SA+ATS = ϕ(t)S + Ψ(t),

~ω′ = A~ω − γtrA~ω, ~u′0 +A~u0 = ~v,

~v′ +AT~v + S~u0 + ~ω × ~u0 = ϕ(t)~v + ~v0(t),

где ϕ, ~v0, Ψ – функция, вектор и матрица, вид которых зависит от урав-
нения состояния модели согласно приведенной классификации [44]. По-
мимо перечисленных дифференциальных уравнений модель может со-
держать дифференциальные уравнения на функции, входящие в выра-
жения для плотности и давления.

Для некоторых моделей рассмотрены частные решения. Разлет ча-
стиц газа из точечного источника [45], радиальный разлет частиц газа
из вихря [46], коллапсирующие движения двуатомного газа [47], точные
решения, описывающие движения газа по винтовым линиям уровня с
коллапсом на геликоиде [48], движения частиц наза по спиральным тра-
екториям [49], плоский коллапс [50], схлопывание шара в иголку или
диск [51].

6 Заключение

В статье проведен систематический обзор литературы по теме линей-
ного поля скоростей. В обзоре участвовало 44 исследования. Результаты,
полученные авторами исследований, могут быть использованы для на-
хождения решений с линейным полем скоростей более сложных моделей.
Принципы, применяемые в работах ученых прошлых лет, позволяют мне
как исследователю линейного поля скоростей, понять в какую сторону
двигаться для получения новых научных результатов.

Благодарю Лакман Ирину Александровну, к.т.н., за знания и мотива-
цию, которые я получила на курсах повыщения квалификации Систе-
матичсекий обзор и метаанализ данных.
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