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Abstract: It is well known that Boolean functions have a number
of di�erent hidden structures. Some structures are of signi�cant
theoretical interest. In particular, the structures associated with
the phase transition reveal important properties of the solution
space of Boolean functions. Many structures are extensively used
by various heuristic algorithms to prove satis�ability of Boolean
functions. Among others, we can mention such structures as back-
doors, backbones, blocked clauses, asymmetric tautologies, hyper
binary resolvents, strongly connected components, bounded vari-
ables. Some structures are important in the context of quantum
computing. In particular, we can mention the Boolean hidden
shift. Typically, to e�ectively use hidden structures, we need to
�nd not only the structures themselves, but also �nd the proper
assignments for variables. In this paper, we consider the computati-
onal complexity of �nding proper assignments for variables of hid-
den structures. In particular, we consider strongly connected com-
ponents. It is well known that strongly connected components can
be easily found in a Boolean function. Nevertheless, we show that
the problem of �nding proper assignments for the variables of
strongly connected components is computationally hard.

Keywords: computational complexity, Boolean function, hidden
structures, strongly connected component.
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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé � îáøèðíàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ äàâíî è èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ è èìååò øèðîêèé ñïåêòð ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëî-
æåíèé [1]. Èññëåäîâàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ïîçâîëèëè âûÿâèòü áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð [42], èäåíòèôèêàöèÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò äàëüíåéøèé àíàëèç áóëåâûõ ôóíêöèé è óñòàíîâ-
ëåíèå èõ ñâîéñòâ.
Íåêîòîðûå ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿþò ñóùåñòâåííûé òåîðåòè÷åñêèé èí-

òåðåñ. Â ÷àñòíîñòè, ñòðóêòóðû, êîòîðûå àññîöèèðîâàíû ñ ôàçîâûì ïå-
ðåõîäîì âñêðûâàþò âàæíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé áóëåâûõ
ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 5]. Ôàçîâûé ïåðåõîä õàðàêòåðåí äëÿ ìíî-
ãèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì [6, 7, 8]. Íåäàâíî äîêàçàííàÿ ïîðîãîâàÿ ãèïîòåçà
îïèñûâàåò çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé â îáëàñòè ôàçî-
âîãî ïåðåõîäà [9, 10, 11, 12]. Â ðàáîòàõ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ïðî-
áëåìû âûïîëíèìîñòè è ïðîáëåìû êîììèâîÿæåðà èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü
ìåæäó ôàçîâûì ïåðåõîäîì è ÿâëåíèåì çàìîðàæèâàíèÿ ïåðåìåííûõ [13,
14, 15, 16], êîòîðîå ïîçäíåå áûëî ôîðìàëèçîâàíî êàê îäíà èç ñêðûòûõ
ñòðóêòóð: õðåáòû [17, 18, 19]. Õðåáòû îáúÿñíÿþò ïðèíöèïèàëüíî âàæíóþ
àíîìàëèþ â ïîâåäåíèè áóëåâûõ ôóíêöèé â îáëàñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà:
õîòÿ ñðåäíîå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîèñê ðåøåíèÿ äëÿ ïðîáëåìû
âûïîëíèìîñòè ðîñòóò ëèíåéíî ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ,
äëÿ íåáîëüøîé äîëè áóëåâûõ ôóíêöèé íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé
ðîñò çàòðàò [20], ÷òî îáóñëîâëåíî ïðèñóòñòâèåì õðåáòîâ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ áóëåâûõ ôóíêöèÿõ [18].
Íåêîòîðûå ñòðóêòóðû âàæíû â êîíòåêñòå êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Â

÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì óïîìÿíóòü áóëåâ ñêðûòûé ñäâèã [21]. Èñïîëüçîâà-
íèå ñêðûòîé ïîäãðóïïû [22] ëåæèò â îñíîâå ýôôåêòèâíîñòè ðÿäà êâàíòî-
âûõ àëãîðèòìîâ [23, 24, 25, 26]. Ïðîáëåìà áóëåâà ñêðûòîãî ñäâèãà ÿâëÿ-
åòñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ïðîáëåìû ñêðûòîé ïîäãðóïïû äëÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé [21].
Ìíîãèå ñêðûòûå ñòðóêòóðû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè ýâ-

ðèñòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ
ôóíêöèé. Ñðåäè ïðî÷èõ ìû ìîæåì óïîìÿíóòü òàêèå ñòðóêòóðû, êàê áýê-
äîðû [27, 28, 29], õðåáòû [30, 31, 32], áëîêèðîâàííûå äèçúþíêöèè [33],
àñèììåòðè÷íûå òàâòîëîãèè [33, 34], ãèïåðáèíàðíûå ðåçîëüâåíòû [33, 35],
ñèëüíî ñâÿçàííûå êîìïîíåíòû [36, 37, 38], îãðàíè÷åííûå ïåðåìåííûå
[33].
Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü âûÿâ-

ëåíèÿ èõ ïðèñóòñòâèÿ è íàõîæäåíèÿ â ÿâíîì âèäå ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåòñÿ. Íåêîòîðûå ñêðûòûå ñòðóêòóðû ñðàâíèòåëüíî ëåãêî îáíàðóæèòü
è íàéòè â ÿâíîì âèäå. Äëÿ íåêîòîðûõ ñòðóêòóð âîïðîñ î ïðèñóòñòâèè
ýòèõ ñòðóêòóð â áóëåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíûì. Ê
÷èñëó âû÷èñëèòåëüíî òðóäíûõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð îòíîñÿòñÿ áýêäîðû è
õðåáòû. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áýêäîðîâ èññëåäîâàëñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ



Î ÑÊÐÛÒÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐÀÕ ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 3

ïàðàìåòðè÷åñêîé ñëîæíîñòè [39]. Õîòÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëü-
íûõ áýêäîðîâ äëÿ õîðíîâñêèõ áýêäîðîâ è áýêäîðîâ â 2-êîíúþíêòèâíîé
íîðìàëüíîé ôîðìå ðàçðåøèìà ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì, ïðîáëåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ áýêäîðîâ ÿâëÿåòñÿ W [2]-òðóäíîé äëÿ ýòèõ áýêäî-
ðîâ [39]. Áåç ôèêñàöèè ïàðàìåòðà îáå ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè
[39]. Äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà áýêäîðîâ â ðàáîòå [40] ïîêàçàíî, ÷òî
ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ áýêäîðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî NP-òðóäíîé
è co-NP-òðóäíîé. Â ïðåäïîëîæåíèè P ̸= NP â ðàáîòå [41] ïîêàçàíî, ÷òî
íå ñóùåñòâóåò àïïðîêñèìàöèîííîé ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ áû ãàðàíòèðîâà-
ëà íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî õðåáòà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé F è äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî β, 0 < β < 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(F , β) ÿçûê, ñîñòàÿùèé èç âñåõ
áóëåâûõ ôóíêöèé f , f ∈ F , òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò õðåáåò S, S ⊆ V (f),
óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó |S| ≥ β|V (f)|. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ÷èñëà β, 0 < β < 1, ñóùåñòâóåò ãåíåðèðóåìîå çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé F òàêîå, ÷òî ÿçûê L(F , β) ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíûì [42].
Îáû÷íî äëÿ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñêðûòûõ ñòðóêòóð ìû íóæ-

äàåìñÿ â íàõîæäåíèè íå òîëüêî ñàìèõ ñòðóêòóð, íî è íàõîæäåíèè ïðà-
âèëüíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Áîëåå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìû òî÷-
íî çíàåì, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
òèïè÷íî äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ çàùèòîé èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, ïðè
àòàêå íà îñíîâå ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè íà çàùèùåííóþ àïïàðàòíóþ
÷àñòü ìû çíàåì, ÷òî êëþ÷ ñóùåñòâóåò, íàì íåîáõîäèìî åãî íàéòè (ñì., íà-
ïðèìåð, [44]). Âîññòàíîâëåíèå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ õåø-ôóíêöèè åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåò èõ ñóùåñòâîâàíèå (ñì., íàïðèìåð, [45]).
Èíôîðìàöèÿ îá àíàëèçèðóåìîé áóëåâîé ôóíêöèè ìîæåò âêëþ÷àòü íå
òîëüêî ôàêò åå âûïîëíèìîñòè. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàí-
íûõ ñ çàùèòîé îò êðèïòîàíàëèçà, ìîæíî èñõîäèòü èç íàëè÷èÿ íåêîòî-
ðûõ âïîëíå îïðåäåëåííûõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð (ñì., íàïðèìåð, [46]). Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì áûòü ïðîèíôîðìèðîâàíû äàæå î ñïîñîáå
ñîêðûòèÿ ñïåöèôè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ñì., íàïðèìåð, [47]). Â ýòèõ ñëó÷à-
ÿõ äëÿ çàâåäîìî âûïîëíèìîé ôóíêöèè ñ èçâåñòíûìè ñòðóêòóðàìè íàì
íåîáõîäèìî íàéòè êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ýòèõ ñòðóêòóð.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òðóäíîñòü íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

íå âñåãäà íàïðÿìóþ êîððåëèðóåò ñ òðóäíîñòüþ îáíàðóæåíèÿ ñêðûòûõ
ñòðóêòóð. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå õðåáòîâ òðóäíîé ÿâëÿåòñÿ êàê çàäà÷à
îáíàðóæåíèÿ õðåáòîâ [41, 42], òàê è çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé äëÿ
èõ ïåðåìåííûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîòÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëü-
íûõ áýêäîðîâ äëÿ õîðíîâñêèõ áýêäîðîâ è áýêäîðîâ â 2-êîíúþíêòèâíîé
íîðìàëüíîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, ïðèñóòñòâèå ñèëüíûõ áýêäî-
ðîâ îáåñïå÷èâàåò ïðîáëåìå âûïîëíèìîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-
öèé ðàçðåøèìîñòü ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì [39].
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Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü íàõîæ-
äåíèÿ ïðàâèëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ïåðåìåííûõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð. Â ÷àñò-
íîñòè, ìû ðàññìàòðèâàåì ñèëüíî ñâÿçàííûå êîìïîíåíòû. Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî ñèëüíî ñâÿçàííûå êîìïîíåíòû ìîãóò áûòü ëåãêî íàéäåíû â
áóëåâîé ôóíêöèè. Òåì íå ìåíåå, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðîáëåìà íàõîæäå-
íèÿ ïðàâèëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçàííûõ êîìïîíåíò
ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíîé.

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn), çàâèñÿùåé îò
ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëåíà
â k-êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, åñëè ôóíêöèÿ f èìååò âèä

∧m
i=1Ci, (1)

ãäå äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé íå áîëåå
k ëèòåðàëîâ, ò.å.

Ci = ∨pi
j=1ui,j , (2)

ui,j ∈ {x1, x2, . . . , xn,¬x1,¬x2, . . . ,¬xn},

pi ≤ k. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèòåðàëà u áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u ãðà-
ôè÷åñêè ðàâåí ¬¬u. Åñëè êîíêðåòíîå çíà÷åíèå k íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì, òî âìåñòî k-êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû ìû áóäåì ãîâîðèòü
ïðîñòî î êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.
Ãðàôîì èìïëèêàöèé [48] áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) â êîíú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô
Gf ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

Vf = {x1, x2, . . . , xn,¬x1,¬x2, . . . ,¬xn}

è ìíîæåñòâîì ðåáåð Ef . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Ef ñîäåðæèò
ðåáðà (¬ui,1, ui,2) è (¬ui,2, ui,1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ci = ui,1 ∨
ui,2 è ëèòåðàëû ui,1 è ui,2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì. Êðîìå
ïàð ðåáåð (¬ui,1, ui,2) è (¬ui,2, ui,1), ìíîæåñòâî Ef ðåáåð íå ñîäåðæèò. Â
÷àñòíîñòè, äèçúþíêöèè, ñîäåðæàùèå áîëüøå äâóõ ëèòåðàëîâ èëè òîëüêî
îäèí ëèòåðàë, â ôîðìèðîâàíèè ìíîæåñòâà ðåáåð íå ó÷àñòâóþò.
Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

äâóõ âåðøèí u è v ñóùåñòâóþò ïóòü ïî ðåáðàì èç âåðøèíû u â âåðøèíó
v è ïóòü èç âåðøèíû v â âåðøèíó u [49]. Ïóñòü G = (V,E) � îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí, ïîëàãàÿ,
÷òî âåðøèíû u è v èç ìíîæåñòâà V ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò ïóòü
ïî ðåáðàì èç âåðøèíû u â âåðøèíó v è ïóòü èç âåðøèíû v â âåðøèíó u.
Ýòî îòíîøåíèå çàäàåò ìíîæåñòâî

{Vi | 1 ≤ i ≤ n}
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ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{Gi = (Vi, Ei) | 1 ≤ i ≤ n,Ei = {(u, v) ∈ E | u ∈ Vi, v ∈ Vi}}

ïîäãðàôîâ ãðàôà G. Êàæäûé ãðàô Gi ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì è íå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäãðàôîì íèêàêîãî ñèëüíî ñâÿçíîãî ïîäãðàôà
ãðàôà G. Ñëåäóÿ [49], ãðàôû Gi áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî ñâÿçíûìè êîì-
ïîíåíòàìè ãðàôà G.

2 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ

Íàõîæäåíèå ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïîëåç-
íûì ïðè àíàëèçå áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïî ïîñòðîåíèþ ñèëüíî ñâÿçíûå êîì-
ïîíåíòû îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâà ëèòåðàëîâ, ïðèíèìàþùèõ îäíî è òî æå
çíà÷åíèå. Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà îäíó ïåðåìåí-
íóþ, ìîæíî ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåáîðà.
Êðîìå òîãî, íàõîæäåíèå ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñóùåñòâåííî ïîâû-
øàåò ýôôåêòèâíîñòü ðÿäà äðóãèõ ìåòîäîâ àíàëèçà áóëåâûõ ôóíêöèé.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê ìåòîäó çîíäèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè íåóäà÷-
íîãî ëèòåðàëà (ñì. [33, 50, 51]). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíò ïðîèçâîëüíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G õîðîøî èçâåñòåí ðÿä
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ [49, 52, 53]. Ó÷èòûâàÿ ëåãêîñòü îáíàðóæåíèÿ,
ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå áóëåâûõ
ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [54, 55, 56]). Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ
ðàçëè÷íûõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð èõ îáíàðóæåíèå èìååò ñóùåñòâåííî ðàç-
ëè÷íûå ïîñëåäñòâèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà áóëåâûõ ôóíêöèé. Íàïðè-
ìåð, îáíàðóæåíèå íåêîòîðûõ áýêäîðîâ äàåò ñðàâíèòåëüíî ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé [39]. Ïðåîáðàçîâàíèå áóëåâûõ ôóíêöèé ê êîíúþíê-
òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ñîäåðæàùåé äèçúþíêöèè èç îäíîãî ëèòåðà-
ëà, àâòîìàòè÷åñêè óñòàíàâëèâàåò çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèòåðàëîâ.
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû íå ñòîëü ýôôåêòèâíû:
èõ îáíàðóæåíèå íå âåäåò ê íåïîñðåäñòâåííîìó íàõîæäåíèþ çíà÷åíèé
êàêèõ-ëèáî ïåðåìåííûõ.
Â îáùåì ñëó÷àå ïîèñê çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïî-

íåíò ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
ïåðåìåííûå ìîãóò ïðèíèìàòü åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå; äîêàçàòåëüñòâî òî-
ãî, ÷òî äëÿ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòû âîçìîæíî ñâîáîäíîå
íàçíà÷åíèå, ò.å. âûïîëíèìîñòü áóëåâîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò âûáîðà
îáùåãî çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåí-
òû. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ
ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòüþ õðåáòà. Ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ èõ
çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíîé [43]. Ðåøåíèå âîïðîñà î ñâî-
áîäíîì íàçíà÷åíèè òîæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Çàäà÷à âûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòè ñâîáîäíîãî íàçíà÷å-
íèÿ äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ÿâëÿ-
åòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü áóëåâó ôóíêöèþ

h(x) ∧ (x ∨ f), (3)

ãäå h(x) � ñèëüíî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ x, à
f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ îáùèõ ïåðåìåííûõ ñ h(x). Åñëè
ôóíêöèÿ f âûïîëíèìîé íå ÿâëÿåòñÿ, òî âûïîëíèìîñòü ôóíêöèè (3) òðå-
áóåò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî x = 1. Ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîì ñëó-
÷àå ñâîáîäíîå íàçíà÷åíèå äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû h(x) íåâîçìîæíî. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âûïîëíè-
ìîé, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âûáîð çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x ñâîáîäíûì: ýòî
îãðàíè÷èâàåò âûáîð çíà÷åíèé äëÿ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f , íî íå âûâî-
äèò íàñ çà ðàìêè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ôóíêöèè (3).
Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòü ñâîáîäíîãî íàçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííîé x
ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôóíêöèè f . □

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 1, êàê è ðåçóëüòàò [43], íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîèñêà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ïîñêîëüêó ýòè ðåçóëüòàòû íå âûâîäÿò íàñ
çà ðàìêè òðóäíîñòè èñõîäíîé çàäà÷è: ìû ïðîñòî îäíó òðóäíóþ çàäà÷ó
ñâîäèì ê äðóãîé, èìåþùåé àíàëîãè÷íóþ òðóäíîñòü. Îäíàêî â êîíòåêñòå
èñïîëüçîâàíèÿ êîíêðåòíîãî ðåøàòåëÿ ðåøåíèå âîïðîñà î ñâîáîäíîì íà-
çíà÷åíèè ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî òðóäíåå, ÷åì âîïðîñà âûïîëíèìîñòè
èñõîäíîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî áëèçêèå ïî âèäó
ôóíêöèè (¬x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬y) è (x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬y) èìåþò ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà (ñì., íàïðèìåð, [57]).
Ïðåäïîëàãàÿ ñâîáîäó âûáîðà íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ, ìû, âîîáùå ãî-

âîðÿ, îãðàíè÷èâàåì ñâîáîäó âûáîðà äðóãèõ ïåðåìåííûõ, ÷òî ìîæåò èìåòü
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ïîñëåäñòâèÿ. Íàïðèìåð, åñëè â ôóíêöèè x ∨ f ,
ãäå x � ïåðåìåííàÿ, à f � íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ ïåðåìåííîé x
äîïóñòèòü ñâîáîäíûé âûáîð, òî âîçìîæíîñòü ñâîáîäíîãî âûáîðà ïåðå-
ìåííûõ ôóíêöèè f áóäåò îãðàíè÷åíà. Îäíàêî ýòî îãðàíè÷åíèå � ëèøü
ñâåäåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê ïîäçàäà÷å. Åñëè æå äîïóñòèòü ñâîáîäíûé âû-
áîð äëÿ ïåðåìåííîé x â ôóíêöèè f → x, ãäå x� ïåðåìåííàÿ, à f � íåòðè-
âèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî íàì ïîòðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü âûïîëíèìîñòü
ôóíêöèè ¬f . Ñòðóêòóðà ôóíêöèè ¬f ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò
ñòðóêòóðû ôóíêöèè f , ÷òî äëÿ êîíêðåòíîãî ðåøàòåëÿ ìîæåò ñäåëàòü äî-
ïóùåíèå ñâîáîäíîãî âûáîðà äëÿ ïåðåìåííîé x íåïðèåìëåìûì. Ïîýòîìó
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýëèìèíàöèÿ èìïëèêàöèè � äîïóùåíèå ñâîáîäíîãî
âûáîðà äëÿ ïåðåìåííîé, ñòîÿùåé â çàêëþ÷åíèè èìïëèêàöèè � ñ÷èòàåòñÿ
íåäîïóñòèìîé.
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Ïðè çàïðåòå íà ýëèìèíàöèþ èìïëèêàöèè çàäà÷à âûÿñíåíèÿ âîçìîæíî-
ñòè ñâîáîäíîãî íàçíà÷åíèÿ äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû ñòàíîâèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâåííî òðóäíåå ïðî-
áëåìû âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, òðóäíîñòü ýòîé
ïðîáëåìû ìîæåò áûòü îöåíåíà êëàññîì DP, îïðåäåëÿåìûì êàê ìíîæå-
ñòâî ÿçûêîâ L = L1 ∩ L2, ãäå L1 ∈ NP, L2 ∈ co−NP (ñì. [58], ïóíêò
17.1).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè çàïðåòå íà ýëèìèíàöèþ èìïëèêàöèè çàäà÷à âû-
ÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòè ñâîáîäíîãî íàçíà÷åíèÿ äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïåðå-
ìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ DP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ áóäåò îñíîâàíî íà ñâå-
äåíèè îò ñëåäóþùåé õîðîøî èçâåñòíîé DP-ïîëíîé ïðîáëåìû (ñì., íà-
ïðèìåð, [58], òåîðåìà 17.1).
SAT-UNSAT.
Äàíî: Áóëåâû ôóíêöèè f è g, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â

êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ïðè÷åì êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåð-
æèò ïî òðè ëèòåðàëà.
Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïîëíèìà, à ôóíêöèÿ g âûïîë-

íèìîé íå ÿâëÿåòñÿ?
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå áóëåâûõ ôóíêöèè f è g òàêèå, ÷òî f è g

íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç ôóíêöèé f è g ïðåäñòàâëåíà
â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèè f è g ðàñ-
ñìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ

s(f, g) = h(x, y) ∧ (x ∨ f) ∧ (g → y) (4)

òàêóþ, ÷òî h(x, y) � ñèëüíî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà, ñîäåðæàùàÿ ýêâèâà-
ëåíòíûå ïåðåìåííûå x è y, ôóíêöèè f , g è h ïîïàðíî íå èìåþò îáùèõ
ïåðåìåííûõ. Äëÿ âûïîëíèìîñòè ôóíêöèè (4) ñèëüíî ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-
òà h(x, y) òðåáóåò ëèøü âûáîðà îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ
ïåðåìåííûõ x è y. Åñëè ôóíêöèÿ f âûïîëíèìîé íå ÿâëÿåòñÿ, òî âû-
ïîëíèìîñòü ôóíêöèè (4) òðåáóåò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî x = 1.
Ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå ñâîáîäíîå íàçíà÷åíèå äëÿ ýêâèâàëåíò-
íûõ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòû h(x, y) íåâîçìîæíî. Åñëè
ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âûáîð çíà÷å-
íèÿ ïåðåìåííîé x ñâîáîäíûì: ýòî îãðàíè÷èâàåò âûáîð çíà÷åíèé äëÿ ïå-
ðåìåííûõ ôóíêöèè f , íî íå âûâîäèò íàñ çà ðàìêè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
âûïîëíèìîñòè äëÿ ôóíêöèè (3). Àíàëîãè÷íî, åñëè ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíèìîé, òî âûáîð çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé y îãðàíè÷åí çíà÷åíèåì g:
ïîèñê îïðîâåðãàþùåãî íàáîðà çíà÷åíèé äëÿ ôóíêöèè g ìîæåò âåñòè ê
ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ ïîèñêà. Åñëè ôóíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ âûïîë-
íèìîé, òî âûáîð çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé y ìîæíî ñ÷èòàòü ñâîáîäíûì. Ó÷è-
òûâàÿ òî, ÷òî â ïðîáëåìå SAT-UNSAT ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ ôóíêöèé
f è g ìîæíî ñ÷èòàòü íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ, ïðè çàïðåòå íà ýëèìèíàöèþ
èìïëèêàöèè çàäà÷à âûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòè ñâîáîäíîãî íàçíà÷åíèÿ äëÿ
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ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòû òðåáóåò ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû SAT-UNSAT, ò.å. ÿâëÿåòñÿ DP-òðóäíîé. □

Õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå ïîèñê çíà÷åíèé äëÿ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíîé çàäà÷åé, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ìû ìîæåì ðàñïîëàãàòü èíôîðìàöèåé î çíà÷åíèÿõ íåêîòîðûõ ïåðåìåí-
íûõ. Íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü âûÿâëåíû â ðåçóëüòàòå àíàëèçà
äðóãèìè ìåòîäàìè, çíàíèå çíà÷åíèé ìîæåò áûòü ïðåäïîëîæåíèåì ïðè
ïîèñêå ãðóáîé ñèëîé. Îäíàêî çíàíèå çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ
íå îçíà÷àåò, ÷òî èõ ïîäñòàíîâêà â áóëåâó ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì äåéñòâèåì äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà: â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ áîëåå òðóäíàÿ äëÿ àíàëèçà ôóíêöèÿ.
Ïðè àíàëèçå áóëåâûõ ôóíêöèé íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðàâëåíû
íà ôîðìèðîâàíèå ñêðûòûõ ñòðóêòóð çàäàííîãî òèïà â ÿâíîì âèäå, à
íåêîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óäàëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð. Ýòî
îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðèñóòñòâèå ìíîãèõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð ìîæåò áûòü
êàê ïîëåçíûì, òàê è âðåäíûì. ßðêèì ïðèìåðîì òàêîé ñêðûòîé ñòðóêòó-
ðû ÿâëÿþòñÿ áëîêèðîâàííûå äèçúþíêöèè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýëèìè-
íàöèÿ áëîêèðîâàííûõ äèçúþíêöèé âåäåò ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðåøàòåëÿ [59, 60, 61]. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ äîáàâëå-
íèå áëîêèðîâàííûõ äèçúþíêöèé ïîâûøàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåøàòå-
ëÿ [62, 63]. Áîëåå òîãî, äîáàâëåíèå áëîêèðîâàííûõ äèçúþíêöèé ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó óìåíüøåíèþ êðàò÷àéøåãî îïðîâåðæå-
íèÿ ôîðìóëû [64, 65]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f íàëè÷èå
áëîêèðîâàííûõ äèçúþíêöèé ìîæåò áûòü ïîëåçíî, à äëÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèè g ïðèñóòñòâèå áëîêèðîâàííûõ äèçúþíêöèé ìîæåò áûòü íåæåëàòåëü-
íûì. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðåîáðàçîâàíèå, íàïðèìåð, áóëåâîé ôóíêöèè f ∧g
ïîòðåáóåò ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà âñòðå÷íîì èñïîëüçîâàíèè äîáàâëå-
íèÿ è ýëèìèíàöèè. Çàìåòèì, ÷òî âûðàáîòêà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè äëÿ
áëîêèðîâàííûõ äèçúþíêöèé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [66]. Ñèëüíî ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó òàêèõ ñòðóêòóð. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýëè-
ìèíàöèÿ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé è óïðîùàåò ïåðåáîð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââåäå-
íèå ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ è, ñîîòâåòñòâåííî, äîáàâëåíèå ñèëüíî
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ îáùåé ñòðóêòó-
ðû áóëåâîé ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ïëàíàðíûõ ôîðìóë.
Â îáùåì ñëó÷àå áóëåâà ôóíêöèÿ f ìîæåò èìåòü íåêîòîðîå ïîäìíîæå-

ñòâî ïåðåìåííûõX = ∪i∈IXi, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ ïåðå-
ìåííûõ Xi ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Gi, i ∈ I, ãðàôà Gf , äëÿ êîòîðûõ
âîçìîæíà ýëèìèíàöèÿ ïîñðåäñòâîì íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, è
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ Y , äëÿ êîòîðûõ ïîÿâëåíèå ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò íå ÿâëÿåòñÿ æåëàòåëüíûì. Îáû÷íî ó íàñ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü âûäåëÿòü ìíîæåñòâà X è Y è ðàññóæäàòü îá èõ ñâîéñòâàõ â òîì
ñëó÷àå, êîãäà àíàëèçèðóåìàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áîëåå
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îáùåé ôóíêöèè g, íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîòîðîé íàì èçâåñòíû. Ãîâîðÿ î
òîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ âîçìîæíà ýëèìèíàöèÿ ïîñðåäñòâîì
íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ó íàñ åñòü
íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ â ÿâíîì âèäå. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ çíà÷åíèå íåêîòîðîé ïåðåìåííîé, ìû ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ è ýêâèâà-
ëåíòíûõ ïåðåìåíííûõ. Ïîýòîìó ìû ïîëíîñòüþ ýëèìèíèðóåì íåêîòîðóþ
ñèëüíî ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû ñîñòîÿò òîëüêî èç
ýêâèâàëåíòíûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî ïðè ýòîì ïðåîáðàçóåòñÿ âñÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ f . Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íîâûå
ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èëè íîâûå ïåðåìåííûå â óæå ñóùåñòâóþùèõ
êîìïîíåíòàõ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî âåäåò ê ñóùåñòâåííîìó óïðîùå-
íèþ èëè äàæå ïîëíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè, â íåêîòîðûõ ê
íåæåëàòåëüíûì ïîñëåäñòâèÿì. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíîé ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.
MS.
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f ñ ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ V . Ìíîæåñòâî

X = ∪i∈IXi ⊆ V ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Gi, i ∈ I,
ãðàôà Gf , äëÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàéäåíî çíà÷åíèå. Ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ Y ⊆ V . Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî Z = ∪j∈J⊆IXj ⊆ X òàêîå,

÷òî |Z| ≥ n, ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Z
íè îäíà ïåðåìåííàÿ ìíîæåñòâà Y íå ïîïàäàåò â ñèëüíî ñâÿçíûå êîì-
ïîíåíòû ãðàôà Gf?

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðîáëåìà MS ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Z,
ÿâëÿþùååñÿ ïîòåíöèàëüíûì ðåøåíèåì ïðîáëåìûMS äëÿ áóëåâîé ôóíê-
öèè f . Òîãäà ìû ìîæåì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàéòè çíà÷åíèÿ âñåõ
ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Z, ïîäñòàâèòü íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ôóíê-
öèþ f è îñóùåñòâèòü óïðîùåíèå: åñëè ëèòåðàë ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0,
òî ëèòåðàë óäàëÿåòñÿ èç äèçúþíêöèè; ïðè åäèíè÷íîì çíà÷åíèè ëèòåðàëà
óäàëÿåòñÿ âñÿ äèçúþíêöèÿ. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì, íàïðèìåð, èñïîëü-
çóÿ àëãîðèòì [49], âû÷èñëèòü ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïîëó÷åííîé
áóëåâîé ôóíêöèè è âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæàò ëè ïåðåìåííûå ìíîæåñòâà
Y êàêîé-ëèáî ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå. Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìàMS
ïðèíàäëåæèò êëàññó NP.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîñòè ïðîáëåìû MS ìû ðàññìîòðèì ïðîáëå-

ìó òî÷íîãî ïîêðûòèÿ 3-ìíîæåñòâàìè, êîòîðóþ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
X3C.
Äàíî: Íàòóðàëüíîå ÷èñëî q. Ìíîæåñòâî U òàêîå, ÷òî |U | = 3q.

Ñåìåéñòâî M ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà U òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî S ∈
M âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |S| = 3.
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Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî ñåìåéñòâî M ñîäåðæèò òî÷íîå ïîêðûòèå
ìíîæåñòâà U , ò.å. òàêîå ñåìåéñòâî M ′ ⊆ M , ÷òî U = ∪S∈M ′S è
|M ′| = q?
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà X3C ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé (ñì., íà-

ïðèìåð, [58], ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 9.9). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èñõîäíûõ
äàííûõ (q, U,M) ïðîáëåìû X3C îïðåäåëèì íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ
f(q, U,M). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

M = {M1,M2, . . . ,Mp}. (5)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p > 1, q > 1.
Íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X ∪ Y , ãäå

Y = {y[1], y[2]} (6)

X = {x[Ms, i] | 1 ≤ s ≤ p, 1 ≤ i ≤ p3} ∪
{x[Ms,Mt] | 1 ≤ s ≤ p, 1 ≤ t ≤ p, s ̸= t}, (7)

ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå áóëåâû ôóíêöèè:

gs = (¬x[Ms, p
3] ∨ x[Ms, 1]) ∧

(∧1≤i<p3(¬x[Ms, i] ∨ x[Ms, i+ 1])) ∧
(∧s ̸=t,Ms∩Mt ̸=∅,1≤t≤p(¬x[Ms, 1] ∨ x[Ms,Mt]) ∧

(¬x[Ms,Mt] ∨ x[Ms, 1])), (8)

hs,t = (¬y[1] ∨ y[2] ∨ x[Ms,Mt] ∨ x[Mt,Ms]) ∧
(¬y[2] ∨ y[1] ∨ x[Ms,Mt] ∨ x[Mt,Ms]), (9)

f(q, U,M) = (∧1≤s≤pgs) ∧ (∧s ̸=t,1≤s≤p,1≤t≤phs,t). (10)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (6) è (7), ìíîæåñòâà X è Y íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðåìåí-
íûõ V áóëåâîé ôóíêöèè f(q, U,M) ðàâíî X ∪ Y . Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà
(8) � (10), ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôóíêöèè gs çàäàþò ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïî-
íåíòû. Ñîîòâåòñòâåííî,

X = ∪1≤s≤pXs, (11)

Xs = {x[Ms, i] | 1 ≤ i ≤ p3} ∪
{x[Ms,Mt] | 1 ≤ t ≤ p, s ̸= t,Ms ∩Mt ̸= ∅}. (12)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðåìåííûå ìíîæåñòâà X ìîãóò ïðèíèìàòü
òîëüêî çíà÷åíèå 0. Ïóñòü n = p3q.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Z òàêîå, ÷òî |Z| ≥ n, ïðè

ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Z íè îäíà ïåðåìåííàÿ
ìíîæåñòâà Y íå ïîïàäàåò â ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Èç ñîîòíîøåíèÿ
(11) ñëåäóåò, ÷òî

Z = Xj1 ∪ · · · ∪Xjk , (13)
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ãäå k ≤ p. Íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
r, 1 ≤ r ≤ k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Xjr | ≤ P 3 + p. Â ñèëó ñîîòíîøå-
íèÿ (13) îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |Z| ≤ k(P 3 + p). Ïîýòîìó â ñèëó
ñîîòíîøåíèé n = p3q, |Z| ≥ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p3q ≤ k(P 3 + p).
Ñëåäîâàòåëüíî, k ≥ q. Òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
èç ìíîæåñòâà Z íè îäíà ïåðåìåííàÿ ìíîæåñòâà Y íå ïîïàäàåò â ñèëüíî
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, äëÿ ëþáûõ s è t òàêèõ, ÷òî s ̸= t, Ms ∩ Mt ̸= ∅,
1 ≤ s ≤ p, 1 ≤ t ≤ p, ëèáî Xs ̸⊆ Z, ëèáî Xt ̸⊆ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, ñå-
ìåéñòâî M ñîäåðæèò òî÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà U . Â ÷àñòíîñòè, ìû
ìîæåì âçÿòü â êà÷åñòâå M ′ ìíîæåñòâî

Mj1 ∪ · · · ∪Mjk .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñåìåéñòâî M ñîäåðæèò òî÷íîå ïîêðûòèå
ìíîæåñòâà U . Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5) ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî

M ′ = Mj1 ∪ · · · ∪Mjq .

Òîãäà â êà÷åñòâå Z ìû ìîæåì âçÿòü ìíîæåñòâî

Xj1 ∪ · · · ∪Xjq .

Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî M ñîäåðæèò òî÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ôóíêöèè f(q, U,M) ñóùåñòâóåò ëè
ìíîæåñòâî Z =⊆ X òàêîå, ÷òî |Z| ≥ n è ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííûõ èç ìíîæåñòâà Z íè îäíà ïåðåìåííàÿ ìíîæåñòâà Y íå ïîïàäàåò
â ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Îòñþäà â ñèëó NP-ïîëíîòû ïðîáëåìû
X3C âûòåêàåò NP-òðóäíîñòü ïðîáëåìû MS. □

3 Ìàøèíû Òüþðèíãà äëÿ êëàññà TFNP

Ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåíèé 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî íàõîæäåíèå çíà÷å-
íèé äëÿ ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíååò ìîæåò áûòü íå ìåíåå
òðóäíûì, ÷åì ðåøåíèå ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè. Áîëåå òîãî, íåêîòî-
ðîå óñëîæíåíèå óñëîâèÿ àíàëèçà áóëåâîé ôóíêöèè ìîæåò ñäåëàòü çà-
äà÷ó íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñóùåñòâåííî áîëåå òðóäíîé, ÷åì
ïðÿìîå ðåøåíèå ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå èç-
âåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ äðóãèõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð
[39, 40, 41, 42, 43]. Îäíàêî âñå ýòè ðåçóëüòàòû, çà èñêëþ÷åíèåì [43], îò-
íîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà àíàëèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òåîðåòè÷åñêè ìîæåò è
íå âûïîëíÿòüñÿ, ò.å. íå èìåþò ñèëû äëÿ êëàññà TFNP, ñîñòîÿùåãî èç
ïðîáëåì, êîòîðûå âñåãäà èìåþò ðåøåíèå.
Îïðåäåëåíèå êëàññà TFNP îïèðàåòñÿ íà êëàññ FNP. Îáû÷íî îïðå-

äåëåíèå êëàññà FNP ââîäèòñÿ ÷åðåç îïðåäåëåíèå êëàññà NP íà îñíîâå
ïðîâåðî÷íîãî îòíîøåíèÿ. Ñîãëàñíî [67], ïðîâåðî÷íîå îòíîøåíèå � ýòî
áèíàðíîå îòíîøåíèå R ⊆ Σ∗ × Π∗ äëÿ íåêîòîðûõ àëôàâèòîâ Σ è Π.
Ïðîèçâîëüíîìó ïðîâåðî÷íîìó îòíîøåíèþ R ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå ÿçûê LR = {x#y | R(x, y)} íàä àëôàâèòîì Σ ∪ Π ∪ {#}, ãäå
# /∈ Σ. Ãîâîðÿò, ÷òî îòíîøåíèå R âû÷èñëèìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,
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åñëè LR ∈ P [67]. ßçûê L íàä àëôàâèòîì Σ ïðèíàäëåæèò êëàññó NP
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k è âû÷èñëè-
ìîå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðî÷íîå îòíîøåíèå R òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ Σ∗ ñëîâî x ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò y, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì |y| ≤ |x|k è R(x, y) [67]. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà L ∈ NP ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîáëåìó FL, òðå-
áóþùóþ íà âõîä x ∈ Σ∗ îòâåòèòü �Íåò�, åñëè x /∈ L, è íàéòè y ∈ Π∗, åñëè
x ∈ L. Ñîîòâåòñòâåííî, êëàññ FNP ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî
{FL | L ∈ NP} (ñì. [58], ãëàâà 10). Ôîðìàëüíî êëàññ TFNP îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ïîäêëàññ êëàññà FNP, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïðîáëåì èìåþùèõ
ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ èñõîäíûõ äàííûõ (ñì. [58], ãëàâà 10).
Òðàäèöèîííî çàäà÷è êðèïòîãðàôèè è áîëüøèíñòâà äðóãèõ ïðèëîæå-

íèé, ñâÿçàííûõ ñ çàùèòîé èíôîðìàöèè, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ðåøåíèå èìå-
åòñÿ âñåãäà, ò.å. îòíîñÿòñÿ ê êëàññó TFNP. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ òàêèõ
çàäà÷ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñòåí ëèøü ðåçóëüòàò [43]. Õîòÿ ðåçóëü-
òàò [43] ïîëó÷åí òîëüêî äëÿ õðåáòîâ, îí ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí è íà
ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, è íà ðÿä äðóãèõ ñêðûòûõ ñòðóêòóð. Îäíàêî
ðåçóëüòàò [43] ñïðàâåäëèâ ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè P ̸= NP∩ co-NP, ò.å.
äàæå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà P ̸= NP íå ãàðàíòèðóåò òðóäíîñòè
íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â êëàññå TFNP. Îòñóòñòâèå áîëåå
ñèëüíîãî îáîñíîâàíèÿ äëÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ çàäà÷ îáóñëîâëåíî òåì,
÷òî áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîñòè îïèðàåòñÿ íà íàëè-
÷èå ïîëíûõ ïðîáëåì, à äëÿ êëàññà TFNP ïîëíûå ïðîáëåìû íåèçâåñòíû.
Áîëåå òîãî, îñíîâíîé ãèïîòåçîé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî-
ëîæåíèå î òîì, ÷òî êëàññ TFNP ïîëíûõ ïðîáëåì íå èìååò [68, 69, 70].
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè â íåêîòîðîì êëàññå ïîëíûõ ïðîáëåì òåñíî

ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì äëÿ ýòîãî êëàññà ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî
ìíîæåñòâà ìàøèí. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû íåêîòîðîãî ÿçûêà L
íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ÿçûê èç êëàññà ñâîäèòñÿ ê L. Ñîîò-
âåòñòâåííî, ëþáîå êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû äîëæíî îïè-
ðàòüñÿ íà íåêîòîðûé ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ ÿçûêîâ êëàññà. Ðåêóðñèâíûå
ñâîéñòâà êëàññîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ
[71, 72, 73, 74]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [71] (òåîðåìà 5) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè âðåìåíè T íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, îïðå-
äåëÿþùåãî ïî ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, âû÷èñëèìà ëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü α çà âðåìÿ T . Ñîãëàñíî [73], äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåêóð-
ñèâíîé ôóíêöèè T ñóùåñòâóåò ìåðà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé êëàññ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, çàäàâàåìûé ôóíêöè-
åé T , íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì. Â ðàáîòå [75] áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå ðåêóðñèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè êëàññà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-
ñòè: êëàññ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè R, ñîñòîÿùèé èõ ôóíêöèé, íà-
çûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî ïðåäñòàâèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíîå ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ I òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç R ìíîæåñòâî I
ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èíäåêñ, ìíîæåñòâî I íå ñîäåðæèò èí-
äåêñîâ ôóíêöèé, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò R. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå
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[75], íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî ïî ïðîèçâîëüíîìó êëàññó
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëè îí ðåêóðñèâíî ïðåäñòàâèìûì.
Íà íåîáõîäèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ìíîæåñòâà ìàøèí äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñòðóêòóðíûõ âîïðîñîâ äëÿ êëàññîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè P è NP
áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå â ðàáîòàõ [76, 77]: â ðàáîòå [76] áûëà ïðåä-
ëîæåíà ìîäåëü ìàøèíû ñ ÷àñàìè, à â ðàáîòå [77] èñïîëüçîâàëèñü ìà-
øèíû ñî ñ÷åò÷èêîì. Â ðàáîòå [78] (ñì. òàêæå [79]) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè P ̸= NP, òî êëàññ NP\P íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïðåäñòàâèìûì.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñïèñîê êëàññîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, äëÿ
êîòîðûõ äîêàçàíà ðåêóðñèâíàÿ ïðåäñòàâèìîñòü, ñðàâíèòåëüíî íåâåëèê
[80]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà M îáîçíà÷èì ÷åðåç L(M)
ÿçûê, ðàñïîçíàâàåìûé ìàøèíîé M . Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [81], â êëàñ-
ñå NP ∩ co-NP ñóùåñòâóþò ïîëíûå ÿçûêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ïàð íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïîëèíî-
ìèàëüíûõ ìàøèí Òüþðèíãà {(Mi, Ni) | i ∈ N} òàêîå, ÷òî L(Mi) = L(Ni),
NP ∩ co-NP = {L(Mi) | i ∈ N}. Â ðàáîòå [82] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êëàññà
UP ñóùåñòâóåò ïîëíûé ÿçûê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðå-
êóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî îäíîçíà÷íûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ìàøèí {Ni | i ∈ N} òàêîå, ÷òî UP = {L(Ni) | i ∈ N}. Â ñâÿçè ñ ýòèìè
ðåçóëüòàòàìè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ íåäåòåðìèíèðî-
âàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà, ðåøàþùèõ ïðîáëåìû èç êëàññà TFNP, íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îáû÷íî, ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ k-ëåí-
òî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è m
çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé ñ÷èòûâàþùåãî óñòðîéñòâà

Q = {q0, q1, q2, . . . , qn}, (14)

ãäå q0 � âûäåëåííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, q1 � äîïóñêàþùåå çàêëþ÷è-
òåëüíîå ñîñòîÿíèå, q2 � îòâåðãàþùåå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, àëôà-
âèòîì ëåíòû

∆ = {a0, a1, . . . , am}, (15)

ãäå a0 � âûäåëåííûé ïóñòîé ñèìâîë, è îòîáðàæåíèåì ïåðåõîäà

δ : (Q\{q1, q2})×∆k → Q×∆k × {−1, 0, 1}k. (16)

Ïðîèçâîëüíàÿ êîìàíäà

qi1aj1,1aj2,1 . . . ajk,1 → qi2aj1,2aj2,2 . . . ajk,2d1d2 . . . dk, (17)

ãäå qi1 ∈ Q\{q1, q2}, qi2 ∈ Q, 0 ≤ jp,s ≤ m, dp ∈ {−1, 0, 1}, 1 ≤ p ≤ k,
1 ≤ s ≤ 2, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

δ(qi1 , aj1,1 , aj2,1 , . . . , ajk,1) = (qi2 , aj1,2 , aj2,2 , . . . , ajk,2 , d1, d2, . . . , dk)
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ïî îòîáðàæåíèþ ïåðåõîäà (16). Ïðîãðàììà ìàøèíû M ñîñòîèò èç ìíî-
æåñòâà âñåõ êîìàíä âèäà (17). Èñõîäÿ èç ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé, ïðîèç-
âîëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M ìîæåò áûòü çàäàíà óïîðÿäî÷åííîé òðîé-
êîé (Q,∆, δ), ãäå Q, ∆ è δ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (14) � (16).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-

åò ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìà-
øèí Òüþðèíãà òàêîå, ÷òî åãî ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ìàøèíí, ðàñ-
ïîçíàþùèõ ÿçûêè èç êëàññà TFNP, íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëè-
ìûì. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ìàøèí Òüþðèíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñàìè. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íåñêîëüêèìè ñó-
ùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñû
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê ïîäïðîãðàììà ïðîãðàììû ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà, êîòîðàÿ ïî âõîäó w äëèíû |w| = n íà îòäåëüíîé ëåíòå âû÷èñëÿåò
íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïîëèíîì p(n), çàïèñûâàÿ íà ëåíòó p(n) åäè-
íèö. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàøèíà ñ ÷àñàìè ñèìóëèðóåò ïðîãðàììó P
íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà M : çàïèñàâ íà âûäåëåííóþ ëåíòó îäíó
åäèíèöó, ìàøèíà ñ ÷àñàìè íà îñòàëüíûõ ëåíòàõ ñèìóëèðóåò âûïîëíåíèå
îäíîé êîìàíäû ïðîãðàììû P íà âõîäå w. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî âûïîëíå-
íèå ïðîãðàììû P íà âõîäå w åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàâåðøàåòñÿ çà p(n)
øàãîâ, ëèáî ìàøèíà ñ ÷àñàìè çàïèñûâàåò p(n) åäèíèö è ïðèíóäèòåëü-
íî îñòàíàâëèâàåò âûïîëíåíèå ïðîãðàììû P â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè.
Âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ÷àñîâ êàê âíåøíåãî óñòðîéñòâà:
÷àñû íèêàê íå îòîáðàæàþòñÿ â ïðîãðàììå ìàøèíû. Â äàííîé ñòàòüå ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà C ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñà-
ìè èìååò äâå ëåíòû. Ïåðâóþ ëåíòó ìàøèíà C èñïîëüçóåò êàê ðàáî÷óþ.
Â ÷àñòíîñòè, íà ïåðâóþ ëåíòó ìàøèíà C ïîëó÷àåò âõîä. Ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî âõîä ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñëîâîì w, äëèíà êîòîðîãî |w| ðàâíà n, íà
âòîðóþ ëåíòó ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ðàçìåùàåòñÿ p(n) ≥ n åäèíèö. Ñ÷è-
òûâàþùåå óñòðîéñòâî ìàøèíû C ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ðàçìåùàåòñÿ íà
êðàéíèé ëåâûé ñèìâîë âõîäà w íà ïåðâîé ëåíòå è íà êðàéíþþ ëåâóþ
åäèíèöó íà âòîðîé ëåíòå. Åñëè ñ÷èòûâàþùåå óñòðîéñòâî íà âòîðîé ëåí-
òå ÷èòàåò åäèíèöó, òî âûïîëíåíèå ëþáîé êîìàíäû âåäåò ê ñìåùåíèþ
âïðàâî íà âòîðîé ëåíòå. Åñëè íà âòîðîé ëåíòå ÷èòàåòñÿ ïóñòîé ñèìâîë,
òî ìàøèíà C îñòàíàâëèâàåòñÿ â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè. Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî ëþáàÿ ìàøèíà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñàìè ðàñïîçíàåò íåêîòîðûé
ÿçûê çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî, ëþáîé ÿçûê, ðàñïîçíàâà-
åìûé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ðàñïîçíàåòñÿ ïîäõîäÿùåé ìàøèíîé ñ
ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ áóäåò îñíîâàíî íà ñâåäåíèè îò ïðîáëå-

ìû îñòàíîâêè. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ôîðìó-
ëèðîâîê êíèãè [83] (ñì. ïóíêòû 8.2, 8.3.1). Îáû÷íî ïðîáëåìà îñòàíîâêè
ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ñ äâóìÿ âõîäàìè.
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Ïðîáëåìà îñòàíîâêè (Halt).
Äàíî: Îïèñàíèå D(T) äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà T, âõîä

w.
Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà T íà âõîäå w ÷åðåç êîíå÷-

íîå ÷èñëî øàãîâ îñòàíîâèòñÿ?
Îäíàêî, ôèêñèðóÿ íåêîòîðóþ ìàøèíó Òüþðèíãà T, ìû ìîæåì ðàñ-

ñìîòðåòü ïðîáëåìó îñòàíîâêè äëÿ îòäåëüíîé ìàøèíû T.
Ïðîáëåìà îñòàíîâêè äëÿ ìàøèíû T (Halt(T)).
Äàíî: Âõîä w.
Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà T íà âõîäå w ÷åðåç êîíå÷-

íîå ÷èñëî øàãîâ îñòàíîâèòñÿ?
Èç íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû Halt [84] è ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëü-

íîé ìàøèíû Òüþðèíãà [84] ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû Halt(T)
äëÿ íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû T. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàøèíà T ÿâëÿåòñÿ îäíîëåíòî÷íîé
(ñì., íàïðèìåð, [85], ïóíêòû 8.4.2, 8.4.3, 9.2.3). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ
îäíîëåíòî÷íóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ìàøèíó Òüþðèíãà T ñ íåðàçðåøè-
ìîé ïðîáëåìîé îñòàíîâêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî ìàøèíà T èìååò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñ÷èòûâàþùåãî óñòðîé-
ñòâà (14) è àëôàâèò ëåíòû (15). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðîãðàììà ìàøèíû
T çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäà

τ : (Q\{q1, q2})×∆ → Q×∆× {−1, 0, 1} (18)

è ñîñòîèò èç êîìàíä âèäà

qi1aj1 → qi2aj2d, (19)

ãäå qi1 ∈ Q\{q1, q2}, qi2 ∈ Q, 0 ≤ js ≤ m, d ∈ {−1, 0, 1}, 1 ≤ s ≤ 2,
îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè

τ(qi1 , aj1) = (qi2 , aj2 , d)

ïî ôóíêöèè ïåðåõîäà (18). Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàøèíà T, íà÷è-
íàÿ ðàáîòó â ñîñòîÿíèè q0, ëèáî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïåðåõîäèò
â ñîñòîÿíèå q1 è îñòàíàâëèâàåòñÿ, ëèáî ðàáîòàåò áåñêîíå÷íî. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî âñå âõîäû ìàøèíû T ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åíû è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w1, w2, . . . , ãäå w1 � ïóñòîå
ñëîâî. Ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî åñëè i ≥ j, òî |wi| ≥ |wj |. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî íåïóñòîãî ñëîâà wt ∈ ∆∗ â àëôàâèòå ∆ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî wt = w[t, 1]w[t, 2] . . . w[t, |wt|], ãäå w[t, j] ∈ ∆ äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ |wt|.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà wt ∈ ∆∗ îïðåäåëèì ìàøèíó Òüþðèíãà

Cwt = (Q′,∆, δ′)

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñàìè, ïîëàãàÿ, ÷òî

Q′ = Q ∪ {q′0, q′1, q′2, . . . , q′|wt|+3},
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ãäå q′0 � âûäåëåííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, q′−1 � äîïóñêàþùåå çàêëþ-
÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, q1 � îòâåðãàþùåå çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðî-
ãðàììà ìàøèíû Cwt ñîñòîèò èç êîìàíä

q′j−1x1 → q′jw[t, j]111, 1 ≤ j ≤ |wt|, t > 1, x ∈ ∆, (20)

q′|wt|x1 → q′|wt|+1x101, t > 1, x ∈ ∆, (21)

q′0x1 → q′1x101, , t = 1, x ∈ ∆, (22)

q′jxa0 → q′−1xa000, 1 ≤ j ≤ |wt|, t > 1, x ∈ ∆, (23)

q′0xa0 → q′−1xa000, t = 1, x ∈ ∆, (24)

q′|wt|+1y1 → q′|wt|+1a0111, y ∈ ∆\{a0}, (25)

q′|wt|+1a01 → q′|wt|+2a01− 11, t > 1, (26)

q′|wt|+2a01 → q′|wt|+2a01− 11, t > 1, (27)

q′|wt|+2y1 → q′|wt|+3y1− 11, t > 1, y ∈ ∆\{a0}, (28)

q′|wt|+3y1 → q′|wt|+3y1− 11, t > 1, y ∈ ∆\{a0}, (29)

q′|wt|+3a01 → q0a0111, t > 1, (30)

q′|wt|+1a01 → q0a0111, t = 1, (31)

q′|wt|+1ya0 → q′−1a0a000, y ∈ ∆\{a0}, (32)

q′|wt|+1a0a0 → q′−1a0a000, t > 1, (33)

q′|wt|+2a0a0 → q′−1a0a000, t > 1, (34)

q′|wt|+2ya0 → q′−1ya000, t > 1, y ∈ ∆\{a0}, (35)

q′|wt|+3ya0 → q′−1ya000, t > 1, y ∈ ∆\{a0}, (36)

q′|wt|+3a0a0 → q′−1a0a000, t > 1, (37)

q′|wt|+1a0a0 → q′−1a0a000, t = 1. (38)

Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîìàíäû âèäà (20) ìàøèíû T ïðîãðàììà
ìàøèíû Cwt ñîäåðæèò êîìàíäû

qi1aj11 → qi2aj21d1, (39)

qi1aj1a0 → q′−1a0a000. (40)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîìàíäû (20) � (22) îáåñïå÷èâàþò ïå÷àòü íà ïåðâîé
ëåíòå ñëîâà wt è ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå q′|wt|+1. Êîìàíäû (25) � (31) ïîç-

âîëÿþò ñòåðåòü ïåðâîíà÷àëüíûé âõîä è ïåðåâîäÿò ñ÷èòûâàþùåå óñòðîé-
ñòâî â ñîñòîÿíèå q0, óñòàíàâëèâàÿ åãî íà êðàéíèé ëåâûé ñèìâîë ñëî-
âà wt. Êîìàíäû (23), (24), (32) � (38), (40) îáåñïå÷èâàþò ðàáîòó ÷àñîâ.
Äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè ñèìâîëà ñîñòîÿíèÿ q è ñèìâîëà ïåðâîé ëåí-
òû a, äëÿ êîòîðîé ìàøèíà Cwt ìîæåò âûïîëíèòü êàêóþ-ëèáî êîìàí-
äó, ìû ïðåäóñìàòðèâàåì âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëà a0 íà âòîðîé
ëåíòå, ò.å. îñòàíîâêó ÷àñîâ. Êîìàíäû (39) ïîçâîëÿþò íà ïåðâîé ëåíòå
ñèìóëèðîâàòü âûïîëíåíèå ïðîãðàììû ìàøèíû T íà âõîäå wt â ðàìêàõ
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îãðàíè÷åíèé ÷àñîâ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ìàøèíà T íà âõîäå wt íå
îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî ìàøèíà Cwt íà âñåõ âõîäàõ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ îñòàíàâëèâàåòñÿ â äîïóñêàþùåì ñîñòîÿíèè q′−1 ïî ÷àñàì. Åñëè
ìàøèíà T íà âõîäå wt îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîãî âõîäà w, ìàøèíà Cwt íà âñåõ âõîäàõ ÷åðåç êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ îñòàíàâëèâàåòñÿ â îòâåðãàþùåì ñîñòîÿíèè q1. Òàêèì îáðà-
çîì, ìàøèíà Cwt îòíîñèòñÿ ê êëàññó TFNP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìàøèíà T íà âõîäå wt íå îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî äîïîëíåíèå
ÿçûêà ïðîáëåìû îñòàíîâêè íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì, îò-
ñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìàøèí Cwt èç êëàññà TFNP íå ÿâëÿåòñÿ
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì. □

Çàìåòèì, ÷òî ìàøèíû Òüþðèíãà Cwt , ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4, ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè. Ïîýòîìó äëÿ êëàñ-
ñà TFP âñåõ âñþäó îïðåäåëåííûõ ïðîáëåì, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè ìàøèíàìè Òüþðèíãà, èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p(n) ≥ n ìíîæåñòâî âñåõ ðåøà-
þùèõ ïðîáëåìû èç êëàññà TFP ïîëèíîìèàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ
ìàøèí Òüþðèíãà ñ ÷àñàìè, îãðàíè÷åííûìè ïîëèíîìîì p(n), íå ÿâëÿåò-
ñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì.

Âîïðîñ î òîì, ðåøàåò ëè ìàøèíà Òüþðèíãà âñþäó îïðåäåëåííóþ ïðî-
áëåìó, âåñüìà áëèçîê ê ðàâíîìåðíîé ïðîáëåìå îñòàíîâêè, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàâíîìåðíàÿ ïðîáëåìà îñòàíîâêè (UHalt).
Äàíî: Îïèñàíèå D(T) äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþðèíãà T.
Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà T íà ëþáîì âõîäå ÷åðåç

êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïåðåõîäèò â çàêëþ÷èòåëüíóþ êîíôèãóðàöèþ?
Â êíèãå [83] (ñì. ïóíêò 8.3.4) ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà UHalt íåðàçðå-

øèìà äëÿ îäíîëåíòî÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà ñ îäíèì âûäåëåííûì çàêëþ-
÷èòåëüíûì ñîñòîÿíèåì. Êîíñòðóêöèÿ, ðàññìîòðåííàÿ ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèÿ 4, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ
ïîëèíîìèàëüíûõ ìàøèí Òüþðèíãà.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p(n) ≥ n ïðîáëåìà UHalt íåðàçðå-
øèìà íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí
Òüþðèíãà ñ ÷àñàìè, îãðàíè÷åííûìè ïîëèíîìîì p(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â ïðîãðàììó ìàøèíû Cwt äîáàâèòü êîìàíäû

q1xy → q1xy00, x ∈ ∆, y ∈ ∆,

òî ìàøèíà Cwt áóäåò îñòàíàâëèâàòüñÿ íà âñåõ âõîäàõ ïî÷àñàì, åñëè ìà-
øèíà T ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé îñòàíîâêè íà âõîäå wt íå îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ. Åñëè ìàøèíà T íà âõîäå wt íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî, íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âõîäà w, ìàøèíà Cwt áóäåò ðàáîòàòü
áåñêîíå÷íî íà âñåõ âõîäàõ. □
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Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäîâ çàùèòû èíôîðìà-
öèè ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ,
êîòîðûå èçâåñòíû çëîóìûøëåííèêàì. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â ðàìêàõ
ýòîãî ïîäõîäà èçâåñòíû ìåòîäû îáîñíîâàíèÿ òðóäíîñòè ëèøü â ïðåäïî-
ëîæåíèè P ̸= NP∩co-NP. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 4 ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó òîãî, ÷òî êëàññ TFNP íå èìååò ïîëíûõ
ïðîáëåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîé ïðåãðàäîé äëÿ áîëåå âåñîìîãî
îáîñíîâàíèÿ òðóäíîñòè, ÷åì òî, ÷òî ìîæíî èçâëå÷ü èç ïðåäïîëîæåíèÿ
P ̸= NP ∩ co-NP.
Îäíàêî óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 4 îòêðûâàåò àëüòåðíàòèâíóþ âîç-

ìîæíîñòü îáîñíîâàíèÿ òðóäíîñòè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ çàùèòîé èíôîðìà-
öèè. Åñëè àëãîðèòì çàùèòû íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, à âûáèðàåò-
ñÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M ⊆ TFNP, òî çëîóìûøëåííèêó, ðåøàÿ
çàäà÷ó âçëîìà çàùèòû, íåîáõîäèìî áóäåò, â ÷àñòíîñòè, ðåøàòü çàäà÷ó
ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó M . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî TFNP
íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì, ñëîæíîñòü çàäà÷è ïðèíàäëåæ-
íîñòè ìíîæåñòâó M ìîæåò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íàñòðîåíà íà ïðîèç-
âîëüíûé óðîâåíü âïëîòü äî àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè. Ïðè ýòîì
âûñîêèé óðîâåíü íàäåæíîñòè ñèñòåìû çàùèòû èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü
ãàðàíòèðîâàí äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è èç ìíî-
æåñòâà M ìîãóò áûòü ðåøåíû äåòåðìèíèðîâàííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè
àëãîðèòìàìè, ò.å. îòíîñÿòñÿ ê êëàññó TFP. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè òàêîì
ïîäõîäå ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû çàùèòû èíôîðìàöèè òðóäíîñòü âçëîìà
ñîõðàíèòñÿ íà âûñîêîì óðîâíå äàæå â ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà
P = NP.
Çàìåòèì, ÷òî ïîâûøåíèå ñëîæíîñòè ìíîæåñòâà M â îáùåì ñëó÷àå

ñîçäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè êàê çëîóìûøëåííèêó, òàê è çàùèòíè-
êó. Îäíàêî çëîóìûøëåííèêó íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó ïðèíàäëåæíî-
ñòè ìíîæåñòâó M , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ ìíîæå-
ñòâà M : â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðàñïîçíàâàåìûõ ÿçûêîâ ðàâíî êëàñ-
ñó ðåêóðñèâíûõ ÿçûêîâ R. Çàùèòíèêó íåîáõîäèìî óìåòü ðåøàòü ëèøü
çàäà÷ó ãåíåðàöèè ìíîæåñòâà M , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîáëåìå ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ ìíîæåñòâà M : â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ
ðàâíî êëàññó ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ RE. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî R ⊂ RE. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå çàùèòíèê èìååò ñóùåñòâåííîå
ïðåèìóùåñòâî, ðàñïîëàãàÿ âîçìîæíîñòüþ âûáðàòü ÿçûê èç ìíîæåñòâà
RE\R. Åñòåñòâåííî ñîîòíîøåíèå R ⊂ RE ãàðàíòèðóåò çàùèòíèêó ëèøü
òåîðåòè÷åñêîå ïðåèìóùåñòâî, ïîñêîëüêó ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ëèøü ïîëèíîìèàëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü èçâåñòíî íåñêîëüêî ïîëèíîìèàëüíûõ àíàëîãîâ êëàññà ðåêóð-
ñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ (ñì., íàïðèìåð, [72, 86, 87, 88]). Â ÷àñòíîñòè,
â ðàáîòå [88] ââåäåíî ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ïåðå÷èñëèìîñòè ïî èòåðà-
öèè. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [88], êëàññ ÿçûêîâ, êîòîðûå ïîëèíîìèàëüíî
ïåðå÷èñëèìû ïî èòåðàöèè, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îáøèðíûì (ñì. [88], òåîðåìà
4.2) è, â ÷àñòíîñòè, âêëþ÷àåò âñå EXPTIME-ïîëíûå ÿçûêè (ñì. [88],
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ñëåäñòâèå 4.7), ãäå EXPTIME � êëàññ ÿçûêîâ, êîòîðûå ðàñïîçíàâàåìû
çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó çàùèòíèê çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-
ìÿ ìîæåò ãåíåðèðîâàòü, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî M , ÿâëÿþùååñÿ íåêîòî-
ðîé êîìáèíàöèåé EXPTIME-ïîëíûõ ÿçûêîâ. Ïðè ýòîì çëîóìûøëåííè-
êó ïðèäåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ãàðàíòèðîâàííî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïî âðåìåíè
âû÷èñëåíèå òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó M .
Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî P ̸= EXPTIME, ïðè èñïîëüçîâàíèè
òàêîãî ïîäõîäà ê øèôðîâàíèþ íåâîçìîæíîñòü âçëîìà çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü äàæå â ñëó÷àå P = NP.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ìû óñòàíîâèëè âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðÿäà ïðî-
áëåì, ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò áóëåâûõ
ôóíêöèé íå ìåíåå òðóäíà, ÷åì ðåøåíèå ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè. Êðî-
ìå òîãî, ìû ðàññìîòðåëè âîïðîñ âû÷èñëèòåëüíîé òðóäíîñòè çàäà÷ ïîèñêà
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî îíè ñóùåñòâó-
þò. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìàññîâàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ïîëèíîìà p(n) ≥ n ìíîæåñòâî âñåõ ðåøàþùèõ ïðîáëåìû èç êëàññà
TFP ïîëèíîìèàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà ñ ÷àñàìè,
îãðàíè÷åííûìè ïîëèíîìîì p(n), íå ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì.
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