
S e©MR
ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru
ISSN 1813-3304

Òîì 23, � 1, ñòð. 1�22 (2026) УДК 517.581
https://doi.org/10.33048/semi.2023.20.??? MSC 33B15

ÏÅÐÂÀß ÔÎÐÌÓËÀ ÁÈÍÅ Â ÇÀÄÀ×Å
Î ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ ÃÀÌÌÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ

ÍÀ ÌÍÈÌÎÉ ÎÑÈ

À.Á. Êîñòèí

11/10/2019 ORCID-iD_icon-vector.svg

file:///Users/tao/Downloads/5008697/ORCID-iD_icon-vector.svg 1/1

Â.Á. Øåðñòþêîâ

11/10/2019 ORCID-iD_icon-vector.svg

file:///Users/tao/Downloads/5008697/ORCID-iD_icon-vector.svg 1/1

Ïðåäñòàâëåíî Ï.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract: The behavior of the argument taken from the values of
the gamma function at the points of the imaginary axis is studied
in detail.

Keywords: gamma function, first Binet formula, argument, integral
representation, Lambert W function.

1 Ââåäåíèå

Ãàììà-ôóíêöèþ Ýéëåðà êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñòàíäàðòíî îáîçíà-
÷àåì ñèìâîëîì Γ. Ýòà êëàññè÷åñêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïðî-
ñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ 0, −1, −2, . . . è çàäàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ëèáî ñõî-
äÿùèìñÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ ïîñëåäó-
þùèì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùèì áåñêîíå÷-
íûì ïðîèçâåäåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [1, �� 12.1, 12.2], [2, �� 5.2, 5.8, 5.9]).
Äëÿ z ∈ C \ {0, −1, −2, . . . } ïîä Arg Γ(z) ïîíèìàåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
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çíà÷åíèé àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà Γ(z), ò. å.

Arg Γ(z) = arg Γ(z) + 2πm, m ∈ Z,

ãäå ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà âûäåëÿåì óñëîâèåì arg Γ(z) ∈ (−π, π].
Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå âåëè÷èíû arg Γ(iy) êàê ôóíêöèè âåùåñòâåí-

íîé ïåðåìåííîé y. Ñ÷èòàåì, ÷òî y > 0, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ Γ(−iy) è Γ(iy)
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.
Áóäåì îïèðàòüñÿ íà êëþ÷åâîå ñîîòíîøåíèå

Φ(y) ≡ y ln
y

e
− π

4
−

+∞∫
0

g(t) sin(yt) dt ∈ Arg Γ(iy), y > 0, (1)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà ïî ïðàâèëó

g(t) =

(
1

2
− 1

t
+

1

et − 1

)
1

t
, t > 0, g(0) =

1

12
, (2)

è íà ëó÷å t > 0 óáûâàåò îò 1/12 äî 0. Ôîðìóëà (1) äîêàçàíà â ñòà-
òüå àâòîðîâ [3] êàê ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ìíèìóþ îñü ïåðâîé
ôîðìóëû Áèíå

ln Γ(z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1

2
ln(2π) +

+∞∫
0

g(t) e−zt dt,

äåéñòâóþùåé â îòêðûòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïîìèìî [3] îòìåòèì ðàáîòû ïîñëåäíåãî âðåìåíè [4]�[6], ñîäåðæàùèå

ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ãàììà-ôóíêöèè è èõ àíà-
ëîãîâ ê ðàçëè÷íûì âîïðîñàì àíàëèçà. Óêàæåì åùå, ÷òî âåëè÷èíû âèäà
arg Γ(iy) âîñòðåáîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (ñì. [2, � 33.2], [7]�[9]),
à çíà÷åíèÿ arg Γ(1/4+iy) èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà
(ñì., íàïðèìåð, [10, ãë. 9, § 9.3], [11]). Âñå ýòî ïîñëóæèëî äîïîëíèòåëü-
íûì ñòèìóëîì ê ïðîâåäåíèþ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ.
Íèæå áóäåò äàí ïîäðîáíûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè Φ, çàäàííîé

â (1), è óêàçàíû óäîáíûå íà ïðàêòèêå òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ arg Γ(iy) íà ëó÷å y > 0. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ àíîíñèðîâàíà
áåç äîêàçàòåëüñòâ â [12] (ñì. òàêæå [13]).

2 Ñâîéñòâà íåïðåðûâíîé âåòâè àðãóìåíòà

Ôóíêöèÿ Φ èç ñîîòíîøåíèÿ (1) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ íà ìíîæå-
ñòâå

Π
◦
++ ≡

{
z ∈ C \ {0} | 0 6 arg z 6

π

2

}
âåòâü Arg Γ(z), çàäàííóþ íóëåâûì çíà÷åíèåì â òî÷êàõ ïîëóîñè z = x > 0.
Âûäåëèì êëþ÷åâûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè.
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1◦. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Φ(y) = y ln
y

e
− π

2
+

+∞∫
0

h(t)
sin(yt)

t
dt , y > 0, (3)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ h îïðåäåëåíà ïî ïðàâèëó

h(t) =
1

2
− t·g(t) =

et − 1− t
t(et − 1)

, t > 0, h(0) =
1

2
, (4)

ñ ôóíêöèåé g èç ôîðìóëû (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîä îò (1) ê (3) èñïîëüçóåò èíòåãðàë Äèðèõëå

+∞∫
0

sin(yt)

t
dt =

π

2
, y > 0,

è ñâÿçü ôóíêöèé g è h, âûðàæåííóþ ïîñðåäñòâîì (4). �

2◦. Ôóíêöèÿ Φ, äîîïðåäåëåííàÿ çíà÷åíèåì Φ(0) = −π/2, íåïðåðûâíà
ïðè y > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî èíòåãðàë

Ψ(y) ≡
+∞∫
0

h(t)
sin(yt)

t
dt, y > 0, Ψ(0) = 0, (5)

íåïðåðûâåí ïî ïàðàìåòðó y > 0. Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî ôèãóðèðóþ-
ùèé â (1) èíòåãðàë ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò, òàê êàê ôîðìàëüíàÿ
ïîäñòàíîâêà y = 0 â âûðàæåíèå äëÿ Φ(y) èç (1) ïðèâîäèò ê íåâåðíîìó
ðåçóëüòàòó Φ(0) = −π/4.
Èç îïðåäåëåíèÿ (4) âèäíî, ÷òî èíòåãðàë (5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè

êàæäîì y > 0. Ôóíêöèþ (5) çàïèøåì â âèäå

Ψ(y) =

1∫
0

K(t, y) dt+

+∞∫
1

K(t, y) dt, (6)

ãäå ÿäðî

K(t, y) =


h(t)

sin(yt)

t
, t > 0, y > 0,

y

2
, t = 0, y > 0,

íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t > 0, y > 0. Ïîÿñíèì, ÷òî
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè K â òî÷êå (0, 0) ñëåäóåò èç îöåíêè

|K(t, y)| 6 h(t) y, t > 0, y > 0.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6) íåïðåðûâíî ïî y > 0 êàê ñîáñòâåííûé èíòåãðàë
ñ ïàðàìåòðîì îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè K. Îöåíêà

|K(t, y)| 6 h(t)

t
6

1

t2
, t > 1, y > 0,

âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü è íåïðåðûâíîñòü ïî y > 0 âòîðîãî ñëà-
ãàåìîãî â (6). �

3◦. Ôóíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà ëó÷å y > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çíà÷åíèé z èç ìíîæåñòâà

Π
◦
+ ≡ {z ∈ C \ {0} | Re z > 0}

âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé ôîðìóëîé Áèíå (ñì. [1, � 12.31], [3])

ln Γ(z) = z ln
z

e
− 1

2
ln z +

1

2
ln(2π) +

+∞∫
0

g(t) e−zt dt, (7)

â êîòîðîé âåòâü ôèêñèðîâàíà óñëîâèåì Im ln Γ(z) = 0 ïðè z = x > 0.

Îòäåëÿÿ â (7) ìíèìóþ ÷àñòü, äëÿ âñåõ z = x+ iy ∈ Π
◦
++ èìååì

v(x, y) ≡ Im ln Γ(z) = y ln
|z|
e

+

(
x− 1

2

)
arg z−

+∞∫
0

g(t) e−xt sin(yt) dt. (8)

Ïðè ýòîì

Φ(y) ≡ v(0, y) = y ln
y

e
− π

4
−

+∞∫
0

g(t) sin(yt) dt, y > 0.

Ôóíêöèÿ ln Γ(z) ãîëîìîðôíà â ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0, à ôóíêöèÿ
v(x, y) = Im ln Γ(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ è ïîòîìó âåùåñòâåííî àíàëèòè÷å-
ñêàÿ â ýòîé æå ïîëóïëîñêîñòè. Ñ ó÷åòîì ñâÿçè Φ(y) = v(0, y) ïîëó÷àåì
àíàëèòè÷íîñòü Φ ïðè y > 0. �

4◦. Ôóíêöèÿ Φ ñòðîãî âûïóêëà âíèç ïðè y > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ

vyy(x, y) ≡
(
Im ln Γ(z)

)
yy

=
(
Im (ln Γ(z + 1)− ln z)

)
yy
, x > 0, y > 0,

è ôîðìóëû (8) èçâëåêàåì

Φ′′(y) = vyy(0, y) =

y ln

√
1 + y2

e
+

1

2
arctg y −

+∞∫
0

g(t)e−t sin(yt) dt

′′ .
Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé ïðèõîäèì ê çàïèñè

Φ′′(y) =
y

1 + y2
+

y

(1 + y2)2
+

+∞∫
0

g(t) t2e−t sin(yt) dt, y > 0. (9)
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Âîçìîæíîñòü äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó y íåñîá-
ñòâåííîãî èíòåãðàëà

+∞∫
0

g(t) e−t sin(yt) dt

ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà R êàê ñàìîãî èíòåãðàëà, òàê
è ¾ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûõ¿ èíòåãðàëîâ

+∞∫
0

g(t) te−t cos(yt) dt,

+∞∫
0

g(t) t2e−t sin(yt) dt.

Ïðè ýòîì ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îáåñïå÷åíî îöåíêàìè

g(t) tk e−t| sin(yt)| 6 tk e−t

12
, k = 0, 2, g(t) te−t| cos(yt)| 6 te−t

12
,

ñïðàâåäëèâûìè äëÿ âñåõ y ∈ R, t > 0 (ñ ó÷¼òîì ïîâåäåíèÿ g èç (2)),
è ñõîäèìîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ îò ìàæîðàíò.
Âîçíèêøèé â (9) èíòåãðàë ðàçáèâàåì íà äâà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû

g(t) t2 =

(
t

2
− 1

)
+

t

et − 1
, t > 0

(ñíîâà ñì. (2)). Ïðè âñåõ y > 0 èìååì

+∞∫
0

(
t

2
− 1

)
e−t sin(yt) dt = − y

1 + y2
+

y

(1 + y2)2
, (10)

+∞∫
0

t e−t

et − 1
sin(yt) dt =

∞∑
n=0

+∞∫
0

t e−(n+2)t sin(yt) dt =
∞∑
n=2

2y n

(n2 + y2)2
. (11)

Ïîÿñíèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì y > 0 ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=0

t e−(n+2)t sin(yt)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ââèäó îöåíêè

t e−(n+2)t | sin(yt)| 6 y t2 e−(n+2)t 6
4y

e2(n+ 2)2
, n ∈ N.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
0

t

et − 1
e−t sin(yt) dt

ñ ïàðàìåòðîì y òàêæå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, è îñóùåñòâëåííîå â (11) âíå-
ñåíèå èíòåãðàëà ïîä çíàê ñóììû çàêîííî (ñì. [14, ãë. 1, � 7]).
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Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ (10), (11) â (9), ïîëó÷èì êîìïàêò-
íóþ ôîðìóëó äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé

Φ′′(y) = 2y
∞∑
n=1

n

(n2 + y2)2
> 0, y > 0. (12)

Îòñþäà ñëåäóåò çàÿâëåííîå ñâîéñòâî âûïóêëîñòè. �

5◦. Ïðîèçâîäíàÿ Φ′ ïðè y > 0 ñòðîãî âîçðàñòàåò îò Φ′(0) = −γ
äî +∞, ïðè÷åì

Φ′(y) = ln y +O

(
1

y

)
, y → +∞. (13)

Çäåñü γ = 0.57 . . . � êîíñòàíòà Ýéëåðà�Ìàñêåðîíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçðàñòàíèå Φ′ ïðè y > 0 ñëåäóåò èç (12). Íàéäåì
ïðåäåë Φ′(y) ïðè y → 0+. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (8)
è ñîîáðàæåíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 4◦. Èìååì

vy(x, y) =
(
Im (ln Γ(z + 1)− ln z)

)
y
, x > 0, y > 0,

îòêóäà

Φ′(y) = vy(0, y) =

y ln

√
1 + y2

e
+

1

2
arctg y −

+∞∫
0

g(t)e−t sin(yt) dt

′

ïðè âñåõ y > 0. Âûïîëíèâ äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñ ó÷åòîì (4) ïîëó÷èì

Φ′(y) =
1

2
ln(1 + y2)− 1

1 + y2
+

+∞∫
0

h(t) e−t cos(yt) dt, y > 0. (14)

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë â (14) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè y > 0, òî

lim
y→0+

Φ′(y) = −1 +

+∞∫
0

h(t) e−t dt =

+∞∫
0

(
1

t
− 1

1− e−t

)
e−t dt = −γ.

Ïî ïîâîäó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñì., íàïðèìåð, [15, ãë. I, � 3].
Äîêàæåì òåïåðü àñèìïòîòèêó (13). Äëÿ ýòîãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü

ïðåäñòàâëåíèå (ñì. (3))

Φ(y) = y ln
y

e
− π

2
+ Ψ(y), y > 0, (15)

ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì (5). Òîãäà

Φ′(y) = ln y +

+∞∫
0

h(t) cos(yt) dt, y > 0. (16)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó y çàêîííî ââèäó ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè èíòåãðàëà â (16) íà ëþáîì ëó÷å âèäà y > δ > 0. Ïðîâåðèì, ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ

Ψ′(y) =

+∞∫
0

h(t) cos(yt) dt (17)

ïîëîæèòåëüíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé y > 0. Ôóíêöèÿ h èç ôîðìóëû (4)
îáëàäàåò ïðè t > 0 ñâîéñòâàìè

h(t) ≡ 1

t
− 1

et − 1
> 0, h′(t) = − 1

t2
+

et

(et − 1)2
< 0,

h′′(t) =
2

t3
− et(et + 1)

(et − 1)3
> 0,

êîòîðûå äîêàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè àíàëèçà. Òàê, äëÿ íà-
õîæäåíèÿ çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé h′′ òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ïðè t > 0
íåî÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

2(et − 1)3 − t3 et(et + 1) > 0.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, ðàçëîæèâ åãî ëåâóþ
÷àñòü â ñòåïåííîé ðÿä âèäà

∞∑
n=7

an
tn

n!
, an = 2 (3n − 3 · 2n + 3)− (n− 2)(n− 1)n

(
2n−3 + 1

)
,

è óáåäèâøèñü â òîì, ÷òî an > 0 ïðè âñåõ n > 7.
Â ðåçóëüòàòå ïî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû 2 ãë. 2 ìîíîãðàôèè [16] äåëàåì

âûâîä î ïîëîæèòåëüíîñòè èíòåãðàëà (17) è èìååì îöåíêó ñíèçó

Φ′(y) > ln y, y > 0.

Ïîñêîëüêó åùå (ñì. (17), (4))

Ψ′(y) = −1

y

+∞∫
0

h′(t) sin(yt) dt <
1

y

+∞∫
0

(−h′(t)) dt =
h(0)

y
=

1

2y
,

òî èç (16) ïîëó÷èì äâóñòîðîííþþ îöåíêó

ln y < Φ′(y) < ln y +
1

2y
, y > 0, (18)

êîòîðàÿ äàåò àñèìïòîòèêó (13). �

Çàìå÷àíèå 1. Îöåíêà (18) èíôîðìàòèâíà ïðè áîëüøèõ y è íè÷åãî íå
ãîâîðèò î ïîâåäåíèè ïðîèçâîäíîé Φ′ âáëèçè òî÷êè y = 0. Îá ýòîì áóäåò
ñêàçàíî â ðàçäåëå 4. Âûøå ïî ôîðìóëå (5) ââåäåíà ôóíêöèÿ Ψ è óñòà-
íîâëåíî, ÷òî Ψ′(y) > 0 äëÿ âñåõ y > 0 (ñì. 5◦). Òàê êàê Ψ(0) = 0
è Ψ ∈ C[0,+∞), òî Ψ(y) > 0 ïðè y > 0. Èç (16), (17) è ñîîòíîøåíèÿ
Φ′(0+) = −γ ÿñíî, ÷òî Ψ′(y) → +∞ ïðè y → 0+. Äîïîëíèòåëüíûå ñâå-
äåíèÿ î ôóíêöèè Ψ áóäóò ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 3.
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Äîêàçàííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ñõåìàòè÷íî îáðèñîâàòü îáùóþ êàð-
òèíó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè Φ.

6◦. Ñóùåñòâóþò òî÷êè ymin ∈ (0, 1) è y∗ ∈ (1,+∞) òàêèå, ÷òî íà
ïðîìåæóòêå [0, ymin] ôóíêöèÿ Φ óáûâàåò îò −π/2 äî Φmin ≡ Φ(ymin),
íà ïðîìåæóòêå [ymin, +∞) ôóíêöèÿ Φ âîçðàñòàåò îò Φmin äî +∞,
è Φ(y∗) = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ymin � òî÷êà ñòðîãîãî ãëîáàëüíîãî ìè-
íèìóìà Φ íà ëó÷å [0, +∞), à y∗ � åäèíñòâåííûé íóëü Φ íà ýòîì ëó÷å.

Ãðàôèê ôóíêöèè Φ � íåïðåðûâíîé ïðè y > 0 âåòâè Arg Γ(iy) � ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1. ×èñëåííûå ãðàíèöû äëÿ çíà÷åíèé ymin, Φmin, y∗, à òàê-
æå ïîâåäåíèå Φ íà áåñêîíå÷íîñòè ìû îáñóäèì ïîçæå.

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè Φ ñ êëþ÷åâûìè çíà÷åíèÿìè

Φ(0) = −π/2, Φ′(0) = −γ, ymin ≈ 0.88,

Φmin ≈ −1.87, y∗ ≈ 3.43.

3 Âûäåëåíèå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà

Äëÿ òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà ïîòðåáóåòñÿ âå-
ùåñòâåííàÿ âåðñèÿ òàê íàçûâàåìîé W -ôóíêöèè Ëàìáåðòà w = W (β),
êîòîðóþ îïðåäåëÿþò êàê âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

w ew = β
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ïðè β > −1/e. Áîëüøèé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäàåò îñíîâíóþ âåòâü
W -ôóíêöèè Ëàìáåðòà, îáîçíà÷àåìóþ W0(β). Ìåíüøèé êîðåíü, âîçíè-
êàþùèé ïðè β ∈ (−1/e, 0), çàäàåò äðóãóþ âåòâü W−1(β). Ïîäðîáíåå
î ôóíêöèè Ëàìáåðòà è åå ïðèìåíåíèÿõ ñì. [17]�[20].

Òåîðåìà 1. Äëÿ ôóíêöèè Φ, îïðåäåëåííîé â (1), ïðè âñåõ y > 0 ñïðà-
âåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

Φ(y) < Φ(y) < Φ(y), (19)

â êîòîðîé ìèíîðàíòà Φ è ìàæîðàíòà Φ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ôîðìóëàìè

Φ(y) =


y ln

y

e
− π

2
, 0 < y <

2

3π
,

y ln
y

e
− π

4
− 1

6y
, y >

2

3π
,

Φ(y) =


−π

2
, 0 < y < y0,

y ln
y

e
− π

4
, y > y0,

ãäå
3

2π
= 0.21 . . . , y0 = − π

4W−1
(
− π

4e

) = 0.42 . . . ,

à W−1 � ïîäõîäÿùàÿ âåòâü W -ôóíêöèè Ëàìáåðòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî y > 0. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ Φ ïðåäñòàâ-
ëåíèåì (1), â êîòîðîì ôóíêöèÿ g ïðè t > 0 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

g(t) > 0, g′(t) < 0,

ëåãêî âûòåêàþùèìè èç ðàçëîæåíèÿ íà ñóììó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé

g(t) = 2
∞∑
n=1

1

t2 + 4π2n2
.

Ïî ñëåäñòâèþ 1 èç òåîðåìû 2 ãë. 2 ìîíîãðàôèè [16] èíòåãðàë

+∞∫
0

g(t) sin(yt) dt

ïîëîæèòåëåí, è ïîýòîìó äëÿ Φ âåðíà îöåíêà

Φ(y) < y ln
y

e
− π

4
. (20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

+∞∫
0

g(t) sin(yt) dt =
1

12y
+

1

y

+∞∫
0

g′(t) cos(yt) dt <
1

6y
,
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ïîñêîëüêó

+∞∫
0

g′(t) cos(yt) dt < −
+∞∫
0

g′(t) dt = g(0) =
1

12
.

Ïîýòîìó âûïîëíåíà îöåíêà ñíèçó

Φ(y) > y ln
y

e
− π

4
− 1

6y
. (21)

Ïðàâûå ÷àñòè (20) è (21) äàþò ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëû äëÿ Φ è Φ ïðè
¾áîëüøèõ¿ y. Ïðè ¾ìàëûõ¿ æå çíà÷åíèÿõ y > 0 ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì (3), çàïèñàâ åãî â âèäå

Φ(y) = y ln
y

e
− π

2
+ Ψ(y)

ñ ôóíêöèåé (5). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 5◦ èç ðàçäåëà 2 óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî Ψ ïîëîæèòåëüíà è âîçðàñòàåò. Îòñþäà èìååì äðóãóþ îöåíêó
ñíèçó

Φ(y) > y ln
y

e
− π

2
. (22)

Âîçüìåì òåïåðü

Φ(y) = y ln
y

e
− π

2
ïðè y ∈

(
0,

2

3π

)
.

Òî÷êà 2/(3π) âûáðàíà äëÿ ñøèâêè ïî íåïðåðûâíîñòè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (21).
Òàêèì îáðàçîì, ìèíîðàíòà Φ ïîñòðîåíà. Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ìàæî-
ðàíòû Φ ïðè ¾ìàëûõ¿ çíà÷åíèÿõ y. Ïðàâàÿ ÷àñòü (20) äëÿ ýòîãî ïëîõà,
ïîñêîëüêó Φ(0) = −π/2. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé ìàæîðàíòû ïðè
y ∈ (0, y0) ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ Φ(y) ≡ Φ(0) = −π/2. Íåïðåðûâíîñòü
ìàæîðàíòû äàåò äëÿ òî÷êè y0 çíà÷åíèå

y0 = − π

4W−1
(
− π

4e

) .
Ïðè y ∈ (0, y0) äåéñòâèòåëüíî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Φ(y) < −π/2, ïî-
ñêîëüêó Φ âûïóêëà âíèç (ñì. 4◦) è (â ñèëó âûáîðà y0)

Φ(y0) = y0 ln
y0
e
− π

4
−

+∞∫
0

g(t) sin(y0t) dt = −π
2
−

+∞∫
0

g(t) sin(y0t) dt < −
π

2
.

Ìàæîðàíòà Φ ïîñòðîåíà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 çàâåðøåíî. �

Ãðàôèêè ìàæîðàíòû è ìèíîðàíòû èç òåîðåìû 1 äàíû íà ðèñ. 2.

Çàìå÷àíèå 2. Â òåîðåìå 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ [12] ìû óòî÷íÿåì ãðàíè-
öû äëÿ ôóíêöèè Φ, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î åå ïîâåäåíèè,
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèé Φ (ñèíèé), Φ (çåëåíûé) è Φ (îðàíæåâûé).

äîêàçàííûå â ðàçäåëå 2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñâîéñòâî âûïóêëîñòè ôóíê-
öèè Φ ïîçâîëÿåò ëåãêî óëó÷øèòü è ìèíîðàíòó Φ ïðè ¾ìàëûõ¿ y, âçÿâ åå
â âèäå

Φ(y) =


−γ y − π

2
, 0 < y < ỹ0,

y ln
y

e
− π

4
− 1

6y
, y > ỹ0,

ãäå ỹ0 = 0.69 . . . � êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

y ln y − (1− γ)y − 1

6y
= −π

4
,

êîòîðûé íå âûïèñûâàåòñÿ ÿâíî. Àâòîðû îñòàíîâèëèñü íà áîëåå ãðóáîì
âàðèàíòå, íî ñ ¾õîðîøåé¿ òî÷êîé ñøèâêè 2/(3π). Âïðî÷åì, ïîâåäåíèå Φ
ïðè ¾ìàëûõ¿ y > 0 ïîäðîáíåå èññëåäóåòñÿ â ðàçäåëå 4 (ñì. èëëþñòðàöèþ
íà ðèñ. 5).

Äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà (19) ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ïðîìåæóòêè ïî ïåðå-
ìåííîé y > 0 ñ óêàçàíèåì ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ íà íèõ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà âåëè÷èíû Γ(iy). Ïóñòü m ∈ N. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷å-
íèÿ, ïîëîæèâ

ym =
(8m− 3)π

4W0

(
(8m−3)π

4e

) , y
m

=
3(8m− 3)πym + 2

12 ymW0

(
3(8m−3)πym+2

12eym

) , (23)

ym =
(8m+ 5)π

4W0

(
(8m+5)π

4e

) , y0 =
5π

4W0

(
5π
4e

) . (24)
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü Φ � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â (1). Òîãäà ãëàâíîå
çíà÷åíèå àðãóìåíòà âåëè÷èíû Γ(iy) ïðè ïîïàäàíèè y â íà÷àëüíûé èí-
òåðâàë (0, y0) = (0, 5.52 . . .) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

arg Γ(iy) = Φ(y).

Åñëè æå y ∈ ( y
m
, ym) ñ âûáðàííûì m ∈ N, òî ïðàâèëî âûãëÿäèò òàê

arg Γ(iy) = Φ(y)− 2πm.

Ãðàíèöû ôèãóðèðóþùèõ çäåñü èíòåðâàëîâ çàäàíû â (23), (24).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè y ln y − y ðàâíî −1
è äîñòèãàåòñÿ ïðè y = 1. Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî

Φ(y) >
(
y ln

y

e

) ∣∣∣
y=1
− π

2
= −1− π

2
> −π (25)

ïðè âñåõ y > 0. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðàâîé ãðàíèöû íà÷àëüíîãî èíòåð-
âàëà êîðåíü óðàâíåíèÿ

y ln
y

e
=

5π

4
, (26)

ïðèðàâíÿâ äëÿ ýòîãî ïðàâóþ ÷àñòü (20) ê π. Óðàâíåíèå (26) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå

y0 =
5π

4W0

(
5π
4e

) > e.

Ñ ó÷åòîì (20) äëÿ âñåõ y ∈ (0, y0) èìååì

Φ(y) < y ln
y

e
− π

4
< y0 ln

y0
e
− π

4
= π.

Â ñî÷åòàíèè ñ (25) ïîëó÷èì, ÷òî

−π < Φ(y) < π, y ∈ (0, y0).

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå m ∈ N è äîêàæåì, ÷òî âñþäó íà
èíòåðâàëå ( y

m
, ym) ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

2πm− π < Φ(y) < 2πm+ π. (27)

Ïðàâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

y ln
y

e
=

5π

4
+ 2πm,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì ïðàâîé ÷àñòè (20) ê π+2πm. Çàïè-
ñàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ym =
(8m+ 5)π

4W0

(
(8m+5)π

4e

) > e.

Êàê è âûøå, äëÿ âñåõ y ∈ (0, ym) ñ ó÷åòîì (20) èìååì

Φ(y) < y ln
y

e
− π

4
< ym ln

ym
e
− π

4
= π + 2πm. (28)
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Ëåâóþ ãðàíèöó èíòåðâàëà ïîñòðîèì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâ-
íåíèå

y ln
y

e
= −3π

4
+ 2πm,

ïîëó÷åííîå ïðèðàâíèâàíèåì ïðàâîé ÷àñòè (20) ê −π+2πm. Åãî ðåøåíèå

ym =
(8m− 3)π

4W0

(
(8m−3)π

4e

) > e

èñïîëüçóåì äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïîäïðàâëåííîãî óðàâíåíèÿ

y ln
y

e
= −3π

4
+ 2πm+

1

6ym
.

Ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî ÿâëÿåòñÿ

y
m

=
3(8m− 3)πym + 2

12 ymW0

(
3(8m−3)πym+2

12eym

) > ym.

Ñîãëàñíî (21) äëÿ âñåõ y > y
m
çàïèøåì

Φ(y) > y ln
y

e
− π

4
− 1

6y
> ym ln

ym
e
− π

4
− 1

6y

= −π + 2πm+
1

6

(
1

ym
− 1

y

)
> −π + 2πm.

Îñòàëîñü ïðèâëå÷ü ñîîòíîøåíèå (28), ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâî-
ñòè (27) ïðè y ∈ (y

m
, ym). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå (26), íàõîäÿò âàæíûå ïðèìå-
íåíèÿ â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ âûïóêëûõ è öåëûõ ôóíêöèé
(ñì., íàïðèìåð, [21]).
Äîïîëíèì êàðòèíó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè (1) ïîëåçíûìè ôàêòàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

Φ(y) = y ln y − y − π

4
+O

(
1

y

)
, y → +∞. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíû îöåí-
êè (20) è (21), êîòîðûå äàþò äâîéíîå íåðàâåíñòâî

y ln
y

e
− π

4
− 1

6y
< Φ(y) < y ln

y

e
− π

4
,

âåðíîå ïðè âñåõ y > 0 è âëåêóùåå (29). Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî. �

Ãðàôèê ôóíêöèè u = arg Γ(iy) ñ îòìå÷åííûìè ãðàíèöàìè èíòåðâàëîâ
èç òåîðåìû 2 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3. Â ñèëó ôîðìóëû (9) è àñèìïòî-
òèêè (13) ïðè y → +∞ èìååì Φ′′(y) → 0 è Φ′(y) → +∞, âñëåäñòâèå
÷åãî (ñì. òàêæå (29)) ñ ðîñòîì y ê áåñêîíå÷íîñòè ñâÿçíûå ÷àñòè ãðàôèêà
¾âûïðÿìëÿþòñÿ¿, ñòðåìÿñü ê âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíèþ.
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê ôóíêöèè u = arg Γ(iy) ïðè y > 0.

Â ðàçäåëå 2 (ñì. òàì ñâîéñòâî 6◦) ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φ èìååò åäèí-
ñòâåííûé íóëü y∗ ∈ (1,+∞). Èç íåðàâåíñòâà (20) î÷åâèäíî, ÷òî y∗ > e.
Áîëåå òî÷íóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïîëîæåíèè y∗ äàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Íóëü y∗ ëåæèò â èíòåðâàëå ( y ∗, y∗), ãäå

y ∗ =
π

4W0

(
π
4e

) = 3.42 . . . , y∗ =
3πy ∗ + 2

12 y ∗W0

(
3πy ∗+2

12e y ∗

) = 3.45 . . . ,

è äðóãèõ íóëåé íà [0,+∞) ôóíêöèÿ Φ íå èìååò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íóëü y∗ ôóíêöèè Φ ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííûé è áîëüøå e. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y ln
y

e
=
π

4
,

ïðèðàâíÿâ ïðàâóþ ÷àñòü (20) ê íóëþ. Ïîëó÷èì êîðåíü

y ∗ =
π

4W0

(
π
4e

) .
Èç (20) ñëåäóåò, ÷òî Φ(y ∗) < 0, îòêóäà y∗ > y ∗. Îöåíèì y∗ ñâåðõó, ðåøèâ
óðàâíåíèå

y ln
y

e
=
π

4
+

1

6y ∗
.

Åãî êîðåíü

y∗ =
3πy ∗ + 2

12 y ∗W0

(
3πy ∗+2

12e y ∗

) > y ∗.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (21) èìååì

Φ(y∗) > y∗ ln
y∗
e
− π

4
− 1

6y∗
=

1

6y ∗
− 1

6y∗
> 0.

Ïîýòîìó y∗ < y∗. Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî. �

Íàéäåì íà ìíèìîé ïîëóîñè y > 0 òî÷êè, â êîòîðûõ ãàììà-ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âñå òàêèå òî÷êè íàõîäÿòñÿ êàê ðå-
øåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ ñåðèé óðàâíåíèé

Φ(y) = π + 2πm, m ∈ N0 ≡ N ∪ {0} , (30)

Φ(y) = 2πm, m ∈ N0 . (31)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì m êàæäîå èç óðàâíåíèé (30), (31) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå µm è ηm ñîîòâåòñòâåííî (ñì. 6◦ è ðèñ. 1). Â òî÷êàõ iµm ìíè-
ìîé ïîëóîñè ãàììà-ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, â òî÷-
êàõ iηm � ïîëîæèòåëüíûå, à âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîëóîñè y > 0
çíà÷åíèÿ ãàììà-ôóíêöèè êîìïëåêñíûå (íåâåùåñòâåííûå). Ïðèìåð ëîêà-
ëèçàöèè η0 = y∗ äàí â ïðåäëîæåíèè 2. Òåì æå ñïîñîáîì ìîæíî îöåíèòü
çíà÷åíèå µm èëè ηm ïðè ëþáîì çàäàííîì íîìåðå m ∈ N0.
Èñïîëüçóÿ ëîãàðèôìè÷åñêóþ øêàëó, îïèøåì ïîâåäåíèå ÷ëåíîâ âîç-

íèêøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
êðàòêèå îáîçíà÷åíèÿ

αm =
1

e

(
5π

4
+ 2πm

)
, βm =

1

e

(π
4

+ 2πm
)
, m ∈ N0 ,

è äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðè m→∞ âåðíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

lnµm = lnαm − ln lnαm + 1 +
ln lnαm
ln (eαm)

+O

(
ln2 lnαm

ln2 αm

)
, (32)

ln ηm = lnβm − ln lnβm + 1 +
ln lnβm
ln (eβm)

+O

(
ln2 lnβm

ln2 βm

)
. (33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì ôîðìóëó (33). Îáîñíîâàíèå àñèìïòîòèêè (32)
ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Èòàê, â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì

Φ(ηm) = 2πm, βm =
π

4e
(8m+ 1) , m ∈ N0 .

Çàôèêñèðóåì m ∈ N0. Ñîãëàñíî (20) çàïèøåì

ηm ln
ηm
e
>
π

4
+ 2πm,

îòêóäà

ηm >
π(8m+ 1)

4W0

(
π(8m+1)

4e

) =
eβm

W0(βm)
≡ η

m
, (34)
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÷òî äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ êîðíÿ óðàâíåíèÿ (31). Îöåíêó ñâåðõó âûâåäåì
èç (21) ñ ó÷åòîì (34). Ïîëó÷èì

ηm ln
ηm
e
<
π

4
+ 2πm+

1

6ηm
<
π

4
+ 2πm+

1

6η
m

,

îòêóäà

ηm <
π(8m+ 1) η

m
+ 2

12 η
m
W0

(
π(8m+1) η

m
+2

12e η
m

) ≡ ηm. (35)

Èòàê, ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

η
m
< ηm < ηm, m ∈ N0, (36)

ñ ãðàíèöàìè, çàäàííûìè â (34) è (35). Ïîñêîëüêó Φ(y) çàâåäîìî âîçðàñ-
òàåò ïðè y > y∗, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ Φ−1(β) âîçðàñòàåò ïðè β > 0.
Ïîýòîìó ηm = Φ−1(βm) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è áåñêîíå÷íî
áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Îáîçíà÷èì åùå

βm ≡
π

4e
(8m+ 1) +

1

6eη
m

= βm +
1

6eη
m

, (37)

÷òîáû ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (36) â ¾ñèììåòðè÷íîé¿ ôîðìå

βm
W0(βm)

<
ηm
e
<

βm
W0(βm)

÷åðåç çíà÷åíèÿ îñíîâíîé âåòâè W -ôóíêöèè Ëàìáåðòà. Ñ ó÷åòîì îïðåäå-
ëåíèÿ ïîñëåäíåé âîçìîæíà ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü

exp (W0(βm)) <
ηm
e
< exp

(
W0(βm)

)
.

Ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ðåçóëüòàò

1 +W0(βm) < ln ηm < 1 +W0(βm), m ∈ N0, (38)

óäîáíûé äëÿ îáîñíîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (33).
Áóäåì îïèðàòüñÿ íà äâóñòîðîííþþ îöåíêó

ln
β

lnβ
+

ln lnβ

ln(βe)
6W0(β) 6 ln

β

lnβ
+

ln lnβ

ln(βe)
+

lnβ

ln3(βe)
ln2 lnβ, (39)

ñïðàâåäëèâóþ ïðè β > e. Ïðîñòåéøèì ñëåäñòâèåì èç (39) ÿâëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

W0(β) = lnβ +O (ln lnβ) , β → +∞. (40)

Îöåíêà (39) äîêàçàíà àâòîðàìè â [18] è äîïîëíÿåò ðàçâåðíóòûé àñèìï-
òîòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ðàáîòû [19]. Ïðèìåíèâ (39) ê (38), ïîëó÷èì, ÷òî

ln ηm > 1 + lnβm − ln lnβm +
ln lnβm
ln(βme)

, (41)

ln ηm < 1 + lnβm − ln lnβm +
ln lnβm
ln(βme)

+
lnβm

ln3(βme)
ln2 lnβm (42)
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äëÿ âñåõm > 2. Îáðàáîòàåì íåðàâåíñòâî (42), èñïîëüçóÿ (40) è ñâÿçü (37),
â êîòîðîé âåëè÷èíà η

m
âçÿòà èç (34).

Ïðè m→∞ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

1

η
m

=
4W0(βm)

eβm
= O

(
lnβm
βm

)
,

βm = βm +O

(
1

η
m

)
= βm +O

(
lnβm
βm

)
,

lnβm − lnβm = ln

(
1 +O

(
lnβm
β2m

))
= O

(
lnβm
β2m

)
,

ln lnβm − ln lnβm = ln

(
1 +O

(
1

β2m

))
= O

(
1

β2m

)
,

ln lnβm
ln(βme)

− ln lnβm
ln(βme)

= O

(
ln lnβm
β2m lnβm

)
,

lnβm
ln3(βme)

ln2 lnβm = O

(
ln2 lnβm

ln2 βm

)
.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (41), (42) îòëè÷àþòñÿ íà
âåëè÷èíó ïîðÿäêà

O

(
ln2 lnβm

ln2 βm

)
, m→∞,

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (33). Ïðåäëîæåíèå 3 äîêàçàíî. �

Ôîðìóëû (32), (33) äåòàëüíî îïèñûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ëîãàðèôìîâ µm è ηm, ïîêàçûâàÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî µm ∼ ηm ïðè m→∞.
Ïîâåäåíèå ñàìèõ µm è ηm àñèìïòîòèêè (32), (33) îòðàæàþò õóæå, õîòÿ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à, âîçìîæíî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.
Â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà óòî÷íèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè (5), òåñíî ñâÿçàí-

íîé ñ îñíîâíîé ôóíêöèåé (1).

Ïðåäëîæåíèå 4. Ôóíêöèÿ Ψ, çàäàííàÿ â (5), îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

lim
y→+∞

Ψ(y) =
π

4
, (43)

Ψ′′(y) < 0 ïðè âñåõ y > 0. (44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ðàâåíñòâî (43). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì
ôîðìóëó (5) â âèäå

Ψ(y) =

+∞∫
0

2h(t)− 1

2t
sin(yt) dt +

+∞∫
0

sin(yt)

2t
dt



ÏÅÐÂÀß ÔÎÐÌÓËÀ ÁÈÍÅ 161

ñ ôóíêöèåé h èç îïðåäåëåíèÿ (4). Ïðè R > 0 îñóùåñòâèì åùå îäíî ïðå-
îáðàçîâàíèå

Ψ(y) =

R∫
0

2h(t)− 1

2t
sin(yt) dt+

+∞∫
R

h(t) sin(yt)

t
dt−

+∞∫
R

sin(yt)

2t
dt+

π

4
. (45)

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ε > 0 è ïîäáåðåì R > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ
âñåõ y > 1 îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∣∣

+∞∫
R

h(t)

t
sin(yt) dt

∣∣∣∣∣∣ 6
+∞∫
R

h(t)

t
dt <

ε

3
,

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
R

sin(yt)

2t
dt

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Çàôèêñèðóåì íàéäåííîå R > 0 è ïðèìåíèì ê íåïðåðûâíîé íà [0, R]
ôóíêöèè (h(t)− 0.5) /t ëåììó Ðèìàíà (ñì., íàïðèìåð, [22, ãë. 18, § 2]),
â ñèëó êîòîðîé íàéäåòñÿ òàêîå Y0 > 1, ÷òî ïðè âñåõ y > Y0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣

R∫
0

2h(t)− 1

2t
sin(yt) dt

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Èòàê, ñîãëàñíî (45), äëÿ âñåõ y > Y0 èìååì |Ψ(y)− π/4| < ε. Ïðåäåëüíîå
ñîîòíîøåíèå (43) äîêàçàíî.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà (44), âëåêóùåãî ñòðîãóþ âûïóê-

ëîñòü ââåðõ ôóíêöèè Ψ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Èñïîëüçóÿ (12), (15),
çàïèøåì

Ψ′′(y) = Φ′′(y)−
(
y ln

y

e

)′′
=
∞∑
n=1

2yn

(n2 + y2)2
− 1

y
, y > 0.

Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (44) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

∞∑
n=1

2y2n

(n2 + y2)2
< 1 ïðè âñåõ y > 0.

À ýòî âûòåêàåò èç öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé

2y2n

(n2 + y2)2
6

2y2n

(n2 + y2)2

∣∣∣∣
y2=0.5

=
n

(n2 + 0.5)2
<

n

n4 + n2
6

1

n (n+ 1)
,

ãäå n ∈ N, è ðàâåíñòâà
∞∑
n=1

1

n (n+ 1)
= 1.

Óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî. �

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñâîéñòâàõ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ψ,
îòìå÷åííûõ â çàìå÷àíèè 1 è ïðåäëîæåíèè 4, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4. Ãðàôèê âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ψ, çàäàííîé â (5).

4 Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è

Îáñóäèì çäåñü äðóãîé âîçìîæíûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíê-
öèè Φ, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè

Φ(y) =

∞∑
n=1

(y
n
− arctg

y

n

)
− γy − π

2
, y > 0. (46)

Ôîðìóëà (46) ôàêòè÷åñêè îòìå÷åíà â [13]. Òàì æå óêàçàíà ñâÿçü

∞∑
n=1

(y
n
− arctg

y

n

)
=

∞∑
m=1

(−1)m+1ζ(2m+ 1)

2m+ 1
y2m+1, 0 < y 6 1, (47)

â êîòîðîé ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.
Ðàññìîòðèì ¾êîìïëåêñèôèöèðîâàííûé¿ ðÿä

∞∑
n=1

(w
n
− arctg

w

n

)
, (48)

ãäå ïåðåìåííàÿ w ïðèíàäëåæèò ïîëîñå |Imw| < 1. ÏóñòüK � ïðîèçâîëü-
íûé êîìïàêò èç ýòîé ïîëîñû è d ≡ max {|w| : w ∈ K} > 0. Äëÿ w ∈ K
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è íîìåðîâ n >
√

2 d çàïèøåì îöåíêó

∣∣∣w
n
− arctg

w

n

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
w/n∫
0

τ2

1 + τ2
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
|w|
n

max
τ∈[0,w/n]

|τ |2

|1 + τ2|
6

6
d

n

d2/n2

1− d2/n2
< 2

d3

n3
,

ãäå èíòåãðàë âçÿò ïî îòðåçêó [0, w/n]. Êàê âèäèì, ðÿä (48), ñîñòàâëåí-
íûé èç àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå |Imw| < 1 ôóíêöèé, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-
íî íà êîìïàêòàõ èç |Imw| < 1, è ïîýòîìó åãî ñóììà, ñîãëàñíî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ýòîé ïîëîñå. Òåì ñàìûì Φ åñòü
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé y > 0 êàê ñóæåíèå íà
ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé ïðè |Imw| < 1. Ñ÷è-
òàÿ, ÷òî Φ(0) = −π/2, ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ ïðè y > 0 ôóíêöèþ.
Ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé èìååò âèä

Φ′(y) =
∞∑
n=1

y2

n (n2 + y2)
− γ, y > 0, (49)

ïîñêîëüêó ðÿä â (49), ïîëó÷åííûé ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿ-
äà (48), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [0, c], ãäå c > 0. Â ÷àñòíî-
ñòè, Φ′(0) = −γ. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ (49) âîçðàñòàåò îò −γ äî +∞,
ïðèíèìàÿ çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, â åäèíñòâåííîé òî÷êå ymin > 0. Ëîêà-
ëèçóåì òî÷êó ymin ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè (46). Âíà÷àëå çàìå-
òèì, ÷òî ymin < 1, òàê êàê

Φ′(1) =
∞∑
n=1

1

n (n2 + 1)
− γ > 1

2

∞∑
n=1

1

n3
=

1

2
ζ(3)− γ = 0.02 . . . > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

γ =
∞∑
n=1

y2min

n
(
n2 + y2min

) < ymin

2

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

12
ymin,

îòêóäà ymin > 12γ/π2 > 0.7. Èíòåðâàë (0.7, 1) ëîêàëèçàöèè òî÷êè ymin

ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü, åñëè îöåíèòü ïðîèçâîäíóþ (49) íå ñòîëü
ãðóáî. Íàïðèìåð, âïîëíå ÿñíî, ÷òî

a ≡ 4

5
(ζ(3)− 1) <

∞∑
n=2

1

n
(
n2 + y2min

) < ζ(3)− 1 ≡ b,

èáî 0 < ymin < 1 6 n/2 ïðè âñåõ n > 2. Ýòî äàåò íåðàâåíñòâà

1

1 + y2min

+ a <
γ

y2min

<
1

1 + y2min

+ b,
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Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ôóíêöèé Φ (ñèíèé), Φ1 (îðàíæåâûé)
è Φ2 (çåëåíûé).

êîòîðûå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå äâóñòîðîííåé îöåíêè
√
Db − (b+ 1− γ)

2b
< y2min <

√
Da − (a+ 1− γ)

2a
,

Êîìïüþòåðíûé àíàëèç ôîðìóëû (49) ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå
ymin ∈ (0.88, 0.89).
Îöåíèì òåïåðü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Φmin ≡ Φ(ymin). Äëÿ ýòîãî óäîá-

íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (47).

Ïîñêîëüêó

1

3
ζ(3) y3 − 1

5
ζ(5) y5 <

∞∑
m=1

(−1)m+1ζ(2m+ 1)

2m+ 1
y2m+1 <

1

3
ζ(3) y3

ïðè âñåõ y ∈ (0, 1], òî

Φ1(y) < Φ(y) < Φ2(y), y ∈ (0, 1], (50)

ãäå îáîçíà÷åíî

Φ1(y) ≡ 1

3
ζ(3) y3− 1

5
ζ(5) y5−γ y− π

2
, Φ2(y) ≡ 1

3
ζ(3) y3−γ y− π

2
. (51)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

Φ′1(y) = ζ(3) y2 − ζ(5) y4 − γ < 0, Φ′2(y) = ζ(3) y2 − γ > 0



ÏÅÐÂÀß ÔÎÐÌÓËÀ ÁÈÍÅ 165

äëÿ âñåõ y ∈ (0.7, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, íà òàêîì ïðîìåæóòêå Φ1 óáûâàåò,
à Φ2 âîçðàñòàåò, è âåðíû îöåíêè

Φ1(1) < Φ1(ymin) < Φ(ymin) < Φ2(ymin) < Φ2(1).

Îòñþäà
1

3
ζ(3)− 1

5
ζ(5)− γ − π

2
< Φmin <

1

3
ζ(3)− γ − π

2
ñî çíà÷åíèÿìè ãðàíèö −1.95 . . . è −1.74 . . . ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëåííûé
àíàëèç ôîðìóëû (46) íà êîìïüþòåðå äàåò Φmin ∈ (−1.878,−1.877).
Èòàê, íà îòðåçêå [0, ymin] ôóíêöèÿ Φ óáûâàåò îò −π/2 äî Φmin, çàòåì

íà ëó÷å [ymin,+∞) ôóíêöèÿ Φ âîçðàñòàåò îò Φmin äî +∞. Íà âñåì ëó÷å
y > 0 ôóíêöèÿ Φ âûïóêëà âíèç, ïîñêîëüêó èç (49) ïîñëå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ èìååì

Φ′′(y) = 2y

∞∑
n=1

n

(n2 + y2)2
> 0, y > 0,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (12).
Ìíîãî÷ëåíû (51) ñóòü óëó÷øåííûå ìèíîðàíòà è ìàæîðàíòà äëÿ ôóíê-

öèè Φ ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ y ïî ñðàâíåíèþ ñ Φ è Φ èç òåîðåìû 1
(ñì. ðèñ. 2 è ðèñ. 5). Â òî æå âðåìÿ, èç îöåíîê (50) âèäíî, ÷òî Φ1, Φ2 íå
ãîäÿòñÿ äëÿ êà÷åñòâåííîãî îöåíèâàíèÿ êîðíÿ y∗. Ýòî ïðîäåëàíî â ïðåä-
ëîæåíèè 2 ñ ïðèâëå÷åíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1). Îòìåòèì,
íàêîíåö, ÷òî è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Φ(y) ïðè y → +∞ òàêæå
ïðîùå èçó÷àòü, èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1) (ñì. ïðåäëî-
æåíèå 1), à íå èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä (46).
Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Á.È. Ñóëåéìàíîâó çà èíòåðåñ ê ðàáîòå è öåííûå

óêàçàíèÿ íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè [7]�[9].
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