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Abstract: The paper provides su�cient conditions for the correct
solvability of the truncatedWiener-Hopf equation with a real symbol.
Keywords:truncatedWiener �Hopf equation, correctness, existence,
uniqueness, stability, real symbol.

1 Ââåäåíèå*

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå â ñâåðòêàõ âòîðîãî ðîäà íà êîíå÷íîì èí-
òåðâàëå, êîòîðîå íàçûâàþò òàêæå óñå÷åííûì óðàâíåíèåì Âèíåðà �Õîïôà:

u(t)−
τ∫

0

k(t− s)u(s) ds = f(t), t ∈ (0, τ), (1)

ãäå

k ∈ L1(R), f ∈ L1(0,∞), τ > 0. (2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè k(t) âíå èíòåðâàëà (−τ, τ) è
ôóíêöèè f(t) âíå èíòåðâàëà (0, τ) íå âëèÿþò íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1).
Äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî k(t), f(t)� çàäàííûå ôóíêöèè ïðè t ∈ (−τ, τ)
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è t ∈ (0, τ) ñîîòâåòñòâåííî, è ïðîèçâîëüíûå ïðè t /∈ (−τ, τ) è t > τ ñîîò-
âåòñòâåííî.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèè (2) (ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2)) áóäåì

èñêàòü â L1(0, τ).
Ñèìâîëîì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàþò ôóíêöèþ S:

S(x) := 1−Fk(x), x ∈ R, (3)

ãäå F� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

Fk(x) =

∞∫
−∞

k(t)eixt dt, x ∈ R.

Óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè.
Ýòî çàäà÷è êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è åå îáðàòíûå çàäà÷è,
çàäà÷è èíôîðìàòèêè, âñåâîçìîæíûå çàäà÷è ñîâðåìåííîé òåõíèêè è ýêî-
íîìèêè: ÿäåðíîé ôèçèêè, àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèè èãð, ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è äðóãèå [1, ñ. 6]. Çàìåòèì, ÷òî â [1] ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðèëîæåíèÿ óðàâíåíèé Âèíåðà �Õîïôà, óñå÷åííûå æå óðàâíåíèÿ
Âèíåðà �Õîïôà èìåþò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèé. Íàïðèìåð,
óñå÷åííûå óðàâíåíèÿ Âèíåðà �Õîïôà ëåæàò â îñíîâå îäíîé èç ìîäè-
ôèêàöèè ìåòîäà Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà-Ìàð÷åíêî-Êðåéíà [2]�[3]. Ìåòîä
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîæåñòâà îáðàòíûõ çàäà÷, òàêèõ êàê îáðàò-
íàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ èëè îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé âîëíîâîãî
òèïà. Êðîìå òîãî, â àëãåáðå Âèíåðà ïîðÿäêà äâà çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè
ñâîäèòñÿ ê óñå÷åííîìó óðàâíåíèþ Âèíåðà �Õîïôà [4]�[5].
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò îáùåé òåîðèè óðàâíåíèÿ (1) (â

îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Âèíåðà �Õîïôà [1],[6]). Áîëåå òîãî, íå ñóùåñòâóåò
òåîðèè êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1)�(2) ñ îáîçðèìûìè óñëîâèÿìè êîððåêò-
íîñòè. Óñïåõ â èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1)�(2) äîñòèãíóò ëèøü â ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ:
Â [7] çàäà÷à (1)�(2) èññëåäîâàíà ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿäðî èìååò ñëåäóþ-

ùèé îáùèé âèä:

k(t) =

m∑
j=1

mj∑
l=1

clje
pj tl, t ∈ (−τ, τ),

ãäå clj , pj � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå.
Â [8, òåîðåìà 7.2] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò τ1 > 0, òàêîå ÷òî ïðè

âñåõ τ > τ1 ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, åñëè
âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå

S(x) ̸= 0, x ∈ R, IndS(x) :=
1

2π
∆R argS(x) = 0, (4)

ãäå IndS(x)� èíäåêñ ôóíêöèè S.
Â [9] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ïðè âûïîë-

íåíèè íåðàâåíñòâà â (4) è óñëîâèÿ

F−1{Fk(x)/S(x)}(t) = 0, t < −τ,
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ãäå F−1� îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ k ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ñ ïåðèîäîì τ , èñ-

ñëåäîâàí â [10].
Ïîëîæèì

k±(t) = θ(±t) k(t), t ∈ R,

ãäå θ� ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Èìååì

k(t) = k−(t) + k+(t), t ∈ R, Fk±(x) = F{θ(±t)k(t)}(x).
Õîðîøî èçâåñòíî, äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêàõ âòîðîãî ðîäà íà ïî-

ëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (óðàâíåíèÿ Âèíåðà �Õîïôà) è äëÿ ñêàëÿð-
íîé êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà ñóùåñòâóþò ðàçâèòûå òåîðèè (ñì., íàïðè-
ìåð, [1],[6]). Âçàèìîñâÿçü (ýêâèâàëåíòíîñòü) ìåæäó óðàâíåíèåì Âèíå-
ðà �Õîïôà è ñêàëÿðíîé êðàåâîé çàäà÷åé Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà áûëà íàé-
äåíà â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà (ñì. èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ â [1]).
Èçó÷åíèå óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ñ ïîìîùüþ

âåêòîðíîé êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà íà÷àëîñü, ïî-âèäèìîìó,
ñ ðàáîòû [11]. Ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ñìîòðè â [12].
Â ðàáîòàõ àâòîðà (ñì., íàïðèìåð, [4]�[5]) ðàçâèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, â

êîòîðîì èçó÷àåòñÿ âåêòîðíàÿ êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (çàäà-
÷à ôàêòîðèçàöèè) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè (1). Áûëà ïîëó-
÷åíà ôîðìóëà âçàèìîñâÿçè (è íàéäåíû óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè) ìåæ-
äó çàäà÷åé (1)�(2) è êðàåâîé çàäà÷åé Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà ñ ìàòðè÷íûì
êîýôôèöèåíòîì, äîïóñêàþùèì ñòàíäàðòíóþ ôàêòîðèçàöèþ â àëãåáðå
Âèíåðà ïîðÿäêà 2. Ïîêàçàíî [4], ÷òî øèðîêèé êëàññ êðàåâûõ çàäà÷ Ðè-
ìàíà �Ãèëüáåðòà (çàäà÷ ôàêòîðèçàöèè) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (1)�(2).
Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîïóñêàåò êà-

íîíè÷åñêóþ ôàêòîðèçàöèþ â àëãåáðå Âèíåðà ïîðÿäêà 2. Ïîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷à Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà, êîýôôèöèåíò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåí-
íàÿ ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (1)�(2) ñ âåùåñòâåííûì ñèìâî-
ëîì. Â âèäó òîãî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû-
ôóíêöèè ãàðàíòèðóåò êîððåêòíóþ ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé êðà-
åâîé çàäà÷è Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (ñì. íèæå òåîðåìó 1), òî ïî äîêàçàííîé
íèæå òåîðåìå 2 áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è (1)�(2) ñ âåùåñòâåííûì ñèìâîëîì (ñì. íèæå òåîðåìû 3,4).
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà �

Ãèëüáåðòà è âçàèìîñâÿçè ýòîé çàäà÷è ñ óñå÷åííûì óðàâíåíèåì Âèíå-
ðà �Õîïôà, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ 1 ≤ n,m ≤ 2 ïîëîæèì
Ln×m � ïðîñòðàíñòâî n × m ìàòðèö-ôóíêöèé ñ ýëåìåíòàìè èç L1(R),
Ff � îáðàç Ôóðüå ìàòðèöû-ôóíêöèè f ∈ Ln×m. R � ðàñøèðåííàÿ âåùå-
ñòâåííàÿ ïðÿìàÿ (R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ); Wn×n � àëãåáðà Âèíåðà
íåïðåðûâíûõ ìàòðèö-ôóíêöèé âèäà C+Ff , ãäå C � ïîñòîÿííàÿ ìàòðè-
öà ïîðÿäêà n è f ∈ Ln×n; Wn×n

+ (Wn×n
− ) � ïîäàëãåáðà â Wn×n, ñîñòîÿ-

ùàÿ èç ìàòðèö-ôóíêöèé âèäà C +Ff òàêèõ, ÷òî f(t) = 0 ïðè t < 0 (ïðè
t > 0); ïðè C=0 ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû è ïîäàëãåáðû áóäåì ñíàáæàòü
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íèæíèì èíäåêñîì 0 (Wn×n
0 , Wn×n

0± ). Ïðè n = 1 âåðõíèé èíäåêñ n× n ïðè
W áóäåì îïóñêàòü. Åñëè B � íåêîòîðàÿ àëãåáðà, òî ÷åðåç GB îáîçíà÷èì
ãðóïïó èç îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â B. ×åðåçWn×1, Wn×1

± îáîçíà÷èì ãðóï-
ïû, ñîñòîÿùèå èç âåêòîðîâ ñòîëáöîâ ìàòðèö-ôóíêöèé èç àëãåáð Wn×n,
Wn×n

± ñîîòâåòñòâåííî.

2 Êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà íà ðàñøèðåííîé ïðÿ-
ìîé R, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð-ôóíêöèè Φ± := (Φ±

1 ,Φ
±
2 )

T ∈
W2×1

0± ïî êðàåâîìó óñëîâèþ:

Φ+(x) = M(x) Φ−(x) + q−(x), x ∈ R, (5)

ãäå

M(x) =

(
1 eixτm−(x)

e−ixτm+(x) 1 +m22(x)

)
∈ GW2×2, q− ∈ W2×1

0− , (6)

q−(x) =

0∫
−τ

q−(t)e
ixt dt, q− ∈ L1(−τ, 0), (7)

m± ∈ W0±, 1 +m22(x) = dM (x) +m+(x)m−(x), dM ∈ GW. (8)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M ðàâåí dM (detM = dM ).
Ñ÷èòàåì, ÷òî

κ := Ind dM (x) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ôóíêöèè dM (x):

dM (x) = d+M (x) d−M (x), x ∈ R, ãäå d±M ∈ GW±. (9)

Íèæå ïðèâåäåì õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè êðàåâîé çà-
äà÷è Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà è ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö-ôóíêöèé (ñì., íàïðè-
ìåð, [13, ãë. I],[14, �7]).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöàM ∈ GW 2×2 äîïóñêàåò ñòàíäàðòíóþ (ëå-

âóþ) ôàêòîðèçàöèþ, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ìàòðèö:

M(x) = M+(x)D(x)M−(x), x ∈ R,
ãäå M± ∈ GW 2×2

± (M± � ôàêòîð-ìíîæèòåëè), D(x) - äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ,

D(x) =
{(x− i

x+ i

)κ1

,

(
x− i

x+ i

)κ2}
,

κ1 ≥ κ2 � ÷àñòíûå èíäåêñû ìàòðèöûM (öåëûå ÷èñëà), κ =Ind det M(t) =
2∑

j=1
κj � ñóììàðíûé èíäåêñ ìàòðèöû M .

Êîððåêòíîñòü êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà îïðåäåëÿþò ÷àñòíûå èíäåêñû
åå ìàòðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà. Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóììàðíûé èíäåêñ ìàòðèöû M(t) ðàâåí íóëþ. Òî-
ãäà äëÿ óñòîé÷èâîñòè ÷èñåë p è l (ãäå l � ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé, p � ÷èñëî óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà
(5)�(6)) îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû M(x) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ÷àñòíûå èíäåêñû ìàòðèöû M(x) áûëè ðàâíû íóëþ. Êðî-
ìå òîãî, åñëè ÷àñòíûå èíäåêñû ìàòðèöû M(x) ðàâíû íóëþ, òî îäíî-
ðîäíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå, à íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à êîððåêòíî ðàçðåøèìà (ðåøåíèå ñóùå-
ñòâóåò, åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê êîýôôèöèåíòàì çà-
äà÷è M è q−).

3 Âçàèìîñâÿçü ìåæäó êðàåâîé çàäà÷åé

Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6) è çàäà÷åé (1)�(2).

Ïîëîæèì

w±
τ (x) := d±M (x)∓m±(x), Ff(x) :=

eixτq−(x)

w+
τ (x)

, (10)

S(x) :=
dM (x) +m+(x)m−(x)

w−
τ (x)w

+
τ (x)

, (11)

ãäå

|w±
τ (z)| > 0, ±Im z ≥ 0

(
z = x+ iy

)
, (12)

S� ñèìâîë óðàâíåíèÿ (1).
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ â (10)�(12). Òîãäà ðåøåíèå
u(t) (îáðàç Ôóðüå ðåøåíèÿ) óñå÷åííîãî óðàâíåíèÿ Âèíåðà �Õîïôà (1) ïðè
îãðàíè÷åíèè (2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà (5)�
(9) ïî ôîðìóëå:

Fu(x) = Φ+
1 (x) + eixτd−M (x)Φ−

2 (x). (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåíåñåì âåêòîð-ñòîëáåö (0, q−)T â ëåâóþ ÷àñòü êðà-
åâîãî óñëîâèÿ (5) è îáîçíà÷èì

ϕ2(x) := Φ+
2 (x)− q−.

Äàëåå áóäåì ðàññóæäàòü òàêæå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå [4, òåîðåìû 3]
âïëîòü äî ðàâåíñòâà [4, (2.9)], â êîòîðîì, â íàøåì ñëó÷àå

C2 = 0 = f̂ = 0, Ψ+
1 = Φ+

1 + eixτ d−MΦ−
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî [4, (2.9)] áóäåò èìåòü âèä:

(1−Fk(x))Ψ+
1 (x)−

Φ+
2 (x)− q−(x)

w+
τ (x)

eixτ =
d−M (x)Φ−

1 (x)

w−
τ (x)

, x ∈ R. (14)
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Èç ðàâåíñòâà (14), ñ ó÷åòîì âòîðîãî ðàâåíñòâà â (10) è ñîîòíîøåíèé â [4,
(2.10)�(2.13)] (ïðè C2 = 0), ïîëó÷èì èñõîäíîå óðàâíåíèå (1). Â ïîñëåäíåì

f(t) = −F−1{e
ixτq−(x)

w+
τ (x)

}(t), k(t) = F−1{1− S(x)}(t), (15)

ãäå S � ñèìâîë óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûé îïðåäåëåí ôîðìóëîé (11).
□

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ñèìâîëà óðàâíåíèÿ â (11) èìååò ýêâè-
âàëåíòíóþ ôîðìó [5, ôîðìóëà (1.7)]:

S(x) =
d+M (x)

w+
τ (x)

+
d−M (x)

w+
τ (x)

− 1. (16)

4 Óñëîâèÿ äëÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6).

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ðè-
ìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå êà-
íîíè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû M(x) â (6). Íàéäåì äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êàíîíè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöûM(x).
Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà M(x) â (6) äîïóñêàåò
êàíîíè÷åñêóþ ôàêòîðèçàöèþ (çàäà÷à Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6) êîð-
ðåêòíî ðàçðåøèìà):

(i) m+ = m−, d±M = 1;

(ii) m+ = −m−, d±M = 1±m±,

d−M (x) = 1−m−(x) ̸= 0, m−(x) +m−(x) < 1, x ∈ R. (17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ (i). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà-ôóíêöèÿ M(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.
Òîãäà ìàòðèöà-ôóíêöèÿ M(x) äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêóþ ôàêòîðèçàöèþ
[15].
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñëó÷àÿ (ii). Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà-ôóíêöèÿ

M(x) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

M(x) =

(
1 eixτm−(x)

−e−ixτm−(x) 1−m−(x)−m−(x)

)
.

Èìååì

MR(x) :=
M(x) +M∗(x)

2
=

{
1, 1−m−(x)−m−(x)

}
,

ãäå
M∗(x) = MT (x), T − çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (17) ñëåäóåò, ÷òî detMR(x) ̸= 0, x ∈ R.Òàêèì
îáðàçîì, ýðìèòîâà ìàòðèöà-ôóíêöèÿ MR(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Òîãäà ïî [14, òåîðåìà 8.1] ïîëó÷èì, ÷òî ìàòðèöà-ôóíêöèÿ M(x) äîïóñ-
êàåò êàíîíè÷åñêóþ ôàêòîðèçàöèþ â ñëó÷àå (ii). □

5 Óðàâíåíèå (1) ñ âåùåñòâåííûì ñèìâîëîì.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

||k−||1 =
∞∫

−∞

|k−(t)| dt < 1. (18)

Åñëè ñèìâîë óðàâíåíèÿ (1) âåùåñòâåíåí è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

S(x) = 1−Fk−(x)−Fk−(x) > 0, x ∈ R, (19)

òî óðàâíåíèå (1) êîððåêòíî ðàçðåøèìî â L1(0, τ) äëÿ ëþáîé åãî ïðàâîé
÷àñòè f ∈ L1(0, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å (1)�(2) êðàåâóþ çà-
äà÷ó Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òåîðåìà 2 è
ëåììà 1 ñ óñëîâèåì (ii). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

m− := Fk−, m+ := −m−, d±M := 1±m± (dM = |1−Fk−|2). (20)

Òîãäà èç (10)�(11) ïîëó÷èì

w±
τ (x) = 1, Ff(x) = eixτq−(x), S(x) = dM (x) +m+(x)m−(x). (21)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìà 2 è ëåììà 1 (ñ óñëîâèåì (ii)) âûïîë-
íåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1 êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà
(5)�(6) êîððåêòíî ðàçðåøèìà.Òîãäà èç òåîðåìû 2 è ðàâåíñòâ â (15) ñëå-
äóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:

||u||1 ≤ ||Φ+
1 ||W + ||d−M (x)||W ||Φ−

2 ||W , (22)

ãäå ||.||W � íîðìà â àëãåáðå Âèíåðà. Èç îöåíêè (22) âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à
(1)�(2) óñòîé÷èâà. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (21) èìååì

S(x) = 1−Fk−(x)−Fk−(x). (23)

□

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà ñèìâîë óðàâíåíèÿ (1) âåùåñòâåíåí
è çàäàí ôîðìóëîé

S(x) =
1

1 +m−(x)
+

1

1 +m−(x)
− 1, ãäå ||m−||W < 1. (24)

Èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ñèìâîëà óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(24), à äëÿ ôóíêöèé f è k ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà â (15), ãäå

w+
τ = 1−m−.

Òîãäà óðàâíåíèå (1) êîððåêòíî ðàçðåøèìî â L1(0, τ) äëÿ ëþáîé åãî ïðà-
âîé ÷àñòè f ∈ L1(0, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 3. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å (1)�(2) êðàåâóþ çàäà÷ó Ðè-
ìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òåîðåìà 2 è ëåììà 1
ñ óñëîâèåì (i). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

m+ := m−, d±M = dM := 1.

Òîãäà èç (10)�(11) ïîëó÷èì

w±
τ (x) = 1∓m±, Ff(x) = eixτ

q−(x)

w+
τ (x)

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìà 2 (ñ ðàâåíñòâîì (16)) è ëåììû 1 (ñ
óñëîâèåì (i)) âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1 êðàåâàÿ çàäà÷à
Ðèìàíà �Ãèëüáåðòà (5)�(6) êîððåêòíî ðàçðåøèìà.Òîãäà ïî òåîðåìå 2, ñ
ó÷åòîì îöåíêè (22), êîððåêòíî ðàçðåøèìà è çàäà÷à (1)�(2).

□

6 Ïðèìåðû.

1. Ïóñòü ñèìâîë óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä (23) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

||k−||1 < 1/2.

Òîãäà

k(t) = k−(t) + k−(−t), ||k||1 < 1.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå
ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòà-
âèìî â âèäå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Íåéìàíà, ò.å. óñòîé÷èâî. Ïîëó-
÷èì íèæå òàêîé æå ðåçóëüòàò ïî òåîðåìå 3. Äðóãèìè ñëîâàìè ïîêàæåì,
÷òî â óñëîâèÿõ ïðèìåðà òåîðåìà 3 âûïîëíÿåòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà â (19). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
î÷åâèäíóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

|Fk−(x) + Fk−(x)| ≤ 2|Fk−(x)| ≤ 2||k−||1 < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, Fk−(x)+Fk−(x) < 1, è íåðàâåíñòâî â (19) âûïîëíÿåòñÿ.
2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 èëè òåîðåìû 4. Ìîæíî âè-

äåòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå (4). Òîãäà ïî [8, òåîðåìà 7.2] ñóùåñòâóåò
τ1 > 0, òàêîå ÷òî ïðè âñåõ τ > τ1 ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî. ×òî òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3 èëè òåîðåìû 4.
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