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Представлено

Abstract: The concept of proximate order is widely used in the
theory of entire, meromorphic, subharmonic, and plurisubharmonic
functions. In this paper, we provide a general interpretation of
this concept as a proximate order relative to the model growth
function. The classical proximate order in the sense of Valiron is
the particular case of proximate order relative to the model growth
function. The main result of this work is a lower estimate of the
distance between the points at which the maximum modulus of the
entire function and the set of zeros of this function is reached, using
the concept of a proximate order relative to the model function.

Keywords: model function, growth function, proximate order,
convex function, entire function.

1 Введение

В теории целых и субгармонических функций одной из важнейших
проблем является проблема связи между ростом целой (субгармониче-
ской) функции и распределением нулей целой (риссовской меры субгар-
монической) функции. В данной работе исследуется связь расстояния

Kabanko, M.V., Generalization of formulas for the distance between a
maximum modules points and the zero set of the entire function.

© 2025 Кабанко М.В..
Поступила , опубликована .

144

https://orcid.org/0000-0002-9537-3699


ОБОБЩЕНИЕ ФОРМУЛ РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ ТОЧКАМИ МАКСИМУМА МОДУЛЯ И НУЛЯМИ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ145

между множеством нулей целой функции и точками, в которых дости-
гается максимум модуля. Первые результаты в этом направлении были
получены А. Макентайром в работе [1]. Дальнейшее развитие этих идей
получило в работах [2]–[6], в которых И.В. Островский и А. Юрейн полу-
чили более точные оценки для исследуемых расстояний. Также можно
отметить в этом направлении работы С.И. Фединяка и П.В. Филевича
(см. например [7]).

В настоящей работе это расстояние оценивается на основе уточненного
порядка относительно модельной функции, которая была введёна Б.Н.
Хабибуллиным в работе [8] и, в дальнейшем, использовался авторами
работ [9], [10] для уточнения классических результатов и приложений в
теории роста целых и субгармонических функций.

Будем использовать следующие определения и терминологию. Через
K,M, . . . , ε, δ, . . . обозначаем положительные константы. Через N обо-
значаем множество натуральных чисел, C — комплексная плоскость, R
— действительные числа и R+ := {x ∈ R : x > 0} — положительная по-
луось. Одноточечные множества записываем без фигурных скобок, если
это не вызывает разночтений. Открытый круг радиуса r с центром в точ-
ке a будем обозначать через C(a, r), в частности, C(r) = C(0, r). Через
B(a, r) = C(a, r) обозначим замкнутый круг, B(r) = B(0, r), L(a, r) =
{z ∈ C : |z − a| = r} — окружность радиуса r с центром в точке a, в
частности, L(r) = L(0, r).

Равенства (неравенства), которые выполняются для всех достаточно
больших значений r > 0, называются асимптотическими равенствами
(неравенствами).

Определение 1. (см. [8]) Строго положительная и выпуклая отно-
сительно логарифма функция M на открытом луче R+, для которой
M ′(r) > 0 при всех r ∈ R+ и lim

r→+∞
M(r) = +∞, называется модельной

функцией роста.

Будем считать, что M(0) = 0 для модельной функции и f(0) = 1
для целых функций, поскольку нас будет интересовать поведение этих
функций при достаточно больших r > 0. Это ограничение не уменьшает
общности наших дальнейших рассуждений и носит технический харак-
тер, упрощая в некоторых случаях доказательства.

Известно, (см., например, [11]), для любого r > 0 существуют точки
на окружности L(r) в которых максимум модуляM(r, f) := max

z∈L(r)
|f(z)|

достигается. Множество таких точек {w(r)} будем называть точками
максимума модуля функции. Существование таких точек эквивалентно
тому, что |f(w)| = M(|w(r)|, f). в дальнейшем будем отождествлять w
и w(r). Заметим, что w(r), вообще говоря, неоднозначная функция от r.
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Определение 2. (см. [8], [9]) Абсолютно непрерывная функция ρM на-
зывается уточнённым порядком относительно модельной функции ро-
ста M(r), если существуют пределы

lim
r→+∞

ρM (r) = % ∈ R, lim
r→+∞

M(r)

M ′(r)
ρ′M (r) lnM(r) = 0 . (1)

Здесь под ρ′M (r) мы понимаем наибольшее производное число. Далее,
поскольку модельная функция роста M фиксированная, то индекс M в
обозначении уточненного порядка мы будем опускать, если это не вызы-
вает недоразумений.

Функцию Mρ(r)(r) мы будем обозначать через V (r). Всюду далее бу-
дем считать, что 0 < % <∞.

Определение 3. Порядком целой функции f(z) относительно модель-
ной функции роста M(r) называется число

%f := lim sup
r→+∞

ln ln |f(reiθ)|
lnM(r)

. (2)

Если 0 6 %f < ∞, то функция f(z) называется функцией конечного
порядка относительно M(r); если %f = +∞, то f(z) называется функ-
цией безконечного порядка относительно M(r).

Определение 4. Для любой целой функции f(z) конечного порядка %
величина

σ = σf = lim
r→+∞

lnM(r, f)

V (r)
.

назыается типом функции f(z) относительно уточненного порядка
ρM (r). Если σ = 0, то f(z) называется функцией минимального ти-
па, если 0 < σ < +∞, то f(z) называется функцией нормально типа,
если σ = +∞, то f(z) называется функцией максимального типа от-
носительно уточненного порядка ρM .

2 Вспомогательные результаты

При исследовании роста целых функций часто исследуется поведение
отношения

V (tr)

V (r)
,

где V (r) – функция роста относительно уточненного порядка.
Рассмотри логарифм отношения для произвольного t, 0 < a < t < b

ln
V (tr)

V (r)
= ρ(tr) lnM(tr)− ρ(r) lnM(r)

= (ρ(tr)− ρ(r)) lnM(tr) + (lnM(tr)− lnM(r))ρ(r)
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В начале рассмотрим случай a < t < 1. Применяя для первого слагае-
мого в правой части равенства теорему Лагранжа, получим

(r − tr)ρ′(c) lnM(tr) + ln
M(tr)

M(r)
ρ(r) =

(r − tr)ρ′(c) lnM(tr) + ln

(
1 +

M(r)−M(tr)

M(tr)

)
ρ(r),

где c ∈ (tr; r). Снова применяя теорему Лагранжа ко второму слагаемо-
му получаем,

ln
V (tr)

V (r)
= (r − tr)ρ′(c) lnM(tr) + ln

(
1 +

M(d)(r − tr)
M(tr)

)
ρ(r) =

(r − tr)ρ′(c) lnM(tr)+

(1− t)rM ′(r)
M(r)

ln

(
1 +

M(d)(r − tr)
M(tr)

) M(tr)

(1−t)rM′(d)
· ρ(r) =

(1− t)rM ′(d)

M(tr)

·

M(tr)

M ′(d)
ρ′(c) lnM(tr) + ln

(
1 +

M(d)(r − tr)
M(tr)

) M(tr)

(1−t)rM′(d)
· ρ(r)

 ,

где d ∈ (tr; r).
Отсюда следует равенство

M(tr)

(1− t)rM ′(d)
ln
V (tr)

V (r)
=M(tr)

M ′(d)
ρ′(c) lnM(tr) + ln

(
1 +

M(d)(r − tr)
M(tr)

) M(tr)

(1−t)rM′(d)
· ρ(r)

 ,

Аналогично, рассматривая значения 1 < t < b, получим

M(tr)

(t− 1)rM ′(d)
ln
V (tr)

V (r)
=M(tr)

M ′(d)
ρ′(c) lnM(tr) + ln

(
1 +

M(d)(tr − r)
M(tr)

) M(tr)

(t−1)rM′(d)
· ρ(r)

 ,

где c, t ∈ (r; tr). Заметим, что при t = 1 имеем

ln
V (tr)

V (r)
= 0.
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Однако в дальнейшем нельзя сделать каких-либо выводов, поскольку
соотношения зависят от асимптотического поведения выражения

rM ′(r)

M(r)
.

Как известно (см., например [12]), произвольная, положительная, непре-
рывно дифференцируемая при x > b > 0 функция g(x), удовлетворяю-
щая условию

lim
x→+∞

xg′(x)

g(x)
= 0, (3)

является медленно меняющейся.

Определение 5. ([12]) Измеримая на (0,+∞) функция Lα(x) называ-
ется правильно меняющейся на бесконечности с показателем α ∈ R,
если выполняется

lim
x→+∞

Lα(tx)

Lα(x)
= tα.

Если α = 0, то функция L0(x) называется медленно меняющейся на
бесконечности.

Как было отмечено выше (см. [12]), критерием того, что дифференци-
руемая функция g(x) является правильно (медленно) меняющейся функ-
цией, является выполнение соотношений

lim
x→+∞

xg′(x)

g(x)
= α

(
lim

x→+∞

xg′(x)

g(x)
= 0

)
.

Более того, известно представление правильно меняющейся функции
в видеR(x) = xαL0(x), где L0(x) – медленно меняющаяся функция ([12]).

Лемма 1. Пусть ρL(r) – уточнённый порядок относительно медлен-
но меняющейся модельной функции L(x). Тогда медленно меняющейся
будет и функция

V (r) = (L(r))ρL(r). (4)

Доказательство. Для доказательства будем использовать критерий (3).
Непосредственными вычислениями получаем

V ′(r) = Lρ(r)−1(r)ρ(r)L′(r) + Lρ(r)(r) lnL(r)ρ′(r) =

V (r)
L′(r)

L(r)

(
ρ(r) + ρ′(r) lnL(r)

L(r)

L′(r)

)
.

Тогда
rV ′(r)

V (r)
=
rL′(r)

L(r)

(
ρ(r) + ρ′(r) lnL(r)

L(r)

L′(r)

)
.

Из определения уточненного порядка относительно модельной функции
получаем

lim
r→∞

ρ′(r) lnL(r)
L(r)

L′(r)
= 0, lim

r→∞
ρL(r) = %,
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а из критерия, определяющего медленно меняющююся функцию следует

lim
r→∞

rL′(r)

L(r)
= 0.

Таким образом, доказано, что

lim
r→∞

V (tr)

V (r)
= 1. (5)

�

В дальнейших рассуждениях будем использовать обозначение ψ(t) :=
1

(lnM(t))′

Лемма 2. (см. [8], [9]) Пусть ρM (r) – уточнённый порядок относи-
тельно модельной функции. Тогда будет справедливо следующее асимп-
тотическое равенство при 0 < ρ <∞:

ψ(r)V ′(r) = (%+ o(1))V (r), r → +∞. (6)

Доказательство. Непосредственными вычислениями получаем

V ′(r) = Mρ(r)−1(r)ρ(r)M ′(r) +Mρ(r)(r) lnM(r)ρ′(r)

= V (r)
M ′(r)

M(r)

(
ρ(r) + ρ′(r) lnM(r)

M(r)

M ′(r)

)
.

Отсюда получаем

V ′(r)

(lnM(r))′
= (%+ o(1))V (r), r → +∞.

Лемма доказана. �

Введем в рассмотрение следующую функцию

ξ(r) = r exp

(
V (r)

ψ(r)V ′(r)

)
. (7)

Тогда в силу равенства (6) получаем

ln
ξ(r)

r
=

1

%
+ o(1), r → +∞.

Теорема 1. Пусть M(r) — мультипликативная модельная функция.
Тогда для любого отрезка [a, b], что b ≥ a > 0, равномерно относитель-
но M(t) ∈ [a, b] выполняется соотношение

lim
r→+∞

V (tr)

V (r)
= M%(t) .

Доказательство. Рассмотрим соотношение

V (tr)

V (r)
= (M(t))ρ(tr)M(r)ρ(tr)−ρ(r) .
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Пусть, ε(r) = sup
u≥r

∣∣∣∣ lnM(u)

M ′(u)
ρ′(u) lnM(u)

∣∣∣∣ .Легко видеть, что lim
r→+∞

ε(r) =

0 . Используя это соотношение, получим

|ρ(tr)− ρ(r)| =

∣∣∣∣∣∣
tr∫
r

ρ′(u) du

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
tr∫
r

ρ′(u)M(u) lnM(u)

M ′(u)

M ′(u)

M(u) lnM(u)
du

∣∣∣∣∣∣
≤ max {ε(r); ε(tr)}

∣∣∣∣∣∣
tr∫
r

M ′(u)

M(u) lnM(u)
du

∣∣∣∣∣∣
= max {ε(r); ε(tr)} ln

(
1 +

lnM(t)

ln(M(r)

)
.

Отсюда следует, что

0 ≤

∣∣∣∣∣ lim
r→+∞

ln
(M(r))ρ(tr)

V (r)

∣∣∣∣∣ ≤ lim
r→+∞

lnM(r)|ρ(tr)− ρ(r)|

≤ lim
r→+∞

(
max {ε(r); ε((tr)} lnM(r) ln

(
1 +

lnM(t)

lnM(r)

))
≤ lim

r→+∞
max {ε(r); ε(tr)} = 0 .

Таким образом, существует предел

lim
r→+∞

(M(r))ρ(tr)

V (r)
= 1 .

Тогда

lim
r→+∞

(M(tr))ρ(tr)

V (r)
= lim

r→+∞
(M(t))ρ(tr) · lim

r→+∞
M(r)ρ(tr)−ρ(r) = M%(t) .

�

Замечание 1. Как известно, (см., например [12]), мультипликатив-
ными непрерывно дифференцируемыми функциями, являются только
степенные функции.

Из теоремы 1 легко следует

Теорема 2. При r → ∞ и 0 < a ≤ M(t) ≤ b < ∞ равномерно относи-
тельно t выполняется асимптотическое неравенство

(1− ε)M%(t)V (r) < (M(tr))ρ(tr) < (1 + ε)M%(t)V (r) .

Заметим, что при M(t) > 1 имеет место асимптотическое неравенство

(M(tr))ρ(tr) < (M(t))%+εV (r) .
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Теорема 3. Пусть M(r) – правильно меняющееся модельная функция.
Тогда при r → ∞ и 0 < a ≤ t ≤ b < ∞ равномерно относительно t
выполняется соотношение

lim
r→+∞

V (tr)

V (r)
= tα·% .

Доказательство. Из условия теоремы следует, что M(r) = rαL(r), где
α > 0 и L(r) – медленно меняющаяся функция. Тогда непосредственные
вычисления показывают, что

rV ′(r)

V (r)
=
rM ′(r)

M(r)

(
ρ(r) + ρ′(r) lnM(r)

M(r)

M ′(r)

)
. (8)

Поскольку M(r) – правильно меняющаяся, то получаем

lim
r→+∞

rM ′(r)

M(r)
= α.

С другой стороны, легко видеть, что если модельная функция M(r), то
она удовлетворяет определению 2, то будет верно

lim
r→+∞

M(r)

M ′(r)
ρ′(r) lnM(r) = 0 .

Таким образом,

lim
r→+∞

rV ′(r)

V (r)
= α · %.

Исходя из полученных результатов, следует утверждение теоремы.
�

Лемма 3. Для ξ(r) определённой равенством (7), будет справедливо
равенство

lim
r→∞

V (ξ(r))

V (r)
= eα

Доказательство. Действительно, из (1) непосредственно получаем

lim
r→∞

V (ξ(r))

V (r)
= lim

r→∞

V
(
r exp

(
ψ(r)V (r)
V ′(r)

))
V (r)

= (e
1
% )α·% = eα

Лемма доказана. �

Рассмотрим функцию вида

K(M(r), f) =
d

d lnM(r)
lnM(M(r), f) =

M(r)

M ′(r)

d

dr
lnM(M(r), f).

Функция K(M(r), f) является неотрицательной и неубывающей.
Легко видеть, что из леммы 3 следует неравенство

lim
r→+∞

V (ξ(r))

ψ(r)V ′(r) ln ξ(r)
r

6 eα (9)
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Лемма 4. Пусть целая функция f(z) имеет конечный отличный от
нуля порядок относительно уточненного порядка ρM и тип не превос-
ходящий σ. Тогда будет верно неравенство

lim
r→+∞

K(r, f)

ψ(r)V ′(r)
6 σ · eα

Доказательство. Для любых R > r получаем

lnM(M(R), f) =

R∫
0

d

dt
lnM(M(t), f)dt

=

R∫
0

d

d lnM(t)
lnM(M(t), f)d lnM(t)

>

R∫
r

d lnM(M(t), f)

d lnM(t)
d lnM(t)

> K(M(r), f)

R∫
r

d lnM(t) = K(M(r), f) · ln M(R)

M(r)
.

Таким образом для b = M(r), B = M(R) при R > r получаем оценку

lnM(B, f) ≥ K(b, f) · ln B
b
.

Оценивая отношение K(b,f)
ψ(b)V ′(b) , получим

K(b, f)

ψ(b)V ′(b)
6

lnM(B, f)

V (B)
· V (B)

ψ(b)V ′(b) ln B
b

Следовательно, при стремлении r к бесконечности, используя (9), пола-
гая в нем B = ξ(b), получаем требуемое неравенство.

�

3 Основной результат

Обозначим через Zf множества нулей функции f(z): Zf = {z ∈ C|f(z) =
0}. Под dist(a,G) будем понимать расстояние между точкой a и множе-
ством G:

dist(a,G) = inf
z∈G
|a− z|.

Определение 6. Пусть M(r) – модельная функция роста и

lim
r→∞

ln lnM(r, f)

lnM(r)
= % ∈ R+ .

Функция ρ(r) = ρM (r) называется собственным уточненным порядком
целой функции f(z) если lim

r→∞
ρ(r) = %.
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Теорема 4. Пусть ρM (r) — собственный уточненный порядок целой
функции f(z) и σ = σf — тип функции f(z) относительно модельной
функции ρM (r). Тогда

lim
|w|→∞

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|
>

1

σ · eα+1
.

где w – точка максимума модуля, V (r) = (M(r))ρ(r) – функция ро-
ста, относительно правильно меняющейся модельной функции M(r) и
ψ(r) = 1

(lnM(r))′ .

Доказательство. В доказательстве теоремы мы будем использовать идеи
А. Макентайра из работы [1], которые также использовались авторами
работ [2]–[6].

Пусть, как и выше, w – точка максимума модуля функции f(z). Опре-
делим функции Φw(z) и Q(h,w) равенствами:

Φw(z) =
f(w + z)

f(w)
, Q(h,w) = max

|z|6h
|Φw(z)|.

Поскольку для функции f(z) верно неравенство

|f(w + z)| 6M(|w|+ |z|, f),

то получаем оценку

Q(h,w) 6
M(|w|+ h, f)

M(|w|, f)
.

После логарифмирования этого неравенства, получаем

lnQ(h,w) 6 lnM(|w|+ h, f)− lnM(|w|, f) =

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

d lnM(M(t), f)

=

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

d

d lnM(t)
lnM(M(t), f)d lnM(t)

=

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

K(M(t), f)d lnM(t) 6 K(|w|+ h, f)

M−1(|w|+h)∫
M−1(|w|)

d lnM(t)

= K(|w|+ h, f) ln

(
1 +

h

|w|

)
6 K(|w|+ h, f)

h

|w|
.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Из последнего неравенства и леммы
4 следует, что при |w| > rε справедливо асимптотическое неравенство

lnQ(h,w) 6 (σ · eα + ε)ψ(|w|+ h)V ′(|w|+ h)
h

|w|
. (10)
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Теперь с помощью функции Q(h,w) оценим требуемое расстояние.
Для этого будем использовать функцию

ηw(z) =
Q(h,w)(Φw(z)− 1)

Q2(h,w)− Φw(z)
.

Эта функция была введена в работе [1] и рассуждения с её применением,
с некоторыми изменениями, аналогичны доказательствам работ [2], [3],
[4], [5], [6]. Для полноты изложения приведём доказательство.

Функция ηw(z) удовлетворяет условиям ηw(0) = 0 и |ηw(z)| 6 1 при
значениях |z| 6 h. Применив к этой функции лемму Шварца, получаем
для |z| 6 h

|ηw(z)| 6 |z|
h
.

Тогда

Q(h,w)|Φw(z)−1| 6 |z|
h
·|Q2(h,w)−Φw(z)| 6 |z|

h
(|Q2(h,w)−1|+|1−Φw(z)|).

Из последнего соотношения следует неравенство

|Φw(z)− 1| 6 |z|
h
· |Q

2(h,w)− 1|
|Q(h,w)− |z|h |

6
|z|

h(Q(h,w) + 1)
< 1.

Так как правая часть последнего неравенства меньше единицы, тогда
|z| < h

Q(h,w) . Отсюда следует, что Φw(z) 6= 0 и более того, f(w + z) 6= 0

для значений |z| < h
Q(h,w) . Таким образом получаем

dist(w,Zf ) >
h

Q(h,w)
. (11)

Из (10) и (11) получаем следующую оценку для любого ε > 0 при
|w| > rε

dist(w,Zf ) > h exp (−σ · eα + ε)ψ(|w|+ h)V ′(|w|+ h)
h

|w|
), при |w| > rε.

(12)
Положим

h =
|w|

σ · eαψ(|w|)V ′(|w|)
. (13)

Из (12) получим при |w| > rε

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|

>
1

σ · eα
exp

(
−
(

1 +
ε

σ · eα
) ψ(|w|+ h)V ′(|w|+ h)

ψ(|w|)V ′(|w|)

)
.
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Применяя лемму 2, получаем

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|

>
1

σ · eα
exp

(
−
(

1 +
ε

σ · eα
) V (|w|+ h)

V (|w|)

)
.

Оценим сомножитель
V (|w|+ h)

V (|w|)
в показателе экспоненты. По лемме 1,

учитывая выбор h в (13) получим

V (|w|+ h)

V (|w|)
=
V
(
|w|+ |w|

σ·eαψ(|w|)V ′(|w|)

)
V (|w|)

6

(
1 +

1

σ · eαψ(|w|)V ′(|w|)

)α·%
Таким образом, при стремлении |w| к бесконечности, получим асимпто-
тическое неравенство

lim
|w|→∞

dist(w,Zf )
ψ(|w|)V ′(|w|)

|w|

>
1

σ · eα
exp

(
−
(

1 +
ε

σ · eα
))

.

откуда и следует утверждение теоремы.
�

Автор выражает благодарность профессору К.Г. Малютину за полез-
ные обсуждения, которые позволили улучшить данную работу.
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