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Abstract. For an inhomogeneous three-dimensional equation of mixed
parabolic-hyperbolic type in a rectangular parallelepiped, a direct initial-
boundary problem is studied. A criterion for the uniqueness of a solution
is established. The solution is constructed as the sum of an orthogonal
series. In substantiating the convergence of the series, the problem of
small denominators of two natural arguments arose. Estimates are established
for the separation from zero of the small denominators with the corresponding
asymptotics. These estimates made it possible to justify the convergence
of the constructed series in the class of regular solutions of this equation.
Based on the solution of the direct problem, three inverse problems were
posed and studied to find the time-dependent factor of the right-hand
side only from the parabolic or hyperbolic part of the equation, and
when the factors from both sides of the equation are unknown at the
same time. The solution of inverse problems is equivalently reduced
to the solvability of loaded integral equations. Based on the theory of
integral equations, the corresponding uniqueness and existence theorems
are proved for solutions of the inverse problems posed. Moreover, the
solutions of inverse problems are constructed in an explicit form - as the
sum of orthogonal series.
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1. Постановка задач

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического типа

(1) Lu = F (x, y, t),

здесь

Lu =

{
ut − uxx − uyy + bu, t > 0,

utt − uxx − uyy + bu, t < 0,

F (x, y, t) =

{
f1(x, y)g1(t), t > 0,

f2(x, y)g2(t), t < 0,

в области

Q = {(x, y, t)| (x, y) ∈ D, t ∈ (−α, β)}, D = {(x, y)| 0 < x < p, 0 < y < q},
α, β, p, q – заданные положительные действительные числа, b – заданное любое
действительное число, и поставим следующие задачи.

Задача 1. Найти функцию u(x, y, t), определенной в области Q и удовле-
творяющую следующим условиям:

(2) u(x, y, t) ∈ C(Q) ∩ C1
t (Q) ∩ C1

x,y(Q) ∩ C2
x,y(Q+) ∩ C2(Q−);

(3) Lu(x, y, t) ≡ F (x, y, t), (x, y, t) ∈ Q+ ∪Q−;

(4) u(x, y, t)
∣∣
x=0

= u(x, y, t)
∣∣
x=p

= 0, −α ≤ t ≤ β;

(5) u(x, y, t)
∣∣
y=0

= u(x, y, t)
∣∣
y=q

= 0, −α ≤ t ≤ β;

(6) u(x, y, t)
∣∣
t=−α = ψ(x, y), (x, y) ∈ D,

где F (x, y, t) и ψ(x, y) – заданные достаточно гладкие функции,

Q− = Q ∩ {t < 0}, Q+ = Q ∩ {t > 0}.
Задача 2. Найти функции u(x, y, t) и g1(t), удовлетворяющие условиям (2)

– (6) и

(7) g1(t) ∈ C[0, β];

(8) u(x0, y0, t) = h1(t), (x0, y0) ∈ D, 0 ≤ t ≤ β,
где fi(x, y), i = 1, 2, g2(t) и h1(t) – заданные функции.

Задача 3. Найти функции u(x, y, t) и g2(t), удовлетворяющие условиям (2)
– (6) и

(9) g2(t) ∈ C[−α, 0];

(10) u(x0, y0, t) = h2(t), (x0, y0) ∈ D, −α ≤ t ≤ 0,

где fi(x, y), i = 1, 2, g1(t) и h2(t) – заданные функции.
Задача 4. Найти функции u(x, y, t), g1(t) и g2(t), удовлетворяющие усло-

виям (2) – (10).
К одним из первых исследований задач сопряжения, когда на одной части

области задано параболическое уравнение, на другой – гиперболическое урав-
нение, можно отнести работу [1], где рассматривается пример, связанный с
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движением газа в канале, окруженном пористой средой, здесь в канале движе-
ние газа описывается волновым уравнением, вне его – уравнением диффузии,
но при этом четкой постановки математической задачи не привел и не ука-
зал пути решения. В статьях [2, 3] задача о распространении электрических
колебаний в составных линиях, когда на участке полубесконечной линии пре-
небрегается потерями, а остальная часть линии рассматривается как кабель
без утечки, сведена к решению системы уравнений

L
∂I1
∂t

+
∂U1

∂x
= 0, C1

∂U1

∂t
+
∂I1
∂x

= 0, 0 < x < l,

RI2 +
∂U2

∂x
= 0, C2

∂U2

∂t
+
∂I2
∂x

= 0, l < x <∞,

при начальных U1|t=0 = 0, I1|t=0 = 0, U2|t=0 = 0 и граничных U1|x=0 = E(t),
limx→∞ U2 = 0 условиях, a также при требованиях непрерывности напряжения
и тока U1|x=l = U2|x=l, I1|x=l = I2|x=l, здесь L, C1 – самоиндукция и емкость
(на единицу длины) первого участка линии; R, C2 – сопротивление и емкость
второго участка.

Если теперь из системы уравнения исключить токи, то приходим к задаче:

0 =

{
a2

1uxx − utt, 0 < x < l,

a2
2uxx − ut, l < x <∞,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l, u(x, 0) = 0, l 6 x <∞,

u(0, t) = E(t), lim
x→+∞

u(x, t) = 0,

u(l − 0, t) = u(l + 0, t), ux(l + 0, t) =
R

L

t∫
0

ux(l − 0, η) dη,

здесь

u(x, t) =

{
U1(x, t), x < l,

U2(x, t), x > l,
a2

1 =
1

LC1
, a2

2 =
1

LC2
.

Эта задача для более общего уравнения с общими условиями склеивания
изучена в монографии [4].

В работах [5, 6] в многомерном пространстве исследованы начально-граничные
краевые задачи на сопряжения для параболо-гиперболических уравнений, ко-
торые возникают при изучении задачи о движении проводящей жидкости в
электромагнитном поле. Одна из этих задач следующая. Пусть ограниченная
область Ω ⊂ Rn есть объединение двух областей Ω1 и Ω2 и разделяющей их
(n − 1)-мерной поверхности Γ, так что Ω = Ω1 ∪ Γ ∪ Ω2. Обозначим через S
границу Ω, а через S1 и S2 – границы Ω1 и Ω2, Q

(k)
T = Ωk × [0, T ], k = 1, 2.

Ставится задача: найти функцию u(x, t), удовлетворяющую в области Q(1)
T па-

раболическому уравнению

ut + L1u = f1(x, t),

в области Q(2)
T гиперболическому уравнению

utt + L2u = f2(x, t),
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начальным условиям
u
∣∣∣
t=0

= ϕ1(x), x ∈ Ω1;

u
∣∣∣
t=0

= ϕ2(x), ut

∣∣∣
t=0

= ϕ3(x), x ∈ Ω2,

на границе S первому граничному условию

u
∣∣∣
S

= ψ(x, t), t ∈ [0, T ],

а на границе раздела Γ – условиям сопряжения:

u(1)
∣∣∣
Γ
− u(2)

∣∣∣
Γ

= ψ1(x, t),

b(1)(x, t)
∂u(1)

∂N

∣∣∣∣
Γ

− b(2)(x, t)
∂u(2)

∂N

∣∣∣∣
Γ

= ψ2(x, t), t ∈ [0, T ],

здесь u(x, t) = u(1)(x, t) для x ∈ Ω1, t ≥ 0 и u(x, t) = u(2)(x, t) для x ∈ Ω2, t ≥ 0,
b(k)(x, t) ≥ β > 0, k = 1, 2, – известные функции,

Lku ≡ −
∂

∂xi

[
a

(k)
ij (x, t)

∂u

∂xj

]
+ a

(k)
i (x, t)

∂u

∂xi
+ a(k)(x, t), k = 1, 2,

где a(k)
ij (x, t), a(k)

i (x, t), a(k)(x, t), fk(x, t), ϕj(x), j = 1, 2, 3, ψ(x, t), ψk(x, t) –
заданные известные функции.

В отличие от указанных выше статей в данной работе в задаче условия
сопряжения заданы не по пространственным переменным, а по временной пе-
ременной, т.е. на прямой t = 0.

Начально-граничные задачи для двумерного однородного и неоднородного
уравнений смешанного параболо-гиперболического типа в прямоугольной об-
ласти впервые были изучены в работах [7], [8, с. 56–94], [9]. А в статьях [10 –
12] изучены нелокальные задачи для однородного параболо-гиперболического
уравнения в прямоугольной области.

Отметим так же работы [13, 14], где для для трех классов двемерного параболо-
гиперболического уравнения с правой частью F (x, t): уравнения смешанного
типа с вырождающейся гиперболической частью, для уравнения смешанного
типа с вырождающейся параболической частью и для уравнения смешанного
типа со степенным вырождением изучена начально-граничная задача в прямо-
угольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t < β} с ненулевыми условиями
на границе u(0, t) = h1(t), u(l, t) = h2(t), u(x,−α) = ϕ(x).

Необходимость исследования задачи (2) – (6) для неоднородного уравнения
(1) возникает в связи с решением проблемы Гельфанда И.М. [1], т.е. построени-
ем в явном виде решения задачи, и изучением обратных задач для уравнения
(1) по отысканию сомножителей правой части Fi(x, y, t) = fi(x, y)gi(t), i = 1, 2,
либо зависящих от (x, y), либо зависящих от t.

Обратные задачи возникают во многих областях науки: электродинамике,
акустике, квантовой теории рассеяния, геофизике (обратные задачи электро-
разведки, сейсмики, теории потенциала), астрономии и других областях есте-
ствознания. Это связано с тем, что значения параметров модели могут быть
получены из наблюдаемых данных, а свойства среды на практике часто быва-
ют неизвестны.

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциальных урав-
нений в частных производных, т.е. для параболических, гиперболических и
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эллиптических уравнений, изучены достаточно полно (см. работы [15 – 21] и
приведенную там обширную библиографию).

В работах [22 – 24] рассмотрены обратные задачи по поиску неизвестной
правой части для отдельных типов дифференциальных уравнений в частных
производных.

В статьях [25, 26] для уравнения параболического типа рассмотрены обрат-
ные задачи определения правой части F (x, t) = h(x, t)f(t) + g(x, t), где неиз-
вестной является функция f(t).

В работе [27] для параболического уравнения исследована обратная задача
восстановления источника – правой части F (x, t) = h(x, t)f(x), где неизвестной
является функция f(x).

Статьи [28, 29] посвящены изучению обратных задач нахождению вместе
с решением параболического уравнения также неизвестного внешнего воздей-
ствия (правой части).

В работах [30 – 32] были изучены обратные задачи для одномерного урав-
нения (1) по отысканию функций u(x, t) и fi(x), когда gi(t) ≡ 1.

В статьях [33, 34] рассмотрены задачи 1 – 4 для двух классов неоднородных
двумерных вырождающихся уравнений смешанного параболо-гиперболического
типа: для уравнения смешанного типа с вырождающейся гиперболической ча-
стью и для уравнения смешанного типа с вырождающейся параболической
частью.

В данной работе для неоднородного трехмерного уравнения смешанного
параболо-гиперболического типа в областиQ изучена прямая начально-граничная
задача 1 и обратные задачи 2 – 4 по отысканию сомножителей сомножителей
правых частей, зависящих от времени, т.е. gi(t), i = 1, 2. Решение прямой зада-
чи построено в виде суммы ортогонального ряда. При обосновании сходимости
ряда возникла проблема малых знаменателей от двух натуральных аргумен-
тов. Установлены оценки об отделенности от нуля малых знаменателей с со-
ответствующей асимптотикой. Эти оценки позволили обосновать сходимость
построенного ряда в классе регулярных решений данного уравнения. На ос-
нове решения прямой задачи поставлены и изучены три обратные задачи по
отысканию сомножителя правой части, зависящей от времени, только из па-
раболической или гиперболической части уравнения, и когда неизвестными
одновременно являются сомножители из обеих частей уравнения. Используя
формулу решения прямой начально-граничной задачи, решение обратных за-
дач эквивалентно редуцировано к разрешимости нагруженных интегральных
уравнений. На основании теории интегральных уравнений доказаны соответ-
ствующие теоремы единственности и существования решений поставленных
обратных задач.

2. Исследование прямой начально-граничной задачи

Пусть u(x, y, t) – решение задачи (2) – (6). По аналогии с работами [7, 11]
Рассмотрим функции

(1) umn(t) =

∫∫
D

u(x, y, t)vmn(x, y) dxdy, m, n ∈ N,
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где

(2) vmn(x, y) =
2
√
pq

sin
mπx

p
sin

nπy

q

– полная ортонормированная система собственных функций оператора Лапла-
са в прямоугольнике D с нулевыми граничными условиями Дирихле. Отметим
также, что система функций (2) образует базис в пространстве L2(D).

Рассмотри вспомогательные функции

(3) umnε(t) =

∫∫
Dε

u(x, y, t)vmn(x, y) dxdy, m, n ∈ N,

где Dε = {(x, y)| ε < x < p− ε, ε < y < q− ε}. Дифференцируя равенство (3) по
t при t > 0 один раз, а при t < 0 два раза, учитывая уравнение (1), получим

u′mnε(t) =

∫∫
Dε

ut(x, y, t)vmn(x, y) dxdy =

=

∫∫
Dε

[uxx + uyy − bu+ f1(x, y)g1(t)] vmn(x, y) dxdy =

=

∫∫
Dε

uxxvmn(x, y) dxdy +

∫∫
Dε

uyyvmn(x, y) dxdy − bumnε(t)+

+g1(t)

∫∫
Dε

f1(x, y)vmn(x, y) dxdy,

u′′mnε(t) =

∫∫
Dε

utt(x, y, t)vmn(x, y) dxdy =

=

∫∫
Dε

[uxx + uyy − bu+ f2(x, y)g2(t)] vmn(x, y) dxdy =

=

∫∫
Dε

uxxvmn(x, y) dxdy +

∫∫
Dε

uyyvmn(x, y) dxdy − bumnε(t)+

+g2(t)

∫∫
Dε

f2(x, y)vmn(x, y) dxdy.

В интегралах, содержащих производные uxx и uyy, интегрируя по частям два
раза и переходя затем к пределу при ε→ 0 с учетом граничных условий (4) и
(5), получим дифференциальные уравнения

(4) u′mn(t) + λ2
mnumn(t) = g1(t)f1mn, t > 0,

(5) u′′mn(t) + λ2
mnumn(t) = g2(t)f2mn, t < 0,

здесь

(6) λ2
mn = b+ π2

[(
m

p

)2

+

(
n

q

)2
]
.
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(7) fimn =

∫∫
D

fi(x, y)vmn(x, y) dxdy, i = 1, 2.

Отметим, что в дальнейшем в (6) будем считать, что b = µ2 ≥ 0 (µ ≥ 0), так
как если b < 0, то начиная с некоторых номеров n > n0 или m > m0 правая
часть (6) принимает только положительные значения, т.е. знак коэффициента
b по существу не влияет на полученные результаты.

Общие решения уравнений (4) и (5) соответственно определяются по фор-
мулам [8, с. 75]

(8) umn(t) = amne
−λ2

mnt + f1mn

t∫
0

g1(s)e−λ
2
mn(t−s) ds, t > 0,

(9)

umn(t) = cmn cosλmnt+ dmn sinλmnt−
f2mn

λmn

0∫
t

g2(s) sin [λmn(t− s)] ds, t < 0,

здесь amn, cmn и dmn – произвольные постоянные.
Функции (8) и (9) в силу (2) удовлетворяют условиям склеивания

umn(0 + 0) = umn(0− 0), u′mn(0 + 0) = u′mn(0− 0), m, n ∈ N,

только тогда, когда

cmn = amn, dk = −λmnamn +
f1mn

λmn
g1(0).

В силу последних равенств функции (8) и (9) принимают вид

(10) umn(t) =



amne
−λ2

mnt + f1mn

t∫
0

g1(s)e−λ
2
mn(t−s) ds, t > 0,

amn (cosλmnt− λmn sinλmnt) +
f1mng1(0)

λmn
sinλmnt−

−
f2mn

λmn

0∫
t

g2(s) sin [λmn(t− s)] ds, t < 0.

Для нахождения постоянных amn воспользуемся граничным условием (6) и
формулой (1):
(11)

umn(−α) =

∫∫
D

u(x, y,−α)vmn(x, y) dxdy =

∫∫
D

ψ(x, y)vmn(x, y) dxdy = ψmn.

Тогда из (10) и (11) имеем

amn (cosλmnα+ λmn sinλmnα)−
f1mng1(0)

λmn
sinλmnα+

+
f2mn

λmn

0∫
−α

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds = ψmn.

Отсюда, при условии, что при всех m, n ∈ N

(12) δmn(α) = cosλmnα+ λmn sinλmnα 6= 0,
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найдем

amn =
ψmn + ωmn
δmn(α)

,

где

(13) ωmn =
f1mng1(0)

λmn
sinλmnα−

f2mn

λmn

0∫
−α

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds.

Тогда для функций umn(t) получаем окончательный вид
(14)

umn(t) =



ψmn + ωmn

δmn(α)
e−λ

2
mnt +

t∫
0

Φ1mn(s)e−λ
2
mn(t−s) ds, t ≥ 0,

ψmn + ωmn

δmn(α)
(cosλmnt− λmn sinλmnt) +

Φ1mn(0 + 0)

λmn
sinλmnt−

−
1

λmn

0∫
t

Φ2mn(s) sin [λmn(t− s)] ds, t ≤ 0.

Пусть F (x, y, t) ≡ 0, ψ(x, y) ≡ 0 и выполнены условия (12) при всехm, n ∈ N.
Тогда из (7), (11), (14) и (1) следует, что при всех m, n ∈ N и любом t ∈ [−α, β]∫∫

D

u(x, y, t)vmn(x, y) dxdy = 0.

Отсюда в силу полноты системы функций (2) в L2(D) следует, что u(x, y, t) = 0
почти всюду в D при любом t ∈ [−α, β]. По условию (2) функция u(x, y, t)
непрерывна на D, поэтому u(x, y, t) ≡ 0 в D.

Пусть при некотором m = m0 или n = n0 выражение δm0n(α) = 0 или
δmn0

(α) = 0. Допустим, что δmn0
(α) = 0. Тогда однородная задача (2) – (6)

(где ψ(x, y) ≡ 0, F (x, y, t) ≡ 0) имеет ненулевое решение

(15) umn0
(x, y, t) =

{
Cmn0

e−λ
2
mn0

tvmn0
(x, y), t ≥ 0,

Cmn0

(
cosλmn0

t− λmn0
sinλmn0

t
)
vmn0

(x, y), t ≤ 0,

где Cmn0
6= 0 – произвольная постоянная.

В самом деле, построенная функция (15) в силу равенства δmn0
(α) = 0 удо-

влетворяет условиям (2) – (6). Принадлежность классу (2) следует из того,
что

lim
t→0+0

umn0
(x, y, t) = vmn0

(x, y) = lim
t→0−0

umn0
(x, y, t) =

= vmn0(x, y) lim
t→0−0

(
cosλmn0t− λmn0 sinλmn0t

)
= vmn0(x, y);

lim
t→0+0

∂umn0
(x, y, t)

∂t
= −λ2

mn0
vmn0

(x, y) = lim
t→0−0

∂umn0
(x, y, t)

∂t
=

=
(
− λmn0 sinλmn0t− λ2

mn0
cosλmn0t

)
vmn0(x, y) = −λ2

mn0
vmn0(x, y).

Равенство (3) при F (x, y, t) ≡ 0 в силу (6) выполняется:

ut − uxx − uyy + bu =

= e−λ
2
mn0

tvmn0
(x, y)

[
−λ2

mn0
+

(
mπ

p

)2

+

(
n0π

q

)2

+ b

]
= 0, t > 0,

utt − uxx − uyy + bu =
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=
(

cosλmn0
t− λmn0

sinλmn0
t
)
vmn0

(x, y)×

×

[
−λ2

mn0
+

(
mπ

p

)2

+

(
n0π

q

)2

+ b

]
= 0, t < 0.

Условия (4) и (5) выполняются в силу равенства синусов нулю из формулы (2).
Условие (6) при ψ(x, y) ≡ 0 также имеет место, так как

umn0
(x, y,−α) =

(
cosλmn0

α+ λmn0
sinλmn0

α
)
vmn0

(x, y) =

= δmn0
(α)vmn0

(x, y) = 0.

Из построения функции (15) следует, что umn0(x, y, t) на множестве Q− ∪ Q+

является решением уравнения (1) при F (x, y, t) ≡ 0.
Теперь возникает вопрос о существовании нулей выражения δmn(α). Для

этого его представим в виде

(16) δmn(α) =
√

1 + λ2
mn sin(λmnα+ γmn),

где

γmn = arcsin
1√

1 + λ2
mn

.

Из представления (16) видно, что δmn(α) = 0 относительно α только в том
случае, когда

(17) α =
π k

λmn
− γmn
λmn

, k, m, n ∈ N.

Равенство (17) на основании выражения (6) принимает вид

(18)
(
k − γmn/π

α

)2

−
(
m

p

)2

−
(
n

q

)2

=
(µ
π

)2

.

Таким образом, δmn(α) обращается в нуль, когда α задается по формуле (17)
или похожее на неоднородное диофантовое уравнение (18) имеет решение на
множестве натуральных чисел. Придавая формуле (17) за k, m и n натураль-
ные числа, получаем счетное множество нулей выражения δmn(α).

Таким образом, установлен следующий критерий единственности решения
задачи (2) – (6).

Теорема 2.1. Если существует решение задачи (2) – (6), то оно един-
ственно только тогда, когда при всех m и n выполнены условия (12).

При соблюдении условий (12) решение задачи (2) – (6) формально опреде-
ляется рядом Фурье по системе функций (2):

(19) u(x, y, t) =

∞∑
m,n=1

umn(t)vmn(x, y),

где коэффициенты находятся по формуле (14). Поскольку δmn(α) является
знаменателем коэффициентов ряда (19) и как показано выше, что уравнение
δmn(α) = 0 имеет счетное множество нулей (14), то возникает проблема малых
знаменателей более сложной структуры, чем в плоском случае [7], [8, с. 61–66].
В связи с чем для обоснования сходимости ряда (19) в классе функций (2)
необходимо установить оценку об отделенности от нуля δmn(α).

Выражение δmn(α) представим в виде

(20) δmn(ν) =
√

1 + λ2
mn sin(πNνλ̃mn + γmn), N = max{n,m},
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где

ν = α̃

√(q m
N

)2

+
(p n
N

)2

, α̃ =
α

pq
, λ̃mn =

√√√√√1 +

 µ p q

π N

√(
q m
N

)2
+
(
p n
N

)2
2

.

Лемма 2.1. Пусть b 6= 0. Если ν принимает только рациональные значе-
ния, то существуют положительные постоянные C0 и N0 (N0 ∈ N), такие,
что при всех N > N0 справедлива оценка

(21) |δmn(ν)| ≥ C0.

Замечание 2.1. Если в условиях леммы 1 коэффициент b = 0, то λ̃mn ≡ 1,
то заключение данной леммы остается в силе.

Лемма 2.2. Если ν принимает только иррациональные алгебраические чис-
ла степени 2 и выполнено неравенство

(22) T (αµ2 + π)
√

(αp)2 + (αq)2 + (pq)2 < π2 p q, T = max{p, q},
то существуют положительные постоянные C0 и N0 (N0 ∈ N), такие, что
при всех N > N0 справедлива оценка

(23) |δmn(ν)| ≥ C0.

Доказательство лемм 2.1 и 2.2 приведено в статье [35].
Замечание 2.2. Поскольку ν – зависит от n и m, то каковы должны быть

данные задачи α, p и q, чтобы ν принимала только рациональные или толь-
ко иррациональные алгебраические значения. Пусть отношение q/p является
рациональным. В этом случае не теряя общности можно считать, что p и q –
целые числа и они взаимно простые. Тогда ν можно переписать в виде

ν =



α

q

√
1 +

(
q m

pn

)2

=
α

q
ν+ при n > m,

α

q

√
1 +

(
q

p

)2

=
α

q
ν0 при n = m,

α

q

√(
q

p

)2

+
( n
m

)2

=
α

q
ν− при n < m.

В силу теоремы 310 [36, с. 308] квадратные корни ν+ и ν− принимают рацио-
нальные значения только тогда, когда

(24) m = (a2 − b2)p, n = 2abq для ν+,

(25) n = (a2 − b2)q, m = 2abp для ν−,

где a > b > 0, (a, b) = 1, а из натуральных чисел a и b одно из них четно,
а другое нечетно. Корень ν0 принимает рациональные значения только тогда,
когда

(26) q = (a2 − b2), p = 2ab.

Из этих утверждений следует, что существуют счетные множества значений
n, m, p и q, при которых корни ν+, ν− и ν0 принимают только рациональные
значения. Если указанные условия (24) – (26) нарушены, то корни ν+, ν− и ν0

являются алгебраическими числами степени 2. Следовательно, если отношение
α/q является рациональным числом, то ν принимает рациональные значения
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при условиях (24) – (26), а при нарушении этих условий – иррациональные
алгебраические значения.

Теорема 2.2. Пусть постоянные α, p, q и b удовлетворяют условиям лемм
2.1 или 2.2, ψ(x, y) ∈ C5+h1,5+h1

x,y (D), 0 < h1 < 1,

ψ(0, y) = ψxx(0, y) = ψxxxx(0, y) = ψ(p, y) = ψxx(p, y) = ψxxxx(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ q,
ψ(x, 0) = ψyy(x, 0) = ψyyyy(x, 0) = ψ(x, q) = ψyy(x, q) = ψyyyy(x, q) = 0 0 ≤ x ≤ p,
f1(x, y) ∈ C4+h2,4+h2

x,y (D+), 0 < h2 < 1,

f1(0, y) = f1xx(0, y) = f1(p, y) = f1xx(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ q,
f1(x, 0) = f1yy(x, 0) = f1(x, q) = f1yy(x, q) = 0, 0 ≤ x ≤ q,

f2(x, y) ∈ C4+h3,4+h3
x,y (D−), 0 < h3 < 1,

f2(0, y) = f2xx(0, y) = f2(p, y) = f2xx(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ q,
f2(x, 0) = f2yy(x, 0) = f2(x, q) = f2yy(x, q) = 0, 0 ≤ x ≤ q.

Тогда, если δmn(ν) 6= 0 при N = 1, N0, то существует единственное решение
задачи (2) – (6) и оно определяется рядом (19).

3. Исследование обратной задачи 2

Потребуем, чтобы функция (19) при t ≥ 0 удовлетворяла условию (8). Тогда
имеем

∞∑
m,n=1

ψmn + ωmn
δmn(α)

e−λ
2
mnt + f1mn

t∫
0

g1(s)e−λ
2
mn(t−s) ds

 vmn(x0, y0) = h(t).

Отсюда с учетом (13), получим
∞∑

m,n=1

ψmn
δmn(α)

e−λ
2
mntvmn(x0, y0)+g1(0)

∞∑
m,n=1

f1mn

λmnδmn(α)
sinλmnαe

−λ2
mntvmn(x0, y0)−

−
∞∑

m,n=1

f2mn

λmnδmn(α)
e−λ

2
mnt

0∫
−α

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds vmn(x0, y0)+

+

∞∑
m,n=1

f1mn

t∫
0

g1(s)e−λ
2
mn(t−s) ds vmn(x0, y0) = h(t).

В силу равномерной сходимости ряда (19) на Q+ поменяем местами операции
интегрирования и суммирования. Тогда получим для искомой функции g1(t)
нагруженное интегральное уравнение Вольтерра первого рода

(1)
t∫

0

g1(s)K1(s, t) ds = h̃1(t), 0 ≤ t ≤ β,

с ядром

(2) K1(s, t) =

∞∑
m,n=1

f1mne
−λ2

mn(t−s)vmn(x0, y0),

и правой частью

(3) h̃1(t) = h1(t)− g1(0)H1(t)−H2(t) +H3(t),
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здесь

(4) H1(t) =

∞∑
m,n=1

f1mn

λmnδmn(α)
sinλmnαe

−λ2
mntvmn(x0, y0),

(5) H2(t) =

∞∑
m,n=1

ψmn
δmn(α)

e−λ
2
mntvmn(x0, y0),

(6) H3(t) =

∞∑
m,n=1

f2mn

λmnδmn(α)
e−λ

2
mnt

0∫
−α

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds vmn(x0, y0).

Лемма 3.1. Если выполнены условия теоремы 2.2, то ряды (2), (4) – (6)
и их производные по t на замкнутом множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ β сходятся
равномерно.

Доказательство. Ряд (2) и его производная по t при 0 ≤ s ≤ t ≤ β мажо-
рируются соответственно рядом

(7) M1

∞∑
m,n=1

λ2
mn|f1mn|,

где Mi – здесь и далее положительные постоянные. Для коэффициентов f1mn

при выполнении условий теоремы 2.2 справедливо следующее представление:

|f1mn| = π−4

(
m

p
+
n

q

)−4 (
|f (4,0)

1mn |+ 4|f (3,1)
1mn |+ 6|f (2,2)

1mn |+ 4|f (1,3)
1mn |+ |f

(0,4)
1mn |

)
=

=

(
d

π

)4(
dm

p
+
dn

q

)−4 ∑
i+j=4

|f (i,j)
1mn| ≤

(
d

π

)4

(m+ n)−4
∑
i+j=4

|f (i,j)
1mn|,

где d = max{p, q}, 0 ≤ i, j ≤ 4,

f
(4,0)
1mn =

∫∫
D

f IV1x vmn(x, y) dxdy, f
(3,1)
1mn =

∫∫
D

f IV1xxxyvmn(x, y) dxdy,

f
(2,2)
1mn =

∫∫
D

f IV1xxyyvmn(x, y) dxdy, f
(1,3)
1mn =

∫∫
D

f IV1xyyyvmn(x, y) dxdy,

f
(0,4)
1mn =

∫∫
D

f IV1y vmn(x, y) dxdy.

Тогда общий член ряда (7) оценивается так:

λ2
mn|f1mn| ≤M2(m+ n)−2

∑
i+j=4

|f (i,j)
1mn| ≤

M2

2

 1

(mn)2
+ 4

∑
i+j=4

|f (i,j)
1mn|2

 .

Тогда ряд (7) мажорируется сходящимся рядом

M3

( ∞∑
m,n=1

1

(mn)2
+ 4

∞∑
m,n=1

|f (i,j)
1mn|2

)
, i+ j = 4.

Отсюда следует, что ряд (2) и его производная по t сходится равномерно на
замкнутом множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ β.
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Аналогично можно показать равномерную сходимость рядов (4) – (6) и их
производные по t на замкнутом множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ β. �

Дифференцируя уравнение (1) по t, имеем

(8) K1(t, t)g1(t) +

t∫
0

g1(s)
∂K1(s, t)

∂t
ds = h̃′1(t).

Положив в (2) s = t, будем иметь

(9) K1(t, t) =

+∞∑
m,n=1

f1mnvmn(x1, y1) = f1(x0, y0).

Правая часть равенства (9) представляет собой разложение в ряд функции
f1mn(x, y) по системе(2) в точке x = x0, y = y0. Если f1(x0, y0) 6= 0, то уравне-
ние (8) представляет собой интегральное уравнение Вольтерра второго рода с
непрерывным ядром и непрерывной правой частью. Как известно [38, с. 437],
такое уравнение имеет единственное решение в классе функций C[0, β], если
предварительно найдем значение g1(0), которое входит в правую часть урав-
нения (8). Из уравнения (8) имеем

f1(x0, y0)g1(0) = h′1(0)− g1(0)H ′1(0)−H ′2(0) +H ′3(0).

Отсюда найдем

(10) g1(0) =
h′1(0)−H ′2(0) +H ′3(0)

f1(x0, y0) +H ′1(0)

при условии

f1(x0, y0)+H ′1(0) =

∞∑
m,n=1

f1mnvmn(x0, y0)−
∞∑

m,n=1

λmnf1mn sinλmnα

δmn(α)
vmn(x0, y0) =

=

∞∑
m,n=1

f1mn

[
1− λmn sinλmnα

δmn(α)

]
vmn(x0, y0) =

(11) =

∞∑
m,n=1

f1mn cosλmnα

δmn(α)
vmn(x0, y0) 6= 0.

Проверим, когда условие (11) выполняется. Представим его, с учетом пред-
ставления (20), в виде

∞∑
m,n=1

f1mn cosπNνλ̃mn√
1 + λ2

mn sin(πNνλ̃mn + γmn)
vmn(x0, y0).

Если, например, положить b = 0 (в этом случае λ̃mn ≡ 1) и ν ∈ N, то условие
(11) выполняется.

После нахождения значения g1(0) по формуле (10) уравнение (8) является
классическим уравнением Вольтерра второго рода, решение которого легко
строится методом последовательных приближений.

Таким образом, нами доказана следующая
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Теорема 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.2, g2(t) ∈ C[−α, 0],
h(t) ∈ C1[0, β], f1(x0, y0) 6= 0. Тогда, если выполнено условие (11), то инте-
гральное уравнение (8) имеет единственное решение g1(t) ∈ C[0, β], следова-
тельно, задача 2 имеет единственное решение; если условие (11) нарушает-
ся, то интегральное уравнение (8), следовательно задача 2, имеют решения с
точностью слагаемого, множителем которого является неизвестное число
g1(0).

Теперь покажем, что условие f1(x0, y0) 6= 0 является существенным для
однозначной разрешимости задачи 2. В противном случае, существует функ-
ция f1(x, y) = ṽmn(x, y) = sinπmx̃ sinπnỹ, где m и n – некоторые фикси-
рованные натуральные числа, x̃ = x/p , ỹ = y/q, такие, что f1(x0, y0) =
sinπmx̃0 sinπnỹ0 = 0. Для такой функции при любой функции g1(t) ∈ C[0, β] и
ψ(x, y) ≡ 0, h1(t) ≡ 0 существует ненулевое решение задачи 2

(12) umn(x, y, t) = u1mn(t)ṽmn(x, y),

где

u1mn(t) =



ω1mn

δmn(α)
e−λ

2
mnt +

t∫
0

g1(s)e−λ
2
mn(t−s) ds, t ≥ 0,

ω1mn

δmn(α)
(cosλmnt− λmn sinλmnt) +

g1(0)

λmn
sinλmnt−

−
f2mn

λmn

0∫
t

g2(s) sin [λmn(t− s)] ds, t ≤ 0,

ω1mn =
g1(0)

λmn
sinλmnα−

f2mn

λmn

0∫
−α

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds.

В самом деле, построенная функция (12) удовлетворяет условиям (2) – (8)
(где h1(t) ≡ 0). Данная функция удовлетворяет классу (2) так как

lim
t→0+0

umn(x, y, t) =
ω1mn

δmn(α)
vmn(x, y) = lim

t→0−0
umn(x, y, t);

lim
t→0+0

∂umn(x, y, t)

∂t
=

[
−λ2

mn

ω1mn

δmn(α)
+ g1(0)

]
vmn(x, y) = lim

t→0−0

∂umn(x, y, t)

∂t
.

Условия (4) и (5) выполняются в силу (2). Условия (6) и (8) также выполня-
ются, так как

umn(x, y,−α) =
ω1mn

δmn(α)
(cosλmnα+ λmn sinλmnα)−

−g1(0)

λmn
sinλmnα+

f2mn

λmn

0∫
t

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds = 0;

umn(x0, y0, t) = u1mn(t)vmn(x0, y0) = 0.

Из построения функции (12) следует, что umn(x, y, t) на множестве Q− ∪ Q+

является решением уравнения (1).
Теперь выясним для каких точек x̃0, ỹ0 ∈ (0, 1) имеет место равенство

sinπmx̃0 sinπnỹ0 = 0 ⇐⇒ x̃0 =
k

m
или ỹ0 =

k

n
, k,m, n ∈ N, k < m, k < n.
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Следовательно, когда x̃0 или ỹ0 принимают рациональные значения, условие
f1(x0, y0) 6= 0 будет нарушено.

4. Исследование обратной задачи 3

Аналогично п. 3, полагая в формуле (19) при t ≤ 0 с учетом условия (10),
получим интегральное уравнение типа первого рода

(1) −
0∫
t

g2(s)K2(s, t) ds−
0∫

−α

g2(s)K3(s, t) ds = h̃2(t), −α ≤ t ≤ 0,

здесь

(2) K2(s, t) =

∞∑
m,n=1

f2mn

λmn
sin [λmn(t− s)] vmn(x0, y0), −α ≤ t ≤ s ≤ 0,

(3)

K3(s, t) =

∞∑
m,n=1

f2mn

λmnδmn(α)

(
cosλmnt−λmn sinλmnt

)
sinλmn(s+α) vmn(x0, y0),

(4) h̃2(t) = h2(t)− g1(0)H4(t)−H5(t), −α ≤ t ≤ 0,

(5)

H4(t) =

∞∑
m,n=1

f1mn

λmn

[
(cosλmnt− λmn sinλmnt) sinλmnα

δmn(α)
sinλmnt

]
vmn(x0, y0),

(6) H5(t) =

∞∑
m,n=1

ψmn
δmn(α)

(
cosλmnt− λmn sinλmnt

)
vmn(x0, y0).

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.2, то ряды (2), (3), (5),
(6) и их производные первого и второго порядков по t на замкнутом множе-
стве −α ≤ t ≤ s ≤ 0 сходятся равномерно.

Доказательство проводится аналогично лемме 3.1.
Обе части уравнения (1) продифференцируем по t два раза. Тогда получим

(7) g2(t)
∂K2(s, t)

∂t

∣∣∣
s=t
−

0∫
t

g2(s)
∂2K2(s, t)

∂t2
ds−

∫ 0

−α
g2(s)

∂2K3(s, t)

∂t2
ds = h̃′′2(t).

На основании (2) вычислим

(8)
∂K2(s, t)

∂t

∣∣∣
s=t

=

+∞∑
m,n=1

f2mnvmn(x0, y0) = f2(x0, y0).

Если теперь потребуем, что f2(x0, y0) 6= 0, то из (7) и (8) получаем интегральное
уравнение Фредгольма второго рода

(9) g2(t)− λ
0∫

−α

g2(s)H(s, t) dt = λ(t),
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где

(10) H(s, t) =


∂2K3(s, t)

∂t2
, −α ≤ s ≤ t,

∂2K3(s, t)

∂t2
+
∂2K2(s, t)

∂t2
, t ≤ s ≤ 0,

λ =
1

f2(x0, y0)
, λ(t) =

h̃′′2(t)

f2(x0, y0)
.

Ядро H(s, t) интегрального уравнения (9), определенное формулой (10),
непрерывно на замкнутом квадрате −α ≤ s, t ≤ 0. Если h2(t) ∈ C2[−α, 0],
то правая часть λ(t) также непрерывна на [−α, 0]. Следовательно, уравнение
(9) представляет собой интегральное уравнение Фредгольма второго рода с
непрерывным ядром и непрерывной правой частью, к которому применима из-
вестная теория Фредгольма [38, с. 434]. Выделим случаи, когда уравнение (9)
имеет единственное решение. Методом последовательных приближений можно
доказать однозначную разрешимость данного уравнения в классе непрерывных
на [−α, 0] функций при

|λ| < 1

Mα
, M = max

−α≤s, t≤0
|H(s, t)|.

Из теории Фредгольма также следует, что, если λ не является характеристиче-
ским числом ядра H(s, t), то интегральное уравнение (9) имеет единственное
непрерывное на [−α, 0] решение.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.2, g1(t) ∈ C[−α, 0],

h2(t) ∈ C2[−α, 0], f2(x0, y0) 6= 0. Тогда при выполнении одного из следующих
условий: а) |f2(x0, y0)| > Mα, где M = max

−α≤s,t≤0
|H(s, t)|; б) число f−1

2 (x2, y2) не

является характеристическим числом ядра H(s, t) существует единственное
решение задачи 3. При этом функция g2(t) определяется как решение инте-
грального уравнения (9), после чего функция u(x, y, t) определяется по формуле
(19).

Отметим, что условие f2(x0, y0) 6= 0 является существенным для однознач-
ной разрешимости задачи 2. Действительно, если это условие нарушено, то
существует функция f2(x, y) = ṽmn(x, y) = sinπmx̃ sinπnỹ, где m и n – неко-
торые фиксированные натуральные числа, x̃ = x/p , ỹ = y/q, такие, что
f2(x0, y0) = sinπmx̃0 sinπnỹ0 = 0. Для такой функции при любой функции
g1(t) ∈ C[0, β] и ψ(x, y) ≡ 0, h2(t) ≡ 0 существует ненулевое решение задачи 3

(11) umn(x, y, t) = u2mn(t)ṽmn(x, y),

где

umn(t) =



ω2mn

δmn(α)
e−λ

2
mnt + f1mn

t∫
0

g1(s)e−λ
2
mn(t−s) ds, t ≥ 0,

ω2mn

δmn(α)
(cosλmnt− λmn sinλmnt) +

f1mng1(0)

λmn
sinλmnt−

−
1

λmn

0∫
t

g2(s) sin [λmn(t− s)] ds, t ≤ 0,
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ω2mn =
f1mng1(0)

λmn
sinλmnα−

1

λmn

0∫
−α

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds.

Аналогично функции (12) доказывается, что построенная функция (11) удо-
влетворяет условиям задачи 3 при h2(t) = 0 и любой функции g2(t) ∈ C[−α, 0].

5. Исследование обратной задачи 4

Требуя, чтобы функция (19) при −α ≤ t ≤ β удовлетворяла условиям (8) и
(10), получим систему интегральных уравнений с нагруженными слагаемыми

(1)
t∫

0

g1(s)K1(s, t) ds−
0∫

−α

g2(s)K̃1(s, t) ds = h1(t)− g1(0)H1(t)−H2(t) =
˜̃
h1(t),

(2) −
0∫
t

g2(s)K2(s, t) dt−
0∫

−α

g2(s)K3(s, t) ds = h2(t)−g1(0)H4(t)−H5(t) = h̃2(t),

где K1(s, t), H1(t), H2(t), K2(s, t), K3(s, t), H4(t) и H5(t) определяются соответ-
ственно формулами (2), (4), (5), (2), (3), (5) и (6),

(3) K̃1(s, t) =

∞∑
m,n=1

f2mn

λmnδmn(α)
e−λ

2t sin [λmn(s+ α)] vmn(x0, y0).

Следуя пп. 3 и 4 продифференцируем уравнение (1) один раз, а уравнение
(2) два раза. В результате имеем

(4) g1(t)f1(x0, y0) +

t∫
0

g1(s)
∂K1(s, t)

∂t
ds−

0∫
−α

g2(s)
∂K̃1(s, t)

∂t
ds =

˜̃
h
′

1(t),

(5) g2(t)f2(x0, y0)−
0∫
t

g2(s)
∂2K2(s, t)

∂t2
ds−

0∫
−α

g2(s)
∂2K3(s, t)

∂t2
ds = h̃′′2(t).

Полагая в равенствах (4) и (5) t = 0, получим

(6) g1(0)f1(x0, y0)−
0∫

−α

g2(s)
∂K̃1(s, t)

∂t

∣∣∣
t=0

ds = h′1(0)− g1(0)H ′1(0)−H ′2(0),

(7) g2(0)f2(x0, y0)−
0∫

−α

g2(s)
∂2K3(s, t)

∂t2

∣∣∣
t=0

ds = h′′2(0)− g1(0)H ′′4 (0)−H ′′5 (0).

Предварительно из формул (3), (3), (4), (5), (5) и (6) вычислим

∂K̃1(s, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= −
∞∑

m,n=1

λmnf2mn

δmn(α)
sin [λmn(s+ α)] vmn(x0, y0) =

∂2K3(s, t)

∂t2

∣∣∣
t=0

,

H ′1(0) = −
∞∑

m,n=1

λmnf1mn

δmn(α)
sinλmnα vmn(x0, y0) = H ′′4 (0),
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H ′2(0) = −
∞∑

m,n=1

λ2
mnψmn
δmn(α)

vmn(x0, y0) = H ′′5 (0).

Из условий (8) и (10) задачи 4 и уравнения (1) следует, что h′1(0) = h′′2(0). Тогда
из (6) и (7) найдем равенство

(8) g1(0)f1(x0, y0) = g2(0)f2(x0, y0),

которое связывает значения g1(0) и g2(0) между собой. Из равенства (8) най-
дем значение g1(0) и подставим в правую часть уравнения (5). Тогда получа-
ем интегральное уравнение Фредгольма второго рода с непрерывным ядром
и непрерывной правой частью, которая содержит значение g2(0). При выпол-
нении условий теоремы 4.1 уравнение (5) имеет единственное решение g2(t),
которое можно определить через резольвенту ядра H(s, t) и правую часть λ(t).
Отсюда получаем линейное уравнение относительно g2(0), которое при опре-
деленных условиях на функции fi(x, y) и hi(t), i = 1, 2, в нуле однозначно
разрешимо. После чего найденную таким образом функцию g2(t) подставля-
ем в уравнение (4) и в силу теоремы 3.1 полученное интегральное уравнение
относительно g1(t) однозначно разрешимо в классе C[0, β].

Отметим, что если g1(0) = 0, то из равенства (8) следует и g2(0) = 0. Тогда
интегральные уравнения (4) и (5) не содержат нагруженные слагаемые.

Таким образом, в силу приведенных выше рассуждений приходим к следу-
ющему утверждению по задаче 4.

Теорема 5.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.2, h1(t) ∈ C1[0, β],
h2(t) ∈ C2[−α, 0], f1(x0, y0) 6= 0, f2(x0, y0) 6= 0 и выполнении одного из усло-
вий а) или б) теоремы 4.1. Тогда система интегральных уравнений (4) и (5)
имеет единственное решение g2(t) ∈ C[−α, 0] и g1(t) ∈ C[0, β], после этого
функция u(x, t) находится по формуле (19).

Отметим, что условия f1(x0, y0) 6= 0 и f2(x0, y0) 6= 0 являются существенны-
ми для однозначной разрешимости задачи 4. В противном случае, существу-
ют функции f1(x, y) = f2(x, y) = ṽmn(x, y) = sinπmx̃ sinπnỹ, где m – неко-
торое фиксированное натуральное число, такая, что f1(x0, y0) = f2(x0, y0) =
sinπmx̃0 sinπnỹ0 = 0. Тогда для любых g1(t) ∈ C[0, β], g2(t) ∈ C[−α, 0] суще-
ствует ненулевое решение задачи 4 при ψ(x, y) ≡ 0, h1(t) ≡ 0, h2(t) ≡ 0

(9) umn(x, y, t) = u3mn(t)ṽmn(x, y),

где

u3mn(t) =



ω3mn

δmn(α)
e−λ

2
mnt +

t∫
0

g1(s)e−λ
2
mn(t−s) ds, t ≥ 0,

ω3mn

δmn(α)
(cosλmnt− λmn sinλmnt) +

g1(0)

λmn
sinλmnt−

−
1

λmn

0∫
t

g2(s) sin [λmn(t− s)] ds, t ≤ 0,

ω3mn =
g1(0)

λmn
sinλmnα−

1

λmn

0∫
−α

g2(s) sin [λmn(s+ α)] ds.

Аналогично п. 3 можно показать, что построенная функция (9) удовлетворяет
условиям (2) – (10).
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