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1 Введение, формулировка основного результата

Пусть на вероятностном пространстве (Ω,F,P) задан винеровский процесс w(t), t ⩾ 0.
Нас будет интересовать предельное поведение последовательность случайных процессов

wn(t) =
w(nt)√
nφ(n)

, n ∈ N,

где φ(n) :=
√
2 ln ln(3 ∨ n). Заметим, что для любого n ∈ N случайный процесс w̃(t) = w(nt)/

√
n

также является винеровским процессом.
Мы будем рассматривать траектории случайных процессов wn в пространстве непрерыв-

ных на полуоси [0,∞) функций C с заданной sup –метрикой

ρ(f, g) = ρα(f, g) := sup
t⩾0

|f(t)− g(t)|
1 + tα

,

где 1/(1 + tα) — степенная весовая функция, α > 1
2

— фиксированная константа.
Будем обозначать AC0[0,∞), AC0[0, T ] множества функций, стартующих из нуля и абсо-

лютно непрерывных на интервалах [0,∞), [0, T ], соответственно.
Определим заданный на полуоси шар Штрассена

K :=

{
f ∈ AC0[0,∞) :

∫ ∞

0

ḟ 2(s)ds ⩽ 1

}
,

где ḟ — производная в смысле абсолютной непрерывности.
Также определим шар Штрассена, заданный на [0, T ]

KT :=

{
f ∈ AC0[0, T ] :

∫ T

0

ḟ 2(s)ds ⩽ 1

}
.

Следующая теорема является основным результатом работы.
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Теорема 1. Для любого α > 1
2

множество предельных точек последовательности wn в
метрическом пространстве C п.н. совпадает с множеством K.

Сделаем краткий обзор похожих результатов, полученных ранее. В работе [2, теорема
1.4.1] был рассмотрен случай, когда α = 1 для многомерного винеровского процесса; в статье
[3, теорема 3] эта теорема использовалась для доказательства закона повторного логарифма
для винеровского процесса в форме Штрассена для малых времен. Работа [4, теорема 1] также
посвящена случаю, когда α = 1, но рассмотрен более общий класс нормирующих функций,
чем φ(n) =

√
2 ln ln(3 ∨ n). Отметим, что способ доказательства в текущей работе значительно

отличается от методов, предложенных в статье [4]. Также упомянем работу [5], в ней получен
принцип больших уклонений (основной инструмент доказательства закона повторного логарифма
в форме Штрассена) для диффузионных процессов для случая, когда α ⩾ 1.

Замечание 1. В случае, когда α ⩽ 1
2
, получить закон повторного логарифма в форме Штрас-

сена не удастся, т.к. для таких α, в силу закона повторного логарифма в форме Хинчина,
выполнено

lim sup
t→∞

|w̃(t)|
1 + tα

⩾ lim sup
t→∞

|w̃(t)|
1 +

√
t
= ∞ п.н. (1)

Также, в силу неравенства Коши –Буняковского, для любой f ∈ K верна следующая оценка

|f(t)| ⩽
∫ t

0

|ḟ(s)|ds ⩽
√
t

(∫ t

0

ḟ 2(s)ds

)1/2

⩽
√
t. (2)

Используя формулы (1) и (2), можем заключить, что при любом α ⩽ 1
2

для любой функции
f ∈ K и любого n ∈ N выполнено

ρα(wn, f) = sup
t⩾0

|wn(t)− f(t)|
1 + tα

⩾ sup
t⩾0

(
|wn(t)|
1 + tα

− |f(t)|
1 + tα

)
⩾ sup

t⩾0

(
|wn(t)|
1 + tα

−
√
t

1 + tα

)
= sup

t⩾0

1 +
√
t

1 + tα

(
|wn(t)|
1 +

√
t
−

√
t

1 +
√
t

)
⩾ sup

t⩾0

1 +
√
t

1 + tα

(
|wn(t)|
1 +

√
t
− 1

)
= ∞ п.н.

Таким образом, полученный результат является неулучшаемым в классе степенных весовых
функций.

Введем еще несколько новых обозначений. Для фиксированного T ∈ (0,∞) пространство
непрерывных функций на отрезке [0, T ] будем обозначать C[0, T ]. На этом пространстве зададим
sup –метрику

ρT (f, g) := sup
t∈[0,T ]

|f(t)− g(t)|
1 + tα

,

где α > 1
2
; и равномерную метрику

ρT,U(f, g) := sup
t∈[0,T ]

|f(t)− g(t)| .

Оставшаяся часть работы состоит из двух разделов, посвященных доказательству основ-
ного результата и вспомогательным утверждениям, соответственно.
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2 Доказательство основного результата

Доказательство. Разобьем доказательство на 2 шага.
Шаг 1. Докажем, что множество предельных точек последовательности wn п.н. содер-

жится в K. Для этого покажем, что для wn п.н. выполнены условия леммы 2.
Из [1, приложение 8, теорема 4] и неравенства ρT

(
wnr(c), KT

)
⩽ ρT,U

(
wnr(c), KT

)
следует,

что для любых c > 1, T > 0 выполнено равенство

P

(
lim sup
r→∞

ρT
(
wnr(c), KT

)
= 0

)
= 1, (3)

где nr(c) = ⌊cr⌋. То есть п.н. выполнено условие 1) леммы 2.
Теперь покажем, что для любого ε > 0 найдется Tε > 0 такое, что для любого c > 1

справедливо равенство

P

lim sup
r→∞

sup
t⩾Tε

max
s∈[0,t]

∣∣wnr(c)(s)
∣∣

1 + tα

 < ε

 = 1. (4)

Для T > 0 определим семейство событий

Ar :=

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

∣∣wnr(c)(s)
∣∣

1 + tα
⩾ ε

 , r ∈ N.

Используя лемму 4, получаем оценку

∞∑
r=1

P(Ar) ⩽ C(T, ε)
∞∑
r=1

2 exp

{
−T 2α−1φ2(nr(c))ε

2

4

}
= C(T, ε)

∞∑
r=1

2

(ln(3 ∨ nr(c)))T
2α−1ε2/2

,

из которой следует, что ряд
∞∑
r=1

P(Ar) сходится при

Tε >

(
2

ε2

)1/(2α−1)

.

Поэтому из леммы Бореля – Кантелли следует, что справедливо равенство (4), и следовательно
п.н. выполнено условие 2) леммы 2.

Таким образом, п.н. выполнены все условия леммы 2 и мы можем заключить, что
множество предельных точек последовательности wn п.н. содержится в K.

Шаг 2. Осталось показать, что для любой функции f ∈ K и п.в. ω ∈ Ω найдется
подпоследовательность nk(ω) такая, что lim

k→∞
ρ(wnk(ω), f) = 0.

Зафиксируем ε > 0. Выберем T1,ε так, чтобы выполнялось равенство

P

lim sup
n→∞

sup
t⩾Tε

max
s∈[0,t]

|wn(s)|

1 + tα

 < ε

 = 1. (5)

Напомним, что такой выбор возможен в силу равенства (4) и леммы 1.
Пусть функция f ∈ K. Для любого T > 0 верна следующая оценка (см. 2)

|f(T )| ⩽
√
T .
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Поэтому мы можем выбрать T2,ε > 0 таким образом, что для любого T ⩾ T2,ε выполнено

sup
t⩾T

|f(T )|
1 + tα

< ε. (6)

Т.к. функция f ∈ K, то для любого ε > 0 найдется T3,ε > 0 такое, что∫ ∞

T3,ε

ḟ 2(s)ds ⩽ ε2. (7)

Очевидно, что для Tε := max(T1,ε, T2,ε, T3,ε) одновременно выполнены неравенства (5), (6),
(7).

Используя неравенство Коши– Буняковского, получаем

sup
t⩾Tε

|f(t)− f(Tε)|
1 + tα

⩽ sup
t⩾Tε

∫ t

Tε
|ḟ(s)|ds
1 + tα

⩽ sup
t⩾Tε

∫ t

Tε

|ḟ(s)|
1 + sα

ds

⩽
∫ ∞

Tε

|ḟ(s)|
1 + sα

ds ⩽

(∫ ∞

Tε

ḟ 2(s)ds

)1/2

·
(∫ ∞

Tε

ds

(1 + sα)2

)1/2

⩽ εCα. (8)

Из неравенств (6), (8) следует, что

ρ(wn, f) ⩽ sup
t∈[0,Tε]

|wn(t)− f(t)|
1 + tα

+ sup
t⩾Tε

|wn(t)− f(t)|
1 + tα

⩽ sup
t∈[0,Tε]

|wn(t)− f(t)|
1 + tα

+ sup
t⩾Tε

|f(t)− f(Tε)|
1 + tα

+ sup
t⩾Tε

|wn(t)|
1 + tα

+ sup
t⩾Tε

|f(Tε)|
1 + tα

⩽ sup
t∈[0,Tε]

|wn(t)− f(t)|
1 + tα

+ sup
t⩾Tε

|wn(t)|
1 + tα

+ (1 + Cα)ε. (9)

Используя равенство (5), можем заключить, что для п.в. ω ∈ Ω найдется n(ε, ω) такое,
что для всех n ⩾ n(ε, ω) справедливо равенство

sup
t⩾Tε

|wn(t)|
1 + tα

< 2ε. (10)

Из [1, приложение 8, теорема 4] (закон повторного логарифма для винеровского про-
цесса на отрезке [0, Tε]) следует, что для любой функции f ∈ KTε и п.в. ω ∈ Ω существует
подпоследовательность nk(ω) такая, что lim

k→∞
ρTε,U(wnk(ω), f) = 0. Поэтому для п.в. ω ∈ Ω

lim
k→∞

sup
t∈[0,Tε]

|wnk(ω)(t)− f(t)|
1 + tα

⩽ lim
k→∞

ρTε,U(wnk(ω), f) = 0. (11)

Из (9), (10) и (11) следует, что для любых функции f ∈ K, ε > 0, п.в. ω ∈ Ω найдется
подпоследовательность nk(ω) такая, что

lim sup
k→∞

ρ(wnk(ω), f) < (3 + Cα)ε.

Теорема 1 полностью доказана.
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3 Вспомогательные результаты

Для функции g ∈ C положим

gn(t) :=
g(nt)√
nφ(n)

, n ∈ N.

Лемма 1. Пусть g ∈ C и для некоторого T > 0 справедливо неравенство

lim sup
r→∞

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|g2r(s)|

1 + tα

 < ε. (12)

Тогда для этого же T > 0 выполнено неравенство

lim sup
n→∞

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|gn(s)|

1 + tα

 < 2ε.

Доказательство. Т.к. неравенство в условии (12) строгое, то найдется r(ε) такое, что для всех
r ⩾ r(ε) выполнено

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|g2r(s)|

1 + tα
< ε,

φ(2r+1)

φ(2r)
<

√
2. (13)

Легко видеть, что для любого n ⩾ 2r(ε) найдется r(n) ⩾ r(ε) такое, что 2r(n) ⩽ n < 2r(n)+1.
Поэтому, используя неравенства (13), для n ⩾ 2r(ε) получаем

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|gn(s)|

1 + tα
= sup

t⩾T

max
s∈[0,t]

|g(ns)|

(1 + tα)
√
nφ(n)

⩽ sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

∣∣g(2r(n)+1s)
∣∣

(1 + tα)
√
2r(n)φ(2r(n))

=

√
2r(n)+1φ(2r(n)+1)√
2r(n)φ(2r(n))

· sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

∣∣g(2r(n)+1s)
∣∣

(1 + tα)
√
2r(n)+1φ(2r(n)+1)

=

√
2φ(2r(n)+1)

φ(2r(n))
· sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|g2r(n)+1(s)|

1 + tα
< 2ε.

Лемма 2. Пусть g ∈ C и удовлетворяет условиям
1) для любых c > 1, T > 0

lim sup
r→∞

ρT
(
gnr(c), KT

)
= 0,

где nr(c) = ⌊cr⌋, r ∈ N, ρT
(
gnr(c), KT

)
:= inf

f∈KT

ρT
(
gnr(c), f

)
;

2) для любого ε > 0 найдется Tε > 0 такое, что для любого c > 1

lim sup
r→∞

sup
t⩾Tε

max
s∈[0,t]

∣∣gnr(c)(s)
∣∣

1 + tα

 < ε. (14)

Тогда
lim sup
n→∞

ρ (gn, K) = 0.
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Доказательство. Достаточно показать, что для любого ε > 0

lim sup
n→∞

ρ

(
g(nt)√
nφ(n)

, K

)
< 3ε. (15)

Зафиксируем ε > 0. Обозначим CTε := {f ∈ C : f(t) ≡ f(Tε), при t ⩾ Tε}. Очевидно, что

K̃ε := KTε ∩ CTε ⊂ K, (16)

и, в силу неравенства Коши – Буняковского, для любой функции f ∈ KTε справедливо неравен-
ство

sup
t∈[0,Tε]

|f(t)| ⩽
∫ Tε

0

|ḟ(s)|ds ⩽
√

Tε

(∫ Tε

0

ḟ 2(s)ds

)1/2

⩽
√

Tε.

Следовательно при любом достаточно большом Tε для функции f ∈ K̃ε будет выполнено
неравенство

sup
t⩾Tε

max
s∈[0,t]

|f(s)|

1 + tα
= sup

t⩾Tε

max
s∈[0,Tε]

|f(s)|

1 + tα
⩽

√
Tε

1 + Tα
ε

< ε. (17)

Легко видеть, что, если неравенство (14) верно для некоторого Tε > 0, то оно также справедливо
для любого T > Tε. Поэтому далее будем считать, что Tε выбрано таким образом, что выполнены
оба неравенства (14), (17).

Используя (16) и (17), получаем

lim sup
n→∞

ρ(gn, K) ⩽ lim sup
n→∞

ρ(gn, K̃ε) ⩽ lim sup
n→∞

inf
f∈K̃ε

(
sup

t∈[0,Tε]

|gn(t)− f(t)|
1 + tα

+ sup
t⩾Tε

|gn(t)− f(t)|
1 + tα

)

⩽ lim sup
n→∞

inf
f∈K̃ε

 sup
t∈[0,Tε]

|gn(t)− f(t)|
1 + tα

+ sup
t⩾Tε

max
s∈[0,t]

|gn(s)|

1 + tα
+ ε


⩽ lim sup

n→∞
ρTε (gn, KTε) + lim sup

n→∞

sup
t⩾Tε

max
s∈[0,t]

|gn(s)|

1 + tα

+ ε. (18)

Легко видеть, что ρTε (gn, KTε) ⩽ ρTε,U (gn, KTε) ⩽ (1 + Tα
ε )ρTε(gn, KTε). Также заметим, что

множество KTε является компактом в метрическом пространстве (C[0, Tε], ρTε,U ) (см., например,
[1, приложение 8, лемма 2]). Поэтому из условия 1) и [1, приложение 8, лемма 6] следует, что

lim sup
n→∞

ρTε (gn, KTε) = 0. (19)

Применяя условие 2) и лемму 1, получаем

lim sup
n→∞

sup
t⩾Tε

max
s∈[0,t]

|gn(s)|

1 + tα

 < 2ε. (20)

Из формул (18)–(20) следует неравенство (15).

Лемма 3. Пусть функция f(t) непрерывна на [0,∞) и пусть ε > 0. Тогда

lim sup
t→∞

max
s∈[0,t]

|f(s)|

1 + tα
⩾ ε (21)

тогда и только тогда, когда

lim sup
t→∞

|f(t)|
1 + tα

⩾ ε. (22)
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Доказательство. Легко видеть, что из (22) следует (21).
Теперь покажем, что из неравенства

lim sup
t→∞

|f(t)|
1 + tα

< ε. (23)

следует

lim sup
t→∞

max
s∈[0,t]

|f(s)|

1 + tα
< ε. (24)

Предположим, что выполнено (23), но не выполнено (24). Тогда существуют последовательности
sm и tm такие, что 0 ⩽ sm ⩽ tm для всех m ∈ N, lim

m→∞
tm = ∞ и

lim
m→∞

|f(sm)|
1 + tαm

⩾ ε. (25)

Если lim inf
m→∞

sm < ∞, то в силу непрерывности функции f неравенство (25) невозможно. Следо-
вательно lim

m→∞
sm = ∞. Тогда, в силу того, что sm ⩽ tm, будем иметь

ε ⩽ lim
m→∞

|f(sm)|
1 + tαm

⩽ lim
m→∞

|f(sm)|
1 + sαm

⩽ lim sup
t→∞

|f(t)|
1 + tα

< ε.

Полученное противоречие завершает доказательство.

Лемма 4. Для любых n ∈ N, T > 0 и ε > 0 верна оценка

P

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|wn(s)|

1 + tα
⩾ ε

 ⩽ 2 exp

{
−T 2α−1φ2(n)ε2

4

}
C(T, ε),

где постоянная 0 < C(T, ε) < ∞ зависит только от T и ε.

Доказательство. Пусть 0 < λ ∈ R. Применяя мартингальное неравенство Дуба (см., например,
[1, глава 4, следствие 5]) к мартингалу exp

{
λw̃(t)− λ2

2
t
}

, и пользуясь тем, что случайный
процесс −w̃(t) является винеровским процессом, для любых x > 0, y > 0 получаем

P

(
max
t∈[0,y]

|w̃(t)| ⩾ x

)
⩽ P

(
max
t∈[0,y]

w̃(t) ⩾ x

)
+P

(
max
t∈[0,y]

(−w̃(t)) ⩾ x

)

⩽ 2P

(
max
t∈[0,y]

exp

{
λw̃(t)− λ2

2
t

}
⩾ exp

{
λx− λ2

2
y

})

⩽
2E exp

{
λw̃(y)− λ2

2
y
}

exp
{
λx− λ2

2
y
} = 2 exp

{
−λx+

λ2

2
y

}
.

Выбирая λ = x
y
, будем иметь

P

(
max
t∈[0,y]

|w̃(t)| ⩾ x

)
⩽ 2 exp

{
−x2

2y

}
. (26)

Применяя неравенство (26), лумму 3 и закон повторного логарифма в форме Хинчина
получаем

P

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|wn(s)|

1 + tα
⩾ ε

 = P

sup
t⩾T

max
s∈[0,t]

|w̃(s)|

(1 + tα)φ(n)
⩾ ε


7



⩽ P

 ∞⋃
r=1

 sup
t∈[Tr,T (r+1)]

max
s∈[0,t]

|w̃(s)|

(1 + tα)
⩾ φ(n)ε


+P

lim sup
t→∞

max
s∈[0,t]

|w̃(s)|

(1 + tα)φ(n)
⩾ ε


= P

 ∞⋃
r=1

 sup
t∈[Tr,T (r+1)]

max
s∈[0,t]

|w̃(s)|

(1 + tα)
⩾ φ(n)ε


+P

(
lim sup
t→∞

|w̃(t)|
(1 + tα)φ(n)

⩾ ε

)

= P

 ∞⋃
r=1

 sup
t∈[Tr,T (r+1)]

max
s∈[0,t]

|w̃(s)|

(1 + tα)
⩾ φ(n)ε




⩽
∞∑
r=1

P

 sup
t∈[Tr,T (r+1)]

max
s∈[0,t]

|w̃(s)|

(1 + tα)
⩾ φ(n)ε

 ⩽
∞∑
r=1

P

 max
s∈[0,T (r+1)]

|w̃(s)|

(1 + (Tr)α)
⩾ φ(n)ε


⩽ 2

∞∑
r=1

exp

{
−(1 + (Tr)α)2φ2(n)ε2

2T (r + 1)

}
= 2

∞∑
r=1

exp

{
−(1 + 2(Tr)α + (Tr)2α)φ2(n)ε2

2T (r + 1)

}
= 2

∞∑
r=1

exp

{
−(1 + 2(Tr)α + (Tr)2α + T 2αr − T 2αr)φ2(n)ε2

2T (r + 1)

}
= 2

∞∑
r=1

exp

{
−(1 + 2(Tr)α + (Tr)2α − T 2αr)φ2(n)ε2

2T (r + 1)

}
exp

{
−T 2αrφ2(n)ε2

2T (r + 1)

}
⩽ 2

∞∑
r=1

exp

{
−(1 + 2(Tr)α + (Tr)2α − T 2αr)ε22 ln ln 3

2T (r + 1)

}
exp

{
−T 2α−1φ2(n)ε2

4

}
= 2 exp

{
−T 2α−1φ2(n)ε2

4

} ∞∑
r=1

exp

{
−(1 + 2(Tr)α + (Tr)2α − T 2αr)ε22 ln ln 3

2T (r + 1)

}
= 2 exp

{
−T 2α−1φ2(n)ε2

4

}
C(T, ε).

Лемма 4 доказана.
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