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Abstract: The paper is devoted to the ω-commuting digraph
of the full matrix algebra Mn(F) over a �eld F, where ω ∈ F
is di�erent from 0 and ±1. If n = 2 it is shown that the ω-
commuting graph is disconnected and is a union of one strongly
connected component of diameter 4 and several strongly connected
components of diameter 2. If n ≥ 3 and the �eld is algebraically
closed the ω-commuting graph is strongly connected and has diameter
4. Also it is shown that for all n ≥ 2 the connected components
and their diameters in the underlying undirected graph are the
same as in the directed case.
Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îðãðàôó ω-êîììóòèðîâàíèé ïîëíîé ìàòðè÷-
íîé àëãåáðû Mn(F) íàä ïîëåì F, ãäå êîýôôèöèåíò ω ∈ F îòëè-
÷åí îò 0 è ±1. Ïðè n = 2 ïîêàçàíî, ÷òî ãðàô ω-êîììóòèðîâàíèé
íåñâÿçåí è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îäíîé ñèëüíî ñâÿçíîé êîì-
ïîíåíòû äèàìåòðà 4 è íåñêîëüêèõ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò
äèàìåòðà 2. Ïðè n ≥ 3 è àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîì ïîëå ãðàô
ω-êîììóòèðîâàíèé ñèëüíî ñâÿçåí è èìååò äèàìåòð 4. Òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 2 ñâÿçíûå êîìïîíåíòû è èõ äèà-
ìåòðû â îñíîâíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå òàêèå æå, êàê è â
îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå.

Markova, O.V., The ω-commuting graph of the matrix algebra over a

field.
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1 Ââåäåíèå

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà àññîöèàòèâíûõ êîëüöàõ, â ÷àñòíîñòè, íà ìàò-
ðè÷íîì êîëüöå, ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè, àêòèâíî èñïîëüçóåìûì â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ.
Ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì èçó÷åíèÿ çàäàííîãî îòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèå òàê íàçûâàåìîãî ãðàôà îòíîøåíèÿ, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà êîëüöà, ïðè ýòîì äâå âåðøè-
íû ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ýëå-
ìåíòû êîëüöà ñîñòîÿò â îòíîøåíèè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èçó-
÷àþòñÿ ãðàô îòíîøåíèÿ êîììóòèðâàíèÿ, ãðàô äåëèòåëåé íóëÿ è ãðàô
îòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè, ñì. [1]�[6], [8]�[9], [11], [20] è èõ áèáëèîãðà-
ôèþ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé, íàïðèìåð, êîììó-
òàòèâíîñòè èëè îðòîãîíàëüíîñòè, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü îáû÷íûå
(íåîðèåíòèðîâàííûå) ãðàôû, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ îòíî-
øåíèé áîëåå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îðèåíòèðîâàííûõ ãðà-
ôîâ (îðãðàôîâ). Â äàííîé ðàáîòå ìû, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåì ñâÿçü
ìåæäó èçó÷åíèåì ãðàôîâ ω-êîììóòèðîâàíèÿ è îðòîãîíàëüíîñòè, ïîýòî-
ìó áóäåì èñïîëüçîâàòü îáà ïîäõîäà.
Âñþäó â ñòàòüå Mn(F) îáîçíà÷àåò àëãåáðó ìàòðèö ðàçìåðà n × n íàä

ïîëåì F.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ω ∈ F ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû
A,B èç Mn(F) êîììóòèðóþò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ω èëè ω-êîì-
ìóòèðóþò, åñëè AB = ωBA.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ω = 1 îòíîøåíèå 1-êîììóòàòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíîñòüþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ïîýòîìó ω-êîììóòàòèâíîñòü êàê
îòíîøåíèå îáîáùàåò êîììóòàòèâíîñòü. Ñëó÷àè ω = ±1 ÿâëÿþòñÿ îñîáû-
ìè, ïîñêîëüêó äëÿ ýòèõ è òîëüêî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ω îòíî-
øåíèå ω-êîììóòàòèâíîñòè ñèììåòðè÷íî. Äðóãîé îñîáûé ñëó÷àé � ýòî
ω = 0. Ñîîòíîøåíèå AB = 0BA = O îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû A è B ÿâëÿ-
þòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ. Èññëåäîâàíèå ω-êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö ïðîâî-
äèòñÿ ñ ñàìûõ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ, ñì., íàïðèìåð, îáçîð [17] î âîçìîæ-
íûõ íîðìàëüíûõ ôîðìàõ äëÿ ω-êîììóòèðóþùèõ ïàð ìàòðèö, [12]�[13]
îá àíàëîãàõ òåîðåìû î äâîéíîì öåíòðàëèçàòîðå îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, [14]�[15] î ñâÿçè ñ ïîðîæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè è èõ ÷èñëî-
âûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Áîëåå òîãî, ýòî ñîîòíîøåíèå àêòóàëüíî è äëÿ
ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, â êâàíòîâîé ôèçèêå, ñì. êëàññè-
÷åñêèå ìîíîãðàôèè [10, 18] è èõ áèáëèîãðàôèþ, â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé
àôôèííûõ àëãåáð Ãåêêå, ñì. [19], è â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ [7].
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Îòíîøåíèÿ êîììóòàòèâíîñòè, ω-êîììóòàòèâíîñòè è ñâîéñòâî áûòü äå-
ëèòåëÿìè íóëÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ îòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè. Íàïîì-
íèì, ÷òî

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëåìåíòû r, s êîëüöà R íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíû-
ìè, åñëè rs = sr = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ýëåìåíòû � ýòî êàê äâóñòîðîííèå äå-
ëèòåëè íóëÿ, òàê è êîììóòèðóþùèå ýëåìåíòû êîëüöà. Ñâÿçü ñ ñîîòíîøå-
íèåì ω-êîììóòàòèâíîñòè â ìàòðè÷íîé àëãåáðå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, ω ∈ F, ω 6= 0,±1 è n ≥ 2.
Äëÿ ìàòðèö A,B ∈Mn(F), åñëè îäíîâðåìåííî A è B ω-êîììóòèðóþò:
AB = ωBA, è B è A ω-êîììóòèðóþò: BA = ωAB, òî AB = ω2AB,
ω2 6= 1, ñëåäîâàòåëüíî, AB = BA = O. Òàêèì îáðàçîì, ïàðû îðòîãî-
íàëüíûõ ìàòðèö � ýòî â òî÷íîñòè òå ïàðû, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå
ω-êîììóòàòèâíîñòè ñèììåòðè÷íî.

Èçó÷åíèå ãðàôà îòíîøåíèÿ ω-êîììóòðîâàíèÿ äëÿ ìàòðè÷íîé àëãåáðû
íàä ïîëåì áûëî íà÷àòî Ï. Ðàäæîé è Ñ. Âàåçïóðîì â ðàáîòå [21].

Îïðåäåëåíèå 3 ([21]). Äëÿ ïîëÿ F, ω ∈ F è n ≥ 2, ãðàô ω-êîììóòèðîâàíèÿ
ìíîæåñòâà Mn(F), îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç ∆ω(Mn(F)), ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñîñòîèò èç
âñåõ íåñêàëÿðíûõ ìàòðèö A, òàêèõ, ÷òî A è ωA èìåþò îáùåå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå, è äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí A è B, A → B ÿâëÿåòñÿ
äóãîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B ω-êîììóòèðóþò.
Åñëè X � ïîäìíîæåñòâî Mn(F), òî ∆ω(X ) îáîçíà÷àåò èíäóöèðî-

âàííûé îðèåíòèðîâàííûé ïîäãðàô ∆ω(Mn(F)) íà ïåðåñå÷åíèè X è ìíî-
æåñòâà âåðøèí ∆ω(Mn(F)).

Â [21] àâòîðû íàøëè íåñêîëüêî óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ ñèëüíóþ ñâÿç-
íîñòü ãðàôà ∆ω(Mn(F)). Òàêæå áûëè èññëåäîâàíû èíäóöèðîâàííûå îðè-
åíòèðîâàííûå ïîäãðàôû íà ìíîæåñòâàõ âñåõ ïðèâîäèìûõ, òðåóãîëüíûõ,
íåîáðàòèìûõ, èäåìïîòåíòíûõ è äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö èçMn(F). Ïðèâå-
ä¼ì ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãðàôó ω-êîììóòèðîâàíèé ïîëíîé ìàò-
ðè÷íîé àëãåáðû.
Ñëó÷àé ω = 0 ïîëíîñòüþ ðåø¼í, êðîìå òîãî îí âûäåëÿåòñÿ îòäåëüíî

è â îòíîøåíèè ñâÿçíîñòè, è ïî çíà÷åíèþ äèàìåòðà.

Òåîðåìà 1 ([21, ñëåäñòâèå 2.6]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è n ≥ 2.
Òîãäà îðãðàô ∆0(Mn(F)) ñèëüíî ñâÿçåí è diam (∆0(Mn(F))) = 2.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ω ∈ F è n ≥ 3 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2 ([21, ñëåäñòâèå 2.18]). Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå
ïîëå, ω ∈ F è n ≥ 3. Òîãäà îðãðàô ∆ω(Mn(F)) ñèëüíî ñâÿçåí.
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Òåîðåìà 3 ([21, òåîðåìà 2.21]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è ïóñòü
n ≥ 3. Åñëè ω ∈ F∗ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû, òî îðãðàô ∆ω(Mn(F))
ñèëüíî ñâÿçåí è diam (∆ω(Mn(F))) ≤ 6.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû è äèàìåòðà ãðà-
ôà ω-êîììóòèðîâàíèé ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû íàä ïîëåì. Â íàøåì
èññëåäîâàíèè ìû èñêëþ÷èì ω = 0 è ñèììåòðè÷íûå ñëó÷àè ω = ±1, îïðå-
äåëÿþùèå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû îòíîøåíèé êîììóòàòèâíîñòè è àí-
òèêîììóòàòèâíîñòè. Ýòî óñëîâèå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ìîùíîñòü
îñíîâíîãî ïîëÿ, à èìåííî |F| ≥ 4. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëü-
íûå ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó îãðàíè÷åíèþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ óòî÷-
íèòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2 è 3 îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ äèàìåòðà ãðàôà
ω-êîììóòèðîâàíèé, à èìåííî, ïîêàçàòü ÷òî â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûõ ïîëåé äèàìåòð ðàâåí 4. Êðîìå òîãî, ìû èññëåäóåì íå òîëüêî
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ω-êîììóòèðîâàíèé, íî è åãî îñíîâíîé ãðàô, ïî-
ëó÷åííûé çàìåíîé âñåõ äóã îðãðàôà íåîðèåíòèðîâàííûìè ð¼áðàìè, è
ïîêàæåì ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé äèàìåòðîâ â îðèåíòèðîâàííîì è íåîðèåí-
òèðîâàííîì ñëó÷àÿõ.
Íàøà ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåë 2 ñîäåðæèò îñ-

íîâíûå îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþ-
ùèåñÿ òåîðèè ãðàôîâ è ω-êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö. Â ðàçäåëå 3 ïîêàçà-
íî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ ãðàô ω-êîììóòèðîâàíèé àëãåáðûM2(F)
íåñâÿçåí è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå îäíîé ñèëüíî ñâÿçíîé êîì-
ïîíåíòû äèàìåòðà 4 è íåñêîëüêèõ ñèëüíî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äèàìåòðà
2 (Òåîðåìà 4). Â ðàçäåëå 4 äëÿ âñåõ n ≥ 3 è àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ
ïîëåé óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàô ω-êîììóòèðîâàíèé àëãåáðû Mn(F) ñèëüíî
ñâÿçåí è èìååò äèàìåòð 4 (Òåîðåìà 7). Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ
n ≥ 2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè è èõ äèàìåòðû â îñíîâíîì íåîðèåíòèðî-
âàííîì ãðàôå òàêèå æå, êàê è â îðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Âñþäó â ñòàòüåMn(F) îáîçíà÷àåò àëãåáðó ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïîëåì
F, Tn(F) îáîçíà÷àåò ïîäàëãåáðó âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â Mn(F), Fn
îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ âûñîòû n íàä ïîëåì F.
×åðåç Eij îáîçíà÷èì ìàòðè÷íóþ åäèíèöó ñ 1 íà ïîçèöèè (i, j) è íóëÿìè

âî âñåõ îñòàëüíûõ ìåñòàõ. ×åðåç En, èëè E, åñëè ðàçìåð ìàòðèö âèäåí
èç êîíòåêñòà, îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó â Mn(F); ÷åðåç On, èëè O,
åñëè ðàçìåð ÿñåí èç êîíòåêñòà, îáîçíà÷èì íóëåâóþ ìàòðèöó â Mn(F),
à ÷åðåç Ok×m � ïðÿìîóãîëüíóþ íóëåâóþ ìàòðèöó ðàçìåðà k × m. ×å-
ðåç Jn(λ) îáîçíà÷èì âåðõíåòðåóãîëüíóþ æîðäàíîâó êëåòêó ðàçìåðà n ñ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.
Äëÿ A ∈ Mn(F) ÷åðåç AT áóäåì îáîçíà÷àòü òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàò-

ðèöó. Òàêæå äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ⊆Mn(F) ïîëîæèì X T = {XT |X ∈ X}.
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Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ. Ïîíÿòèÿ òåîðèè
ãðàôîâ, èñïîëüçóåìûå â ýòîé ñòàòüå, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [16, Ãëàâà
2].

Îïðåäåëåíèå 4. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (èëè êðàòêî îðãðàô ∆ � ýòî
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ∆ = (V,A), ãäå V � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí,
à A � (âîçìîæíî, ïóñòîå) ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ äóãàìè
(èëè íàïðàâëåííûìè ð¼áðàìè), âèäà u → v, ãäå u è v � äâà ýëåìåíòà
èç ìíîæåñòâà âåðøèí V ãðàôà ∆. Îòëè÷èå îò îáû÷íîãî èëè íåîðèåí-
òèðîâàííîãî ãðàôà Γ = (V,E) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëåäíèé îïðåäå-
ëÿåòñÿ â òåðìèíàõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí, êîòîðûå îáû÷íî íà-
çûâàþòñÿ ð¼áðàìè. Ìû íå äîïóñêàåì, ÷òîáû ãðàô èìåë êðàòíûå äóãè
èëè ð¼áðà, íî ïðè ýòîì ïåòëè äîïóñòèìû.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèììåòðè÷íûé îðãðàô � ýòî îðãðàô, â êîòîðîì äëÿ
êàæäîé äóãè u → v, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòíàÿ äóãà v → u òàêæå
ïðèíàäëåæèò åìó, ò.å. äðóãèìè ñëîâàìè âñå ð¼áðà âñòðå÷àþòñÿ äâà-
æäû, ïî îäíîìó â êàæäîì íàïðàâëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 6. Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííîå âûøå îïðåäåëåíèå, ìîæíî ïðå-
îáðàçîâàòü ëþáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γ = (V,E) â ñèììåòðè÷íûé
îðãðàô DΓ ñ òåì æå ìíîæåñòâîì âåðøèí V , ïðåâðàòèâ êàæäîå ðåáðî
v − u â äâå äóãè u→ v è v → u.
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî îðãðàôà ∆ ìîæíî ðàññìîòðåòü íåîðèåíòèðî-

âàííûé îñíîâíîé ãðàô U∆, ïîëó÷åííûé çàìåíîé âñåõ äóã ãðàôà íåîðèåí-
òèðîâàííûìè ð¼áðàìè (ïðè ýòîì åñëè äëÿ ïàðû âåðøèí u, v â îðãðàôå
áûëî äâå äóãè u → v è v → u, òî â îñíîâíîì ãðàôå îñòà¼òñÿ îíî ðåáðî
u− v).
Îïðåäåëåíèå 7. ÌàðøðóòM â îáû÷íîì ãðàôå Γ � ýòî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí è ð¼áåð v0, e1, v1, e2, . . . ek, vk, ÷ëåíû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ïîïåðåìåííî âåðøèíàìè è ð¼áðàìè, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, 1 ≤ i ≤ k,
ðåáðî ei ðàâíî vi−1−vi. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîéM . Ãðàô íàçûâàåòñÿ
ñâÿçíûì, åñëè èç ëþáîé âåðøèíû ìîæíî ïîñòðîèòü ìàðøðóò â ëþáóþ
äðóãóþ âåðøèíó ãðàôà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì
ãðàôîì. Ðàññòîÿíèå d (u, v) ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè u è v â ãðàôå Γ �
ýòî äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó íèìè. Åñëè u è v íåäîñòèæèìû
äðóã èç äðóãà, ïîëàãàåì d (u, v) = ∞. Òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî d (u, u) = 0 äëÿ ëþáîé âåðøèíû u. Äèàìåòð diam Γ ãðàôà Γ
� ýòî ñóïðåìóì ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè äëÿ âñåõ ïàð âåðøèí â
ãðàôå.

Îïðåäåëåíèå 8. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ∆ íàïðàâëåííûé ìàðøðóò
èëè ïóòü P � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v0, a1, v1, a2, . . . ak, vk, ÷ëåíû êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîïåðåìåííî âåðøèíàìè è äóãàìè, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî i, 1 ≤ i ≤ k, äóãà ai ðàâíà vi−1 → vi. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé
P . Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ∆ ïîëàãàåì, ÷òî âåðøèíà u ñîåäèíåíà ñ
âåðøèíîé v, åñëè ñóùåñòâóåò íàïðàâëåííûé ïóòü èç u â v. Äëÿ äâóõ
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âåðøèí u è v â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ∆ ðàññòîÿíèå ìåæäó u è v, îáî-
çíà÷àåìîå êàê d (u, v), ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî îðèåíòèðîâàííîãî ïó-
òè èç u â v, åñëè òàêîé ïóòü ñóùåñòâóåò; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãà-
þò, ÷òî d (u, v) =∞. Äèàìåòð îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ∆ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê diam ∆ = sup{d (u, v)|u, v ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè∆}.

Îïðåäåëåíèå 9. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ∆ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåð-
øèí (u, v) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíîé, åñëè ïóòü âåä¼ò èç u â v. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñâÿçíîé, åñ-
ëè u â v ìîæíî ñâÿçàòü ìàðøðóòîì â îñíîâíîì ãðàôå ïîñëå çàìåíû
âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð íåîðèåíòèðîâàííûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíîé.

Îïðåäåëåíèå 10. Ñèëüíî ñâÿçíûé îðãðàô � ýòî îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí ñèëüíî ñâÿçíà. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñâÿçíûì ãðàôîì, åñëè êàæäàÿ
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí ñëàáî ñâÿçíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçû-
âàåòñÿ íåñâÿçíûì ãðàôîì.

Îïðåäåëåíèå 11. Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà Γ � ýòî åãî ìàêñèìàëü-
íûé ñâÿçíûé ïîäãðàô. Àíàëîãè÷íî, ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà îðãðàôà ∆ � ýòî
ìàêñèìàëüíûé ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà ∆.

Îïðåäåëåíèå 12. Ãðàô Γ1 = (V1, E1) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôíûì ãðàôó
Γ2 = (V2, E2), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìíîæåñòâ âåðøèí ϕ : V1 →
V2, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè â ãðàôå Γ1 åñòü ðåáðî èç
âåðøèíû u â âåðøèíó v, òî â ãðàôå Γ2 åñòü ðåáðî èç âåðøèíû ϕ(u) â
âåðøèíó ϕ(v), è íàîáîðîò � åñëè â ãðàôå Γ2 åñòü ðåáðî èç âåðøèíû x
â âåðøèíó y, òî â ãðàôå Γ1 äîëæíî áûòü ðåáðî èç âåðøèíû ϕ−1(x) â
âåðøèíó ϕ−1(y). Â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ýòà áèåêöèÿ òàêæå
äîëæíà ñîõðàíÿòü îðèåíòàöèþ ðåáðà.

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Îáîçíà÷åíèå 1. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà X êîëüöà R äëÿ êðàòêîñòè X\{0}
îáîçíà÷èì çà X 0

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) äåëè-
òåëåì íóëÿ, åñëè â R ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b, òàêîé ÷òî ab = 0
(ñîîòâåòñòâåííî, ba = 0). Ýëåìåíò, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî ëåâûì è
ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ, íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì äåëèòåëåì íóëÿ.

Îáîçíà÷åíèå 2. ×åðåç OR (X ), ãäå X � ïîäìíîæåñòâî R, ìû îáîçíà-
÷àåì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîëüöà R, îðòîãîíàëüíûõ êàæäîìó ýëå-
ìåíòó èç X .

Çàìå÷àíèå 2. Íóëåâîé ýëåìåíò 0 ∈ R îðòîãîíàëåí êàæäîìó ýëåìåíòó
êîëüöà. Íàïðîòèâ, åñëè ýëåìåíò r ∈ R íå ÿâëÿåòñÿ íè ëåâûì, íè ïðà-
âûì äåëèòåëåì íóëÿ, òî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî ýëåìåíòà x ∈ R,
òàêîãî, ÷òî xr = rx = 0, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ
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ýëåìåíòîâ R, îðòîãîíàëüíûõ r. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû àïðèîðè óäàëÿåì
èç âåðøèí ãðàôà îðòîãîíàëüíîñòè 0 è ýëåìåíòû, íå äåëÿùèå íîëü õîòÿ
áû ñ îäíîé ñòîðîíû.

Îïðåäåëåíèå 13 ([9, îïðåäåëåíèå 2.15]). Äëÿ êàæäîãî êîëüöà R îïðå-
äåëèì íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô îðòîãîíàëüíîñòè O (R) òàêîé, ÷òî åãî
âåðøèíû � âñå äâóñòîðîííèå äåëèòåëè íóëÿ R, è ðåáðî ìåæäó ïàðîé
âåðøèí ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îðòîãîíàëüíû.

Åñëè X � ïîäìíîæåñòâî R, òî O(X ) îáîçíà÷àåò èíäóöèðîâàííûé ïîä-
ãðàô O(R) íà ïåðåñå÷åíèè X è ìíîæåñòâà äâóñòîðîííèõ äåëèòåëåé íóëÿ
R.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ äàëüíåéøåé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ãðàôàìè ω-êîììó-

òèðîâàíèÿ è îðòîãîíàëüíîñòè, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 6, ââåä¼ì

Îïðåäåëåíèå 14. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô îðòîãîíàëüíîñòè DO(R) êîëü-
öà R � îðãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå äâóñòîðîííèå äåëè-
òåëè íóëÿ R, à äóãè (u, v) è (v, u) ìåæäó ïàðàìè âåðøèí ñóùåñòâóþò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u è v îðòîãîíàëüíû.

Ãðàô DO(R) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îðãðàôîì. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà
X ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mn(F) è êîýôôèöèåíòà ω ∈ F, ω 6= 0,±1 îðãðàô
DO(X ) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñèììåòðè÷íûì ïîäãðàôîì îðãðàôà ω-
êîììóòèðîâàíèé ∆ω(X ).

Îïðåäåëåíèå 15. Äëÿ çàäàííûõ êîýôôèöèåíòà ω ∈ F è ïîäìíîæåñòâà
X ∈Mn(F) îïðåäåëèì îáîáù¼ííûé öåíòðàëèçàòîð

Cω(X ) =
⋂
A∈X
Cω(A),

ãäå

Cω(A) = {B ∈Mn(F) : AB = ωBA}.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A-âåðøèíû ãðàôà ∆ω(Mn(F)) âñå
íåíóëåâûå ìàòðèöû èç Cω(A) � ýòî â òî÷íîñòè òå âåðøèíû, â êîòîðûå èç

A âûõîäÿò äóãè, à âñå íåíóëåâûå ìàòðèöû èç Cω−1
(A) � ýòî â òî÷íîñòè

òå âåðøèíû, äóãè èç êîòîðûõ çàêàí÷èâàþòñÿ â A.
Íàïîìíèì òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå î ÿâíîì ñòðîåíèè îáîáù¼ííîãî

öåíòðàëèçàòîðà æîðäàíîâîé ìàòðèöû èç ðàáîòû [13], êîòîðîå íåîäíî-
êðàòíî áóäåò èñïîëüçîâàíî â äàííîé ñòàòüå.

Ïðåäëîæåíèå 1 ([13, Ïðåäëîæåíèå 7]). Ïóñòü F � ïîëå, ω ∈ F, ω 6=
0, 1. Ïóñòü A ∈ Mn(F) � æîðäàíîâà ìàòðèöà âèäà A = A1 ⊕ . . . ⊕
Am, ãäå Ai = Jni(λi) � æîðäàíîâà êëåòêà (÷èñëà λi ìîãóò ñîâïàäàòü).
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó X ∈ Mn(F), AX = ωXA. Ðàçîáü¼ì X íà m2

áëîêîâ Xkl ðàçìåðîâ nk × nl â ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íûì ðàçáèåíèåì A.
Òîãäà
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1. Xrs = 0 åñëè r = s è λr 6= 0, èëè åñëè r 6= s è λr 6= ωλs;
2. åñëè λr = 0, òî

Xrr =


yr,r;1 yr,r;2 yr,r;3 . . . yr,r;nr

0 ωyr,r;1 ωyr,r;2 . . . ωyr,r;nr−1

0 0
. . .

. . .
...

0 0 ωnr−2yr,r;1 ωnr−2yr,r;2
0 0 0 . . . ωnr−1yr,r;1

 ;

3. åñëè λr = ωλs, òî

Xrs =


0 . . . yr,s;1 yr,s;2 . . . yr,s;nr

0 0 0 ωyr,s;1 . . . ωyr,s;nr−1

0 0
. . .

. . .
. . .

...
0 0 0 . . . 0 ωnr−1yr,s;1

 , nr < ns.

Xrs =



yr,s;1 yr,s;2 . . . yr,s;ns

0 ωyr,s;1
. . . ωyr,s;ns−1

0 0
. . .

. . .

0 0 ωns−1yr,s;1
0 0 . . . 0
...

... . . .
...

0 0 . . . 0


, nr ≥ ns.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü F � ïîëå, ω ∈ F, ω 6= 0,±1, n ≥ 2. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîé A ∈Mn(F) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Cω−1
(AT ) = Cω(A)T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåðíî ðàâåíñòâî AB = ωBA, òî ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ äåéñòâèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïîëó÷èì BTAT = ωATBT , èëè ATBT =
ω−1BTAT . �

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü F � ïîëå, ω ∈ F, ω 6= 0,±1, n ≥ 2. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé A ∈ Mn(F) âåðíî, ÷òî Cω(A) 6= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Cω−1
(A) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = ωXA ýêâèâàëåíòíî îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè-ýëåìåíòàìèX è êî-
ýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû A è ÷èñëî
ω. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íå ìå-
íÿåòñÿ ïðè ðàñøèðåíèè ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Åñëè J ∈Mn(F) � æîðäàíîâà íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû A, J = C−1AC, òî ïîñëå ñîïðÿæåíèÿ ðàâåíñòâà
AX = ωXA, ïîëó÷èì J(C−1XC) = ω(C−1XC)J , C−1XC ∈ Cω(J) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäàX ∈ Cω(A). Ñëåäîâàòåëüíî, dim Cω(A) = dim Cω(J).
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ æîðäàíîâîé ìàòðèöû J ðàçìåð-
íîñòü dim Cω(J) > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó J åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñ-
ëî 0, ëèáî ïàðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ è ωλ. Â ýòîì ñëó÷àå λ = ω−1(ωλ),

ïîýòîìó â ñèëó òîãî æå óòâåðæäåíèÿ, dim Cω−1
(J) > 0. �

3 Ñëó÷àé àëãåáðû ìàòðèö ïîðÿäêà 2

Äëÿ ãðàôà ω-êîììóòèðîâàíèé ñëó÷àé ìàòðè÷íîé àëãåáðû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà îòëè÷àåòñÿ îò îáùåãî ñëó÷àÿ òåì, ÷òî îñíîâíîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ
íåñâÿçíûì íåçàâèñèìî îò ïîëÿ. Â äàííîì ðàçäåëå ìû îïèøåì êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè è îïðåäåëèì èõ äèàìåòðû êàê äëÿ îðãðàôà ∆ω (M2 (F)),
òàê è äëÿ îñíîâíîãî ãðàôà U∆ω (M2 (F)).

Ëåììà 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è ω ∈ F\{0,±1}. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâà N,R ⊂M2(F):

N =

{(
0 0
a 0

)
,

(
0 a
0 0

) ∣∣∣ 0 6= a ∈ F
}⋃ ⋃

06=α∈F

{(
−αa a
−α2a αa

) ∣∣∣ 0 6= a ∈ F
}
,

R =
⋃

06=α∈F

{(
α 0
b ωα

)
,

(
α b
0 ωα

) ∣∣∣ b ∈ F
}⋃

⋃
06=α∈F

{(
ωα 0
b α

)
,

(
ωα b
0 α

) ∣∣∣ b ∈ F
}

⋃ ⋃
06=α∈F

{(
αa αb

αb−1(ωa− ω + a− a2) α(ω + 1− a)

) ∣∣∣ 1 6= a ∈ F, 0 6= b ∈ F
}
.

Òîãäà
1. ìíîæåñòâî N ñîñòîèò èç âñåõ íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö
èç M2(F);
2. ìíîæåñòâî R ñîñòîèò èç âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö A ∈M2(F),
äëÿ êîòîðûõ A è ωA èìåþò îáùåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü A ∈ M2(F), A 6= O � íèëüïîòåíòíàÿ ìàò-
ðèöà. Â ñèëó âûðîæäåííîñòè A èìååì rkA = 1. Åñëè â A åñòü íó-
ëåâàÿ ñòðîêà èëè ñòîëáåö, òî âìåñòå ñ óñëîâèåì íèëüïîòåíòíîñòè, ýòî
äà¼ò, ÷òî A � íèëüòðåóãîëüíàÿ. Ïî ïîñòðîåíèþ ÿñíî, ÷òî âñå íåíóëå-
âûå âåðõíå- è íèæíå-íèëüòðåóãîëüíûå ìàòðèöû â N ñîäåðæàòñÿ. Òåïåðü

ïóñòü â ìàòðèöå A íåò íóëåé. Òîãäà A =

(
c d
kc kd

)
, c, d, k 6= 0. Èìååì

A2 =

(
c2 + kcd cd+ kd2

k(c2 + kcd) k(cd+ kd2)

)
= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c + kd = 0,

c = −kd, A =

(
−kd d
−k2d kd

)
∈ N . Òàêèìè ìàòðèöàìè èñ÷åðïûâàåòñÿ âñ¼

ìíîæåñòâî N .
2. Ïóñòü A ∈ M2(F) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé A è ωA

èìåþò îáùåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî (âîçìîæíî â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè



10 Î.Â. ÌÀÐÊÎÂÀ

F̄). Åñëè A íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 è å¼ ñîáñòâåííûìè ÷èñ-
ëàìè ÿâëÿþòñÿ λ è ωλ, òî èõ ñóììà (ω + 1)λ � ýòî ñëåä ìàòðèöû A.
Çíà÷èò, (ω + 1)λ ∈ F. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ω 6= −1, òî îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî λ ∈ F è ìàòðèöà A äèàãîíàëèçèðóåìà íàä F.
Åñëè ó ìàòðèöû A ∈M2(F) ýëåìåíò a12 = 0, òî îíà íèæíåòðåóãîëüíàÿ,

ïîýòîìó íà äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ è ωλ. Â

ýòîì ñëó÷àå ëèáî A =

(
λ 0
b ωλ

)
, ëèáî A =

(
ωλ 0
b λ

)
è â îáîèõ ñëó÷àÿõ

A ∈ R. Ïðè óñëîâèè a21 = 0 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ïóñòü òåïåðü
a12a21 6= 0. Ðàññìîòðè ñïåðâà ìàòðèöó A ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè 1 è
ω. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè a11 çà a, a12 çà b, b 6= 0. Òîãäà a + a22 =
trA = ω + 1, îòêóäà a22 = ω + 1 − a. Òàêæå ïî óñëîâèþ ω = detA =
ωa+a−a2−ba21. Ñëåäîâàòåëüíî, a21 = b−1(ωa−ω+a−a2). Òàêàÿ ìàòðèöà

A ñîäåðæèòñÿ â R (ýòî ìàòðèöà

(
αa αb

αb−1(ωa− ω + a− a2) α(ω + 1− a)

)
ïðè α = 1). Äåéñòâèå óìíîæåíèÿ íà α äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå äëÿ
ìàòðèö A c ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè α è ωα. �

Ëåììà 2. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è ω ∈ F\{0,±1}. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâà N,R ⊂M2(F), îïðåäåë¼ííûå â ëåììå 1, è V = N

⋃
R. Òîãäà

1. ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè îñíîâíîãî ãðàôà
U∆ω (M2 (F));
2. îñíîâíîé ãðàô U∆ω(V ) èìååò äèàìåòð 4; 3. îðãðàô ∆ω(V ) ñèëüíî
ñâÿçåí è èìååò äèàìåòð 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðøèíàìè ãðàôà ∆ω (M2 (F)) ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå òàêèå íåíóëåâûå ìàòðèöû A ∈ M2(F), äëÿ êîòîðûõ A è ωA
èìåþò îáùåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî (âîçìîæíî â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè
F̄).Ìàòðèöû ìíîæåñòâàR óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ ïî ïîñòðîåíèþ.
Âûðîæäåííûå ìàòðèöû âñåãäà óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ äëÿ âñåõ
n ≥ 2, çíà÷èò ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà N òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
ãðàôà ∆ω (M2 (F)). Ïîêàæåì, ÷òî â ãðàôå U∆ω(M2(F)) ìàòðèöû èç V
íå ñîåäèíåíû ð¼áðàìè íè ñ êàêèìè ìàòðèöàìè âíå V .
Ïîñêîëüêó ñîïðÿæåíèå ñîõðàíÿåò ñïåêòð, æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîð-

ìó, íèëüïîòåíòíîñòü ìàòðèöû è å¼ èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè, òî ìíîæå-
ñòâà N è R çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ, ò.ê. îíè ñîäåðæèò âñå
ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.
Ëþáàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà A ∈ N ñîïðÿæåíà â M2(F) ñ æîðäà-

íîâîé ìàòðèöåé J =

(
0 1
0 0

)
, ò.å. A = C−1JC äëÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé

C ∈M2(F). Ñîãëàñíî ïóíêòó 2 ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

Cω(J) =

{
Ty,z =

(
y z
0 ωy

) ∣∣∣ y, z ∈ F
}
,

Cω−1
(J) =

{(
y z
0 ω−1y

) ∣∣∣ y, z ∈ F
}



ÃÐÀÔ ω-ÊÎÌÌÓÒÈÐÎÂÀÍÈÉ ÀËÃÅÁÐÛ ÌÀÒÐÈÖ ÍÀÄ ÏÎËÅÌ 11

è ïî ïîñòðîåíèþ Cω(J)0, Cω−1
(J)0 ⊂ V. Çíà÷èò, Cω(A)0 = C−1Cω(J)0C ⊂

V è Cω−1
(A)0 = C−1Cω−1

(J)0C ⊂ V . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíöû âñåõ äóã,
âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû A, è íà÷àëà âñåõ äóã, çàêàí÷èâàþùèõñÿ â âåð-
øèíå A, ëåæàò â V .
Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ M2(F) ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λ

è ωλ ñîïðÿæåíà â M2(F) ñ æîðäàíîâîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé D =(
λ 0
0 ωλ

)
, A = C−1DC äëÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé C ∈ M2(F). Òîãäà èç

ïóíêòà 3 ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

Cω(D) =

{(
0 0
u 0

) ∣∣∣u ∈ F
}
,

Cω−1
(D) =

{(
0 u
0 0

) ∣∣∣u ∈ F
}
,

è Cω(D)0, Cω−1
(D)0 ⊂ N. Çíà÷èò, Cω(A)0 = C−1Cω(D)0C ⊂ N ⊂ V è

Cω−1
(A)0 = C−1Cω−1

(D)0C ⊂ N ⊂ V .
Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöó A ìîæíî ñîåäèíèòü äóãàìè

òîëüêî ñ íåêîòîðûìè ìàòðèöàìè èç ìíîæåñòâà V .
Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû èç V ìîæíî ñîåäèíèòü

îðèåíòèðîâàííûì ïóò¼ì äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé 4.
II. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî V ñîñòîèò èç äâóõ òèïîâ ìàòðèö � íèëüïî-

òåíòíûõ è îáðàòèìûõ, âîçìîæíû ñëåäóþùèå 3 ñëó÷àÿ äëÿ ïàð âåðøèí,
ìåæäó êîòîðûìè íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïóòü.
1. Êàê íà÷àëüíàÿ âåðøèíà A1, òàê è êîíå÷íàÿ A2 ÿâëÿþòñÿ íèëüïî-

òåíòíûìè ìàòðèöàìè.
Êàê îòìå÷åíî â ïóíêòå I, A1 = C−11 JC1 äëÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé

C1 ∈ M2(F). Ïîýòîìó åñëè ïîñòðîèòü ïóòü J → B1 → . . . → Bk →
A, B1, . . . , Bk ∈ V , A ∈ N � ïðîèçâîëüíàÿ, òî íàéä¼òñÿ è ïóòü A1 →
C−11 B1C1 → . . . → C−11 BkC1 → C−11 AC1, ïðè÷¼ì C−11 BiC1 ∈ V äëÿ âñåõ
îáðàòèìûõ ìàòðèö C1 è âñåõ i = 1, . . . , k, è ñóùåñòâóåò A, äëÿ êîòîðîé
A2 = C−11 AC1 (ñì. ïóíêò I).

Åñëè A =

(
0 a
0 0

)
= T0,a, a 6= 0, 1 (â îáîçíà÷åíèÿõ èç ïóíêòà I), òî

èìååì äóãó J → A, ò.å. îðèåíòèðîâàííûé ïóòü äëèíû 1.
Äàëåå ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ty,z ∈ Cω(J), ó êîòîðîé y 6= 0. Â ñèëó ëè-

íåéíîñòè ñîîòíîøåíèÿ ω-êîììóòèðîâàíèÿ èìååì Cω(Ty,z) = Cω(T1,zy−1),
ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàòðèöû T1,z, z ∈ F. Ïðè z = 0 ìàò-
ðèöà T1,0 ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé è T1,0 = D, ïîýòîìó Cω(T1,0) = Cω(D).

Îòñþäà äëÿ ìàòðèöû A =

(
0 0
a 0

)
, a 6= 0, íàõîäèì ïóòü J → T1,0 → A

äëèíû 2.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè z 6= 0, òî ìàòðèöà T1,0 = D ÿâëÿåòñÿ æîð-
äàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé ìàòðèöû T1,z. Â êà÷åñòâå ìàòðèöû, îñó-

ùåñòâëÿþùåé ïîäîáèå, ïîäõîäèò P =

(
−z(ω − 1)−1 z(ω − 1)−1

0 1

)
, T1,z =

PT1,0P
−1. Âû÷èñëèì PCω(T1,0)P

−1. Èìååì

P

(
0 0
u 0

)
P−1 =

(
zu(ω − 1)−1 0

u 0

)(
−(ω − 1)z−1 1

0 1

)
=

=

(
−u zu(ω − 1)−1

−u(ω − 1)z−1 u

)
.

Ïóñòü Su,z =

(
−u zu(ω − 1)−1

−u(ω − 1)z−1 u

)
. Ïîëàãàÿ a = (Su,z)12 =

zu(ω − 1)−1, α = (ω − 1)z−1, ïîëó÷àåì,

(Su,z)22 = αa, (Su,z)11 = −(Su,z)22 = −αa, (Su,z)21 = α(Su,z)11 = −α2a.

Òàêèì îáðàçîì, Su,z =

(
−αa a
−α2a αa

)
, ïðè ýòîì êîãäà ïàðàìåòð z ïðî-

áåãàåò âñå íåíóëåâûå ÷èñëà èç F, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ω 6= 1, êîýôôèöèåíòó
α = (ω − 1)z−1 6= 0 òîæå ìîæíî ïðèäàòü ëþáîå çíà÷åíèå. Áîëåå òîãî,
îò u çíà÷åíèå α íå çàâèñèò. Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì z, êîãäà u ïðî-
áåãàåò âñå íåíóëåâûå ÷èñëà èç F, êîýôôèöèåíò a = zu(ω − 1)−1 òàêæå
ïðèíèìàåò ëþáîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò α. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîñòðîèëè ïóòè äëèíû 2 âèäà J → T1,z → Su,z âî âñå íèëüïîòåíòíûå
ìàòðèöû èç V , ó êîòîðûõ íåò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
2. Íà÷àëüíàÿ âåðøèíà A1 � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà, êîíå÷íàÿ âåðøè-

íà A2 � îáðàòèìàÿ. Àíàëîãè÷íî äîêàçàííîìó â ïóíêòå II.1, áóäåì ñòðî-
èòü ïóòü, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî A1 = J . Îáîáù¼ííûé ω-öåíòðàëèçàòîð

ìàòðèöû J ñîäåðæèò âñå îáðàòèìûå ìàòðèöû âèäà

(
α b
0 ωα

)
, è èç îáðà-

òèìûõ ìàòðèö òîëüêî òàêèå, ïîýòîìó äëÿ òàêèõ ìàòðèö åñòü ïóòè èç J
äëèíû 1. Ïðè a 6= 0 ïî ëèíåéíîñòè èìååì Cω(aJ) = Cω(J). Òîãäà ïóòü èç
J â A2 ñ íà÷àëüíûì ðåáðîì J → aJ íèêîãäà íå áóäåò êðàò÷àéøèì. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà II.1, ðàññìàòðèâàåì íà÷àëî
ïóòè âèäà J → T1,z → Su,z. Ïðè ýòîì âñå ìàòðèöû Su,z� íèëüïîòåíòíûå,
è èç T1,z íèêàêèõ äðóãèõ ð¼áåð íå âûõîäèò, çíà÷èò äëèíà ïóòè âñåãäà áó-
äåò íå ìåíüøå 3.
Ïî äîêàçàííîìó âûøå, dim Cω(Su,z) = dim Cω(J) = 2, ïðè ýòîì èç Su,z

åñòü ð¼áðà ëèáî â íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû, êðàòíûå Su,z, è íèêàêîé ïóòü
ñ òàêèì ðåáðîì íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì, ëèáî â îáðàòèìûå ìàòðèöû,
êîòîðûå ìû ñåé÷àñ îïèøåì. Èç ïóíêòà 1 ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

Cω
((

0 0
u 0

))
=

{(
ωy′ 0
v y′

) ∣∣∣ y′, v ∈ F
}
. Ïðè z = 0 ïîëàãàÿ y′ = α, v = b

èìååì ïóòè J → T1,0 →
(

0 0
1 0

)
→
(
ωα 0
b α

)
äëèíû 3. Ïóñòü òåïåðü
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z 6= 0. Ïîñêîëüêó Su,z = P

(
0 0
u 0

)
P−1, ïðè ýòîì â áîëåå êðàòêèõ îáî-

çíà÷åíèÿõ P =

(
−p p
0 1

)
, p = z(ω − 1)−1. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì

P

(
ωy′ 0
0 y′

)
P−1 =

(
−pωy′ py′

0 y′

)
P =

(
ωy′ py′(1− ω)
0 y′

)
=

(
ωy′ −y′z
0 y′

)
.

Åñëè âçÿòü y′ = α, z = −bα−1, òî ïîñòðîåíû ïóòè J → T1,z → S1,z →(
ωα b
0 α

)
äëèíû 3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé v 6= 0, v′ = v(y′)−1. Íåïîñðåäñòâåííî âû-
÷èñëÿåì

P

(
ω 0
v′ 1

)
P−1 =

(
p(v′ − ω) p

v′ 1

)
P−1 =

(
ω − v′ p(1 + v′ − ω)
−v′p−1 v′ + 1

)
=

=

(
ω − v′ z((ω − 1)−1v′ − 1)
−v′p−1 v′ + 1

)
.

Åñëè v′ = ω−1, òî

(
ω − v′ z((ω − 1)−1v′ − 1)
−v′p−1 v′ + 1

)
=

(
1 0

−z−1(ω − 1)2 ω

)
.

Âûáèðàÿ y′ = α, z = −αb−1(ω − 1)2, ïîëó÷àåì ïóòè

J → T1,z → S1,z →
(
α 0
b ωα

)
äëèíû 3. Îñòàëñÿ ñëó÷àé v′ 6= ω − 1. Ïóñòü a = ω − v′, òîãäà âìåñòå ñ v′
êîýôôèöèåíò a ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èç F. Ïðè çàäàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ ýëåìåíò b = z((ω−1)−1v′−1) 6= 0, è ïðè ôèêñèðîâàííîì v′

åìó ìîæíî ïðèäàòü ëþáîå íåíóëåâîå çíà÷åíèÿ çàñ÷¼ò âûáîðà çíà÷åíèÿ
z. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó
ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè 1 è ω ïåðâîé ñòðîêîé (a, b). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñòðîåíû ïóòè

J → T1,z → S1,z → α

(
a b

b−1(ωa− ω + a− a2) (ω + 1− a)

)
äëèíû 3.
3. Íà÷àëüíàÿ âåðøèíà A1 � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, êîíå÷íàÿ âåðøèíà

A2 � ïðîèçâîëüíàÿ. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 3, Cω(A1)
0 ⊂ N.

Áåð¼ì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó B1 ∈ Cω(A1)
0. Òîãäà ëèáî ñðàçó B1 = A2

è ïîñòðîåí ïóòü èç A1 â A2 äëèíû 1, ëèáî ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòàõ
II.1 è II.2 íèëüïîòåíòíóþ ìàòðèöó B1 âîçìîæíî ñîåäèíèòü ñ A2 ïóò¼ì,
äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 3, è, äîáàâëÿÿ ê íåìó íà÷àëüíîå ðåáðî
A1 → B1, ïîñòðîåí ïóòü èç A1 â A2 äëèíû íå áîëåå 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, îðãðàô ∆ω(V ) ñèëüíî ñâÿçåí è èìååò äèàìåòð, íå ïðå-

âîñõîäÿùèé 4, îòêóäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîé ãðàô U∆ω(V ) ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíûì è åãî äèàìåòð íå ïðåâîñõîäèò 4. Âìåñòå ñ äîêàçàííûì â
ïóíêòå I, îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå 1.
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III. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3 îñòàëîñü ïîêàçàòü ñóùåñòâî-
âàíèå âåðøèí A1, A2 ∈ V , äëÿ êîòîðûõ d (A1, A2) = 4 â ∆ω(V ). Âîçüì¼ì

A1 = D =

(
1 0
0 ω

)
, A2 =

(
0 1
−ω ω + 1

)
∈ V . Íàïîìíèì, ÷òî Cω(D) ={(

0 0
u 0

) ∣∣∣u ∈ F
}
, Cω

((
0 0
u 0

))
=

{(
ωy′ 0
v y′

) ∣∣∣ y′, v ∈ F
}
. Ýòè ìíîæå-

ñòâà ïî ïîñòðîåíèþ íå ñîäåðæàò A2, çíà÷èò, d (A1, A2) > 2. Èñïîëüçóÿ

ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà (2), ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû âèäà

(
0 0
u 0

)
è(

0 0
u′ 0

)
ìîæíî ñîêðàòèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëî êðàò÷àéøåãî ïóòè èç

A1 â A2 áóäåò èìåòü âèä A1 → B1 =

(
0 0
u 0

)
→ B2 =

(
ωy′ 0
v y′

)
, ãäå

uy′ 6= 0. Ïðè ýòîì óñëîâèè ìàòðèöà B2 � îáðàòèìà, çíà÷èò, ïî äîêà-
çàííîìó â ïóíêòå 3, Cω(B2)

0 ⊂ N. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d (A1, A2) 6= 3, ò.å.
d (A1, A2) ≥ 4.
IV. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âåðøèí

A1, A2 èç ïóíêòà III d (A1, A2) = 4 è â îñíîâíîì ãðàôå U∆ω(V ). Íàïîì-

íèì, ÷òî Cω−1
(D) =

{(
0 u
0 0

) ∣∣∣u ∈ F
}
, ïîýòîìó íà ðàññòîÿíèè 1 îò A1

â ãðàôå U∆ω(V ) íàõîäÿòñÿ íèëüïîòåíòíûå ìàòðèöû ñ òðåìÿ íóëåâûìè
ýëåìåíòàìè è òîëüêî îíè. Ïîñìîòðèì, ñ ÷åì îíè ñîåäèíåíû:

Cω
((

0 0
u 0

))
=

{(
ωy′ 0
v y′

) ∣∣∣ y′, v ∈ F
}
,

Cω−1

((
0 0
u 0

))
=

{(
y′ 0
v ωy′

) ∣∣∣ y′, v ∈ F
}
,

Cω
((

0 u
0 0

))
=

{(
y′ v
0 ωy′

) ∣∣∣ y′, v ∈ F
}
,

Cω−1

((
0 u
0 0

))
=

{(
ωy′ v
0 y′

) ∣∣∣ y′, v ∈ F
}
.

Ýòè ìíîæåñòâà ïî ïîñòðîåíèþ íå ñîäåðæàò A2, çíà÷èò, d (A1, A2) > 2 è
â ãðàôå U∆ω(V ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Cω(A2)
0, Cω−1

(A2) ⊂ N. Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ

ïóíêòà II.2, ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû âèäà

(
0 0
u 0

)
è

(
0 0
u′ 0

)
ìîæíî

ñîêðàòèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëî êðàò÷àéøåãî ìàðøðóòà èç A1 â A2 áó-
äåò èìåòü âèä A1−B1−B2, ãäå B1 ∈ N , B2 ∈ R � òðåóãîëüíàÿ îáðàòèìàÿ

ìàòðèöà. Ïðè ýòîì ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå I, Cω(B2)
0, Cω−1

(B2)
0 ⊂ N.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d (A1, A2) 6= 3, ò.å. d (A1, A2) = 4. �

Òåîðåìà 4. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïóñòü ω ∈ F\{0,±1}. Òîãäà
1. îñíîâíîé ãðàô U∆ω (M2 (F)) íåñâÿçåí è ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ
ñâÿçíûõ ïîäãðàôîâ, çàäàííûõ ñëåäóþùèìè ìíîæåñòâàìè âåðøèí:
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• ìíîæåñòâî

V1 =

{(
a 0
0 0

) ∣∣∣ 0 6= a ∈ F
}⋃{(

0 0
0 b

) ∣∣∣ 0 6= b ∈ F
}

;

• äëÿ êàæäîãî 0 6= α ∈ F ìíîæåñòâî

V2,α =

{(
c cα
0 0

) ∣∣∣ 0 6= c ∈ F
}⋃{(

0 d
0 −d/α

) ∣∣∣ 0 6= d ∈ F
}

;

• äëÿ êàæäîãî 0 6= α ∈ F ìíîæåñòâî

V3,α =

{(
0 0
c cα

) ∣∣∣ 0 6= c ∈ F
}⋃{(

d 0
−d/α 0

) ∣∣∣ 0 6= d ∈ F
}

;

• äëÿ êàæäûõ 0 6= α, β ∈ F, α 6= β, ìíîæåñòâî

V4,α,β =

{(
−αa a
−αβa βa

) ∣∣∣ 0 6= a ∈ F
}⋃{(

−βb b
−αβb αb

) ∣∣∣ 0 6= b ∈ F
}
.

• ìíîæåñòâî

V5 =

{(
0 0
a 0

)
,

(
0 a
0 0

) ∣∣∣ 0 6= a ∈ F
}⋃ ⋃

06=α∈F

{(
−αa a
−α2a αa

) ∣∣∣ 0 6= a ∈ F
}

⋃ ⋃
06=α∈F

{(
α 0
b ωα

)
,

(
α b
0 ωα

) ∣∣∣ b ∈ F
}

⋃ ⋃
06=α∈F

{(
ωα 0
b α

)
,

(
ωα b
0 α

) ∣∣∣ b ∈ F
}

⋃ ⋃
06=α∈F

{(
αa αb

αb−1(ωa− ω + a− a2) α(ω + 1− a)

) ∣∣∣ a ∈ F, 0 6= b ∈ F
}

;

2. ìíîæåñòâà âåðøèí V1, V2,α, V3,α è V4α,β ñîñòîÿò èç âûðîæäåííûõ
äèàãîíàëèçèðóåìûõ ìàòðèö;
3. ìíîæåñòâî V5 ñîñòîèò èç âñåõ íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö
è âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö A, äëÿ êîòîðûõ A è ωA èìåþò îáùåå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî;
4. ïîäãðàôû îðãðàôà ∆ω (M2 (F)), èíäóöèðîâàííûå ìíîæåñòâàìè âåð-
øèí V1, V2,α, V3,α, V4α,β è V5 ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûìè;
5. äèàìåòð êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îòâå÷àþùåé êàæäîìó èç ìíîæåñòâ
âåðøèí V1, V2,α, V3,α è V4α,β, ðàâíÿåòñÿ 2;
6. äèàìåòð êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îòâå÷àþùåé ìíîæåñòâó âåðøèí
V5, ðàâíÿåòñÿ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ïåðå÷èñëåííûõ
â ëåììå ìíîæåñòâ íå ïåðåñåêàåòñÿ. Ìíîæåñòâà V1, V2,α, V3,α, è V4α,β ñî-
ñòîÿò èç âûðîæäåííûõ ìàòðèö, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà îð-
òîãîíàëüíîñòè O(M2(F)), ïîýòîìó äëÿ íèõ óòâåðæäåíèå âåðíî ñîãëàñíî
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[9, ëåììà 4.1]. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà V5 = N ∪ R. Ìàò-
ðèöû èç ïîäìíîæåñòâà N ëåæàò â äðóãèõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ãðà-
ôà îðòîãîíàëüíîñòè O(M2(F)), ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïðèìåíèìî
óòâåðæäåíèå [9, ëåììà 4.1]. Äëÿ îñòàëüíûõ ìàòðèö èç ìíîæåñòâà V5, ò.å.
èç ìíîæåñòâà R, â ëåììå 1 ïîêàçàíà èõ îáðàòèìîñòü, ïîýòîìó îíè íå
ïðèíàäëåæàò íè îäíîìó èç ìíîæåñòâ V1, V2,α, V3,α, è V4α,β , ñîñòîÿùèõ èç
âûðîæäåííûõ ìàòðèö.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âñå âåðøèíû ãðàôà ∆ω (M2 (F)) ïîïàäàþò â îäíî

èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìíîæåñòâ. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðøèíàìè ãðàôà
∆ω (M2 (F)) ÿâëÿþòñÿ òàêèå ìàòðèöû A ∈ M2(F), äëÿ êîòîðûõ A è ωA
èìåþò îáùåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî (âîçìîæíî â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè
F̄). Âñå âûðîæäåííûå ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ äëÿ âñåõ
n ≥ 2. Âñå íåíóëåâûå âûðîæäåííûå ìàòðèöû èç M2(F) ÿâëÿþòñÿ òàêæå
âåðøèíàìè ãðàôà îðòîãîíàëüíîñòè O(M2(F)), è òî, ÷òî îíè ïåðå÷èñëåíû
â óòâåðæäåíèè ïóíêòà 1, ñëåäóåò [9, ëåììà 4.1]. Äëÿ íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåìì 1�2.
3 è 6. Äîêàçàíî â ëåììàõ 1�2.
2. Âñå íèëüïîòåíòíûå è îáðàòèìûå ìàòðèöû ñîäåðæàòñÿ â V5, çíà÷èò,

â îñòàëüíûõ êîìïîíåíòàõ ñîäåðæàòñÿ âûðîæäåííûå íåíèëüïîòåíòíûå
ìàòðèöû. Â ñëó÷àå ïîðÿäêà 2 îíè äèàãîíàëèçèðóåìû íàä ëþáûì ïîëåì
F.
4 è 5. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ëþáîé ìàòðèöû èç ìíîæåñòâ

V1, V2,α, V3,α è V4α,β ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé âèäà D =

(
δ 0
0 0

)
äëÿ êàêîãî-òî δ 6= 0, δ ∈ F. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

Cω(D) = Cω−1
(D) =

{(
0 0
0 ε

) ∣∣∣ ε ∈ F
}
, dim Cω(D) = 1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

çíà÷èò, ÷òî Cω(D) = O(D). Àíàëîãè÷íî èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî ε ∈ F Cω
((

0 0
0 ε

))
= Cω−1

((
0 0
0 ε

))
=

FD. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí V1
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè â ãðàôå U∆ω(M2(F)) è
U∆ω(V1) = O(V1), à òîãäà îðãðàô ∆ω(V1) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì ñèì-
ìåòðè÷íûì ãðàôîì. Èç óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî

diam ∆ω(V1) = diamU∆ω(V1) = diamDO(V1) = diamO(V1).

Ïî óñëîâèþ íà ïîëå ïîëó÷àåì, ÷òî |F| > 3, ïîýòîìó èç [9, ëåììà 4.1]
ñëåäóåò ðàâåíñòâî diamO(V1) = 2.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà V2,α, V3,α, V4α,β ïîëó÷àþòñÿ èç V1 ñ ïîìîùüþ ñî-

ïðÿæåíèÿ âM2(F), ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû C2,α, C3,α,
0 6= α ∈ F , C4,α,β , äëÿ êàæäûõ 0 6= α, β ∈ F, α 6= β, ÷òî Vi,α =

C−1i,αV1Ci,α, i = 2, 3 è V4,α,β = C−14,α,βV1C4,α,β . Ëþáîå äåéñòâèå ñîïðÿ-
æåíèÿ êàê èçîìîðôèçì ìàòðè÷íîé àëãåáðû ñîõðàíÿåò îòíîøåíèÿ ω-
êîììóòèðîâàíèÿ è îðòîãîíàëüíîñòè, ïîýòîìó ìû òàêæå èìååì èçîìîð-
ôèçì ãðàôîâ ∆ω(V1) ∼= ∆ω(V2,α2) ∼= ∆ω(V3,α3) ∼= ∆ω(V4,α4,β4) äëÿ âñåõ
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0 6= α2, α3, α4, β4 ∈ F, α4 6= β4. Çíà÷èò è èõ äèàìåòðû ñîâïàäàþò ñ äèà-
ìåòðîì ãðàôà O(V1) è ðàâíû 2.

�

4 Äèàìåòð ãðàôà ω-êîììóòèðâàíèé äëÿ àëãåáð ìàòðèö
ïîðÿäêîâ n ≥ 3

Òåîðåìà 5 ([21, Òåîðåìà 2.2]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, ω ∈ F \
{0} è n ≥ 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî An âñåõ íåîáðàòèìûõ ìàòðèö â
Mn(F). Òîãäà diam ∆ω(An) = 4.

Òåîðåìà 6 ([9, Òåîðåìà 4.5]). Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è n ≥ 3.
Òîãäà ãðàô îðòîãîíàëüíîñòè O(Mn(F)) ñâÿçåí è diamO(Mn(F)) = 4.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è n ≥ 3. Òîãäà îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô îðòîãîíàëüíîñòè DO(Mn(F)) ñèëüíî ñâÿçåí è diamDO(Mn(F)) =
4.

Ëåììà 3. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, n ≥ 3 è ω ∈
F \ {0,±1}. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ∈Mn(F) ñ íåíóëåâûì îáîáù¼ííûì
öåíòðàëèçàòîðîì Cω(A). Òîãäà Cω(A) ñîäåðæèò ìàòðèöó ðàíãà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîäîáíûå ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâûé ðàíã,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðåçóëüòàò äëÿ æîðäàíîâûõ ìàòðèö.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = A1 ⊕ . . . ⊕ Am �- æîðäàíîâà ìàòðèöà, ãäå

Ai = Jni(λi) æîðäàíîâû êëåòêè, êàê â ïðåäëîæåíèè 1. Òîãäà èç óñëîâèÿ
Cω(A) 6= {O} ñëåäóåò, ÷òî ëèáî λi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . ,m, ëèáî
λr = ωλs äëÿ íåêîòîðûõ r, s = 1, . . . ,m.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó X ∈ Cω(A) è ðàçîáüåì å¼ íà m2 áëîêîâ Xkl â

ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé A.
Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê æîðäàíîâûõ êëåòîê ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèç-

âîëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî
i = 1. Ïîëîæèì âñå áëîêè Xkl ðàâíûìè íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì áëîêà
X11. Äëÿ X11 âûáåðåì åãî ïàðàìåòðû y1,1;j , îïðåäåëåííûå â ïðåäëîæå-
íèè 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì: y1,1;1 = y1,1;2 = . . . = y1,1;n1−1 = 0, y1,1;n1 = 1.
Òîãäà X11 = E1,n1 è rkX = rkX11 = 1.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî r =

1, s = 2. Ïîëîæèì âñå áëîêè Xkl ðàâíûìè íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì áëîêà
X12. Îïðåäåëèì n′ = min{n1, n2}. Äëÿ X12 âûáåðåì ïàðàìåòðû y1,2;j ,
îïðåäåë¼ííûå â ïðåäëîæåíèè 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì: y1,2;1 = y1,2;2 =
. . . = y1,2;n′1 = 0, y1,2;n′ = 1. Òîãäà X12 = E1,n′ è rkX = rkX12 = 1. �

Çàìå÷àíèå 3. Ëåììà 3 äëÿ íåçàìêíóòûõ ïîëåé â îáùåì ñëó÷àå íå âû-
ïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó

A =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 2
0 0 −2 0


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è ω = 2. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî

C2(A) =




0 0 0 0
0 0 0 0
x31 x32 0 0
−x32 x31 0 0

∣∣∣ x31, x32 ∈ R

 .

Ñîîòâåòñòâåííî, âñå íåíóëåâûå ìàòðèöû èç C2(A) èìåþò ðàíã 2.

Ëåììà 4. Ïóñòü â ïîëå F ñîäåðæèòñÿ áîëåå 5 ýëåìåíòîâ. Äëÿ ëþáûõ
n ≥ 3 è ω ∈ F \ {0,±1} âûïîëíåíà îöåíêà diam (U∆ω(Mn(F))) ≥ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðåäú-
ÿâèòü ïàðó ìàòðèö A,B ∈ U∆ω(Mn(F)), äëÿ êîòîðûõ d (A,B) ≥ 4. Ïî-
ñòðîèì ìàòðèöû îñíîâûâàÿñü íà ïðèìåðå ïîðÿäêà 2 èç ëåììû 2. Âîçüì¼ì

A2 =

(
ω 0
0 1

)
, B2 =

(
0 1
−ω ω + 1

)
∈M2(F).

Ïî óñëîâèþ íà ìîùíîñòü ïîëÿ íàéä¼òñÿ êîýôôèöèåíò

α ∈ F \ {0, 1, ω, ω−1, ω2}.
Ïîëîæèì

A =

(
A2 O2×(n−2)

O(n−2)×2 αEn−2

)
, B =

(
B2 O2×(n−2)

O(n−2)×2 αEn−2

)
∈Mn(F).

Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû A,B íåâûðîæäåíû è èìåþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà
1, ω, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà U∆ω(Mn(F)).
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A � äèàãîíàëüíàÿ, òî îíà æîðäàíîâà, è ê íåé

ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 1. Ïîëó÷àåì Cω(A) = FE12, Cω
−1

(A) = FE21.
Ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà E12 òàêæå ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé ìàòðèöåé, ïîýòîìó
ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1 èìååì

Cω(E12) =


u v u1 . . . un−2
0 ωu 0 . . . 0
0 v1 x11 . . . x1,n−2
...

...
...

...
...

0 vn−2 xn−2,1 . . . xn−2,n−2


∣∣∣u, v, ui, vi, xi,j ∈ F, i, j = 1, . . . , n− 2


,

Cω−1
(E12) =


ωu v u1 . . . un−2
0 u 0 . . . 0
0 v1 x11 . . . x1,n−2
...

...
...

...
...

0 vn−2 xn−2,1 . . . xn−2,n−2


∣∣∣u, v, ui, vi, xi,j ∈ F, i, j = 1, . . . , n− 2


.

Äëÿ ìàòðè÷íîé åäèíèöû E21 îïèñàíèå îáîáù¼ííîãî öåíòðàëèçàòî-

ðà ïîëó÷àåì èç ïðåäëîæåíèÿ 2: Cω(E21) = Cω−1
(E12)

T , Cω−1
(E21) =



ÃÐÀÔ ω-ÊÎÌÌÓÒÈÐÎÂÀÍÈÉ ÀËÃÅÁÐÛ ÌÀÒÐÈÖ ÍÀÄ ÏÎËÅÌ 19

Cω(E12)
T . Íåïîñðåäñòâåííî èç ñòðîåíèÿ ëåâûõ âåðõíèõ 2 íà 2 áëîêîâ âèä-

íî, ÷òî íè îäèí èç ðàññìîòðåííûõ øåñòè îáîáù¼ííûõ öåíòðàëèçàòîðîâ
íå ñîäåðæèò ìàòðèöó B, ïîýòîìó d (A,B) > 2. Ïîêàæåì, ÷òî d (A,B) >
3. Îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî d (A,B) = 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàé-

ä¼òñÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà C ∈ Cω(E12)∪ Cω
−1

(E12)∪ Cω(E21)∪ Cω
−1

(E21),
äëÿ êîòîðîé CB = ωBC, ëèáî CB = ω−1BC.
Ìàòðèöà B ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 2. Ðàñ-

ñìîòðèì ìàòðèöó C â òàêîì æå áëî÷íîì ðàçáèåíèè:

C =

(
C11 C12

C21 C22

)
.

Ïóñòü γ ∈ {ω, ω−1}. Òîãäà óðàâíåíèå CB = γBC ïðèíèìàåò âèä(
C11 C12

C21 C22

)(
B2 O
O αE

)
= γ

(
B2 O
O αE

)(
C11 C12

C21 C22

)
.

Îíî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé äëÿ áëîêîâ:
C11B2 = γB2C11

αC12 = γB2C12

C21B2 = γαC21

αC22 = γαC22

.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (γ−1)αC22 = O. Èç íåãî
ñëåäóåò, ÷òî X = O, ïîñêîëüêó α 6= 0 è γ = ω±1 6= 1. Èç òðåòüåãî
óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì C21(B2 − γαE2) = O. Êîýôôèöèåíò α ïîäîáðàí
òàêèì îáðàçîì, ÷òî γα = ω±1α 6= 1, ω, ïîýòîìó ìàòðèöà B2− γαE íåâû-
ðîæäåíà. Çíà÷èò, 21 = O. Àíàëîãè÷íî, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷à-
åì (B2 − γ−1αE2)C12 = O è C12 = O, ò.ê. γ−1α 6= 1, ω. Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè C 6= O, òî C11 6= O. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èëñÿ áû ïóòü âèäà
A2−E12−C11−B2, èëè A2−E21−C11−B2, äëèíû 3 â ãðàôå U∆ω(M2(F)),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó IV äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî d (A,B) ≥ 4. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü â ïîëå F ñîäåðæèòñÿ áîëåå 5 ýëåìåíòîâ. Äëÿ
ëþáûõ n ≥ 3 è ω ∈ F \ {0,±1} âûïîëíåíà îöåíêà diam (∆ω(Mn(F))) ≥ 4.

Ëåììà 5. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Äëÿ ëþáûõ n ≥ 3
è ω ∈ F \ {0,±1} îðãðàô ∆ω(Mn(F)) ñèëüíî ñâÿçåí è èìååò äèàìåòð, íå
ïðåâîñõîäÿùèé 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü îðãðàôà ∆ω(Mn(F)) áûëà óñòàíîâ-
ëåíà â òåîðåìå 2, íî áåç îöåíêè íà äèàìåòð.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè diam ∆ω(Mn(F)) ≤ 4 ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíóþ ïàðó âåðøèíA,B îðãðàôà ∆ω(Mn(F)) è ïîêàæåì, ÷òî d (A,B) ≤
4. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûðîæäåííûõ ìàòðèö A,B îöåíêà d (A,B) ≤ 4 ñëå-
äóåò êàê èç òåîðåìû 5, òàê è èç òåîðåìû 6. Îáîáùèì å¼ íà ïðîèçâîëüíûå
âåðøèíû ãðàôà ∆ω(Mn(F)).
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Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 ω- è ω−1-îáîáù¼ííûå öåíòðàëèçàòîðû ìàò-
ðèö íåíóëåâûå îäíîâðåìåííî. Òîãäà ïî ëåììå 3 íàéäóòñÿ ìàòðèöû A′ ∈
Cω(A) è B′ ∈ Cω−1

(B) ðàíãà 1. Ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå [21, òåî-
ðåìû 2.2], çàìåòèì, ÷òî íàéäóòñÿ íåíóëåâûå ñòîëáöû W,Z ∈ Fn òàêèå,
÷òî A′W = B′W = 0 è ZTA′ = ZTB′ = 0. Ïîëàãàÿ M = WZT , ïîëó÷èì
A′M = O = ωMA′ è MB′ = O = ωB′M . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü A → A′ → M → B′ → B äëèíû 4 â ãðàôå
∆ω(Mn(F)). �

Îáúåäèíÿÿ ëåììû 4 and 5 è ñëåäñòâèå 2, ïîëó÷àåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå. Äëÿ ëþáûõ n ≥
3 è ω ∈ F \ {0,±1} îðãðàô ∆ω(Mn(F)) ñèëüíî ñâÿçåí è èìååò äèàìåòð
4. Ïðè ýòîì äèàìåòð îñíîâíîãî ãðàôà U∆ω(Mn(F)) òàêæå ðàâåí 4.
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