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Abstract: The paper is devoted to the study of the equilibrium
problem for an elastic body containing a delaminated thin rigid
inclusion with a local defect. The problem is considered in a domain
with a cut, on the faces of which boundary conditions of the
inequality type are speci�ed. The statement uses a positive parameter
characterizing the degree of damage of the inclusion at a point. The
problem is formulated in the form of a variational inequality, from
which a complete system of equations and inequalities is obtained,
ful�lled in the domain with a cut, as well as on the crack line.
Limit transitions are substantiated for the damage parameter and
it is shown that the limiting cases correspond to problems of a thin
rigid inclusion with a break, as well as a problem with a solid rigid
inclusion without defects.
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1 Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîçèò-
íûõ ìàòåðèàëîâ ïðèîáðåòàåò âñå áîëüøóþ àêòóàëüíîñòü â ñâÿçè ñ ðàñ-
øèðåíèåì îáëàñòåé èõ ïðèìåíåíèÿ. Îäíèì èç âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé
è èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ íàóêè íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâà-
íèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëîâ, ñîäåðæàùèõ
òîíêèå âêëþ÷åíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè äåôåêòàìè. Â òî æå âðåìÿ, ïîñòðîå-
íèå àäåêâàòíîé ìîäåëè òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà è êîððåêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿ-
ùåíà èçó÷åíèþ ïëîñêîé çàäà÷è î ðàâíîâåñèè óïðóãîãî òåëà ñ îòñëîèâ-
øèìñÿ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì. Ïîñòàíîâêà ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå
ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ëîêàëüíîå ïîâðåæäåíèå
âêëþ÷åíèÿ. Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè
ìàòåðèàëà âêëþ÷åíèÿ â òî÷êå.
Ìîäåëü òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ â óïðóãîì òåëå ôîðìóëèðóåòñÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ íà ñòðóêòóðó âåêòîðà-ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé
òî÷åê âêëþ÷åíèÿ. Ïîäîáíûå ìîäåëè ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå, íàïðèìåð,
ìîæíî íàéòè ðÿä ðåçóëüòàòîâ â [1, 2, 3, 4]. Àíàëîãè÷íûå ìîäåëè îòñëîèâ-
øèõñÿ òîíêèõ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé â âÿçêîóïðóãîì òåëå èçó÷àëèñü â [5],
â ðàáîòå [6] èññëåäîâàëèñü ìîäåëè îáúåìíûõ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé ñ îò-
ñëàèâàíèåì. Â ñòàòüå [7] îáñóæäàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ìîäåëè òîíêèõ
âêëþ÷åíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü èõ ðàçëè÷íûå òèïû, âêëþ÷àÿ
óïðóãèå è æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, à òàêæå òðåùèíû è ðåäóöèðîâàííûå (èñ-
÷åçàþùèå) âêëþ÷åíèÿ.
Îòñëîåíèå òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåò îáðàçîâàíèå òðåùèíû, íà

îäíîì èç áåðåãîâ êîòîðîé ïðèêðåïëåíî äàííîå âêëþ÷åíèå. Ïîýòîìó çà-
äà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â îáëàñòè ñ ðàçðåçîì. Ïðè ýòîì íà áåðåãàõ ðàç-
ðåçà, êàê íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè, çàäàþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ òèïà
íåðàâåíñòâ (òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû).
Îäíîñòîðîííèé õàðàêòåð ýòèõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðè-
ìåíåíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Çà
ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ,
ïðèìåíÿåìûå äëÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷, ñ îáùèìè ïîäõîäàìè â äàííûõ ìå-
òîäàõ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ìîíîãðàôèÿõ [8, 9, 10]. Îòìåòèì òàêæå
îáçîð ðàáîò ïî òåìå, ïðèâåäåííûé â [11]
Â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì î æåñòêèõ âêëþ÷åíèÿõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ

âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åí îáøèðíûé ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïîìèìî
óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [12, 13, 14, 15] èçó÷à-
ëèñü çàäà÷è î ñîïðÿæåíèè òîíêèõ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé ñ äðóãèìè òèïà-
ìè âêëþ÷åíèé â êîíöåâûõ è âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷
ñîïðÿæåíèÿ â [13, 15] ââîäèòñÿ ïàðàìåòð ïîâðåæäàåìîñòè â òî÷êå ñî-
ïðÿæåíèÿ. Çàäà÷à î òîíêîì óïðóãîì âêëþ÷åíèè ñ ïàðàìåòðîì, õàðàê-
òåðèçóþùèì ëîêàëüíîå ïîâðåæäåíèå, èçó÷àëàñü â [16]. Èçâåñòíû òàêæå
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äðóãèå ïîäõîäû ê ðàññìîòðåíèþ ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè òîíêèõ âêëþ-
÷åíèé, íàïðèìåð ìîäåëè ñ íåëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ïîâðåæäåííîñòè
[17, 18]
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à äëÿ òîíêîãî îòñëîèâøåãîñÿ

æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, èìåþùåãî ëîêàëüíîå ïîâðåæäåíèå. Ïðèâîäèòñÿ
ïîñòàíîâêà â ôîðìå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íà ìíî-
æåñòâå äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé. Äàííûé ôóíêöèîíàë ñîäåðæèò ñëàãà-
åìîå ñ çàäàííûì ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì ïîâðåæäàåìîñòè. Çàäà÷à
ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, âûïîëíÿþ-
ùèõñÿ â îáëàñòè ñ ðàçðåçîì, íà áåðåãàõ òðåùèíû, à òàêæå â òî÷êå äåôåê-
òà. Âñå ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ÿñíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðàíåå èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè òîíêèõ âêëþ-
÷åíèé è ðàçëè÷íûìè ñëó÷àÿìè èõ ñîïðÿæåíèÿ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñåìåéñòâî çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè.
Èññëåäîâàíû ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ê íóëþ è
áåñêîíå÷íîñòè è ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðåäåëüíûå çàäà÷è.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òàêæå ñðàâíèâàëèñü ñ èçâåñòíûìè äðóãèìè

ìîäåëÿìè äëÿ ïîâðåæäåííûõ áàëîê è òîíêèõ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé [19,
20, 21, 22, 23, 24], à òàêæå ìîäåëÿìè ðàçëè÷íûõ ñîåäèíåíèé øàðíèðíîãî
òèïà ìåæäó ñòåðæíåâûìè è áàëî÷íûìè êîíñòðóêöèÿìè [25, 26].

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R2 ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé
Γ, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: Γ =
Γ̄D ∪ Γ̄N , ãäå ΓD ∩ ΓN = ∅. Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê Γ îáîçíà÷èì
÷åðåç n. Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ γ, äëÿ êîòîðîé γ̄ ⊂ Ω.
Ïóñòü òî÷êà O = (0, 0) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ýòîé êðèâîé è äåëèò
åå íà äâå ÷àñòè: γ = γ1 ∪ γ2 ∪ {(0, 0)}. Åäèíè÷íûå âåêòîðû íîðìàëè è
êàñàòåëüíîé ê γ îáîçíà÷èì ÷åðåç ν = (ν1, ν2) è τ = (ν2,−ν1). Ââåäåì
îáîçíà÷åíèå äëÿ îáëàñòè ñ ðàçðåçîì: Ωγ = Ω \ γ̄.
Îáëàñòü Ωγ çàïîëíåíà óïðóãèì ìàòåðèàëîì, ëèíèÿ γ ñîîòâåòñòâóåò

òîíêîìó æåñòêîìó âêëþ÷åíèþ. Òåëî æåñòêî çàêðåïëåíî ïî êðàþ âäîëü
êðèâîé ΓD è èñïûòûâàåò âíåøíèå íàãðóçêè íà ΓN .
Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî îáëàñòü Ωγ ñ ïîìîùüþ ïðîäîëæåíèÿ êðèâîé γ

äî âíåøíåé ãðàíèöû Γ ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà ïîäîáëàñòè Ω+ è Ω− ñ
ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
meas(∂Ω± ∩ ΓD) > 0.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âêëþ÷åíèå γ îòñëàèâàåòñÿ îò óïðóãîé ìàòðèöû

ñ îáðàçîâàíèåì òðåùèíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòñëîåíèå ïðîèñõîäèò îò
âåðõíåãî áåðåãà òðåùèíû, à ê íèæíåìó áåðåãó âêëþ÷åíèå îñòàåòñÿ ïðè-
êðåïëåííûì. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà òðåùèíû òàêæå çàäàíà ëèíèåé γ.
Ïðè ýòîì ðàçðåç, ñîîòâåòñòâóþùèé òðåùèíå, èìååò äâà áåðåãà γ+ è γ−,
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ãäå γ± ⊂ ∂Ω±. Íàïðàâëåíèå íîðìàëè ν âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ν = ν− = −ν+, ãäå ν± - âíåøíèå íîðìàëè ê ∂Ω± ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ u = (u1, u2) çàäàåò ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê òåëà

Ωγ , ïðè ýòîì ui ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèÿì âäîëü îñè xi, i = 1, 2. Äëÿ
êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé òåëà ââåäåì ñëå-
äóþùèå ôîðìóëû:

εij(u) =
1

2
(ui,j + uj, i) , i, j = 1, 2, σij = aijklεkl, i, j, k, l = 1, 2,

ãäå ξ,j =
∂ξ
∂xj

. Êîýôôèöèåíòû aijkl = aijkl(x), i, j, k, l = 1, 2 - êîìïîíåíòû

òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè A, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

aijkl = ajikl = aklij ,

aijklξklξij ≥ c0|ξ|2, ∀ξij = ξji,

ãäå c0 - ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âñþäó â òåêñòå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ
èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.
Æåñòêîå âêëþ÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî æåñòêèõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ñëå-
äóþùåãî âèäà:

R(γα) = {ρ(α) = (ρ
(α)
1 , ρ

(α)
2 ) | ρ(α)(x) = (−a(α)x2 + b, a(α)x1 + d) íà γα,

a(α), b, d ∈ R}, α = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðåìåùåíèé æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ
âîçìîæíûì òîëüêî ïåðåìåùåíèÿ òèïà ïåðåíîñà è ïîâîðîòà. Îòìåòèì,
÷òî â òî÷êå O óãëû ïîâîðîòà, õàðàêòåðèçóåìûå êîýôôèöèåíòàìè a(α),
ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, â òî âðåìÿ êàê èç óñëîâèÿ ρ(1)(0) = ρ(2)(0) ñëå-
äóåò, ÷òî ñâîáîäíûå ÷ëåíû b è d, õàðàêòåðèçóþùèå ïåðåíîñ, ñîâïàäàþò
äëÿ γ1 è γ2. Òî÷êó O ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó ñîïðÿæåíèÿ äëÿ
γ1 è γ2 è òàêèì îáðàçîì, äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî îòíåñòè ê êëàññó çàäà÷
ñîïðÿæåíèÿ.
Ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå γ îòñëàèâàåòñÿ îò óïðóãîé ìàòðèöû ñ îáðà-

çîâàíèåì òðåùèíû, òî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê íà ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðå-
ãàõ ðàçðåçà γ ìîãóò íå ñîâïàäàòü. Äëÿ çíà÷åíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè
ξ íà áåðåãàõ γ+ è γ− ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì: ξ+ è
ξ−, òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñêà÷êà ôóíêöèè íà áåðåãàõ ðàçðåçà:
[ξ] = ξ+ − ξ−. Âêëþ÷åíèå îòñëàèâàåòñÿ îò áåðåãà γ+ è ïðèêðåïëåíî ê
áåðåãó γ−, ïîýòîìó íà γ− çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñêëåéêè ïåðåìåùåíèé òî÷åê
òåëà è âêëþ÷åíèÿ:

u− = ρ(α) íà γα, α = 1, 2.

Ïðèâåäåì âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèÿ

H1
ΓD

(Ωγ)
2 = {u ∈ H1(Ωγ)

2 |u = 0 íà ΓD},
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è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé âèäà

K = {u ∈ H1
ΓD

(Ωγ)
2 | [u]ν ≥ 0 íà γ; u− = ρ(α) íà γα, ρ(α) ∈ R(γα),

α = 1, 2}.

Íåðàâåíñòâî [u]ν ≥ 0 çàäàíî íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ωγ , à èìåííî íà
áåðåãàõ ðàçðåçà γ. Äàííîå îãðàíè÷åíèå èñêëþ÷àåò âçàèìíîå ïðîíèêàíèå
òî÷åê ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû äðóã â äðóãà è íîñèò íàçâàíèå
óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ [8]. Ââèäó íàëè÷èÿ äàííîãî óñëîâèÿ ìíîæåñòâîK
íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà H1

ΓD
(Ωγ)

2 è çà-
äà÷à íå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Çàäà÷ó ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíîãî óïðóãîãî
òåëà ñ îòñëîèâøèìñÿ òîíêèì æåñòêèì âêëþ÷åíèåì, èìåþùèì ïîâðåæäå-
íèå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå K
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

Πδ(u) =
1

2
B(u, u)− L(u) +

1

2δ
(ρ

(2)
2,1(0)− ρ

(1)
2,1(0))

2 =

=
1

2
B(u, u)− L(u) +

1

2δ
(a(2) − a(1))2,

ãäå

B(u, v) =

∫
Ωγ

σ(u)ε(v) ds, L(u) =

∫
Ωγ

fu dx−
∫
ΓN

gu ds.

Çäåñü ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå σ(u)ε(v) = σij(u)εij(v), fu = fiui, gu = giui,
i, j = 1, 2; ÷åðåç f = (f1, f2), g = (g1, g2) îáîçíà÷åíû ôóíêöèè âíåøíèõ
íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ â Ωγ è íà ΓN ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâîå ñëàãàåìîå
ôóíêöèîíàëà Πδ ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé B(u, u) îïèñûâàåò ýíåðãèþ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîãî òåëà, âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæàåò ðàáîòó âíåø-
íèõ ñèë. ×åðåç δ îáîçíà÷åí ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ñ÷èòàåò-
ñÿ çàäàííûì è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ïîâðåæäåííîñòè ìàòåðèàëà âêëþ-
÷åíèÿ â òî÷êå O. Ôîðìó ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèîíàëà ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè Πδ ìîæíî ñðàâíèòü ñ èçâåñòíûìè â ìåõàíèêå ôîðìó-
ëàìè, îïèñûâàþùèìè øàðíèðíîå ñîåäèíåíèå ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé,
ñì. íàïð. [25].
Ïîñêîëüêó íàëè÷èå óñëîâèé íåïðîíèêàíèÿ ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîñòè

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, òî êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû ê åå èññëåäîâàíèþ íå
ïðèìåíèìû. Èçó÷åíèå çàäà÷ î òðåùèíàõ ñ àíàëîãè÷íûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå ìåòîäà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ,
êîòîðûé ïîäðîáíî èçëîæåí â ìîíîãðàôèÿõ [8, 9, 10]. Ïðèìåíåíèå äàííûõ
ìåòîäîâ ê çàäà÷àì îá îòñëîèâøèõñÿ âêëþ÷åíèÿõ èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ, íåêîòîðûå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [1, 2, 3, 27].
Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

íàéòè ýëåìåíò u ∈ K, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó Πδ íà ìíî-
æåñòâå K:

Πδ(u) = inf
ū∈K

Πδ(ū). (1)
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Ñëåäóÿ [27], ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäàííûõ f ∈ L2(Ωγ)
2, g ∈ L2(ΓN )2,

aijkl ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2, çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

u ∈ K, B(u, ū− u)− L(u− u)+

+
1

δ
(a(2) − a(1))(a(2) − a(1) − a(2) + a(1)) ≥ 0, ∀ū ∈ K. (2)

3 Ýêâèâàëåíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà

Öåëüþ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìóëèðîâêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ è äîêàçà-
òåëüñòâî åå ýêâèâàëåíòíîñòè âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó. Äëÿ ýòîãî áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèé çàäà÷è.
Ïóñòü èìååò ìåñòî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (2). Ïåðåïèøåì åãî â

âèäå

u ∈ K,

∫
Ωγ

σ(u)ε(u− u) ds−
∫
Ωγ

f(u− u) dx−
∫
ΓN

g(u− u) ds+

+
1

δ
(a(2) − a(1))(a(2) − a(1) − a(2) + a(1)) ≥ 0, ∀ū ∈ K. (3)

Âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ θ = (θ1, θ2) ∈ C∞
0 (Ωγ)

2 è ïîäñòàâëÿÿ â
(3) ïðîáíûé ýëåìåíò âèäà u = u ± θ ∈ K, ìîæíî ïîëó÷èòü â îáëàñòè ñ
ðàçðåçîì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ

−div σ = f â Ωγ .

Âîçüìåì òåïåðü ýëåìåíò ũ ∈ K, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

ũ− = ũ+ = ρ̃(α) = (−ã(α)x2 + b̃, ã(α)x1 + d̃) íà γα, α = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, [ũ] = 0 íà γ è ýëåìåíòû âèäà u = u ± ũ ∈ K ìîæ-
íî ïîäñòàâëÿòü â (3) ïîñëåäîâàòåëüíî â êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèé. Â
ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫
Ωγ

σ(u)ε(ũ) dx−
∫
Ωγ

fũ dx−
∫
ΓN

gũ ds+
1

δ
(a(2) − a(1))(ã(2) − ã(1)) = 0.
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Èíòåãðèðóÿ äàííîå ðàâåíñòâî ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì êðàåâîãî óñëîâèÿ íà
ΓD, ïîëó÷èì

−
∫
Ωγ

σij,j(u)ũi dx−
∫
Ωγ

fiũi dx−
∫
ΓN

giũi ds+

∫
ΓN

σij(u)nj ũi ds+

+

2∑
α=1

{∫
γ+
α

σij(u)ν
+
j ũi ds+

∫
γ−
α

σij(u)ν
−
j ũi ds

}
+

+
1

δ
(a(2) − a(1))(ã(2) − ã(1)) = 0. (4)

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûøå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðîèçâîëüíîñòè ũ,
îòñþäà ìîæåì ïîëó÷èòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå

σ(u)n = g íà ΓN ,

ãäå σn = (σ1jnj , σ2jnj), j = 1, 2. Òîãäà èç (4) ñëåäóåò

2∑
α=1

∫
γα

[σij(u)νj ]ũi ds =
1

δ
(a(2) − a(1))(ã(2) − ã(1)). (5)

Ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå âèäà σij(u)νj = (σ1(u), σ2(u)) äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè
ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, ãäå ÷åðåç σ1, σ2 îáîçíà÷åíû ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîìïî-
íåíòû âåêòîðà σijνj ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ââèäó êðèâîëèíåé-
íîñòè γ, êîìïîíåíòû σ1 è σ2 ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ êàñàòåëüíîé στ è
íîðìàëüíîé σν ñîñòàâëÿþùèìè äàííîãî âåêòîðà íà γ. Òàêæå áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ ρ(α)(x) = (−a(α)x2 + b, a(α)x1 + d) è ρ̃(α)(x) =

(−ã(α)x2+ b̃, ã(α)x1+ d̃) äëÿ âåêòîðîâ æåñòêèõ ïåðåìåùåíèé. Â ýòèõ îáî-
çíà÷åíèÿõ (5) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

2∑
α=1

∫
γα

(
[σ1(u)](−ã(α)x2 + b̃) + [σ2(u)](ã

(α)x1 + d̃)
)
ds =

=
1

δ
(a(2) − a(1))(ã(2) − ã(1)). (6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ũ âûáðàíî òàêèì, ÷òî b̃ = d̃ = 0. Òîãäà èç (6) ïîëó÷èì

2∑
α=1

∫
γα

(
−[σ1(u)]ã

(α)x2 + [σ2(u)]ã
(α)x1

)
ds =

=
1

δ
(a(2) − a(1))(ã(2) − ã(1)).

Îòñþäà ïðè ã(2) = 0 áóäåì èìåòü∫
γ1

(
[σ2(u)]x1 − [σ1(u)]x2

)
ds = −1

δ
(a(2) − a(1)) = 0, (7)
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à ïðè ã(1) = 0 ïîëó÷èì∫
γ2

(
[σ2(u)]x1 − [σ1(u)]x2

)
ds =

1

δ
(a(2) − a(1)) = 0. (8)

Âåðíåìñÿ ê (6). Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (7) è (8), áóäåì èìåòü

2∑
α=1

∫
γα

(
[σ1(u)]̃b+ [σ2(u)]d̃

)
ds = 0.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè b̃ è d̃ ñëåäóåò, ÷òî èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ âèäà∫
γ

[σ1(u)] ds = 0,

∫
γ

[σ2(u)] ds = 0.

Êðîìå òîãî, ââèäó íàëè÷èÿ òðåùèíû, íà áåðåãàõ γ âûïîëíåíà ñèñòåìà
êðàåâûõ óñëîâèé ñëåäóþùåãî âèäà:

[u]ν ≥ 0, σ+
ν (u) ≤ 0, σ+

τ (u) = 0, σ+
ν (u)[u]ν = 0 íà γ.

Äàííûå óñëîâèÿ îïèñûâàþò âîçìîæíûé êîíòàêò áåðåãîâ òðåùèíû, âêëþ-
÷àÿ óñëîâèå èõ âçàèìíîãî íåïðîíèêàíèÿ (ïåðâîå èç ïðåäñòàâëåííûõ ñî-
îòíîøåíèé). Ýòè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñòàíäàðòíûì ïóòåì, èç-
ëîæåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íûõ òåîðåì äëÿ çàäà÷ îá îòñëî-
èâøåìñÿ æåñòêîì âêëþ÷åíèè [27].
Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ çàäàííûõ â Ωγ è íà ΓN ôóíêöèé âíåøíèõ
íàãðóçîê f = (f1, f2) è g = (g1, g2) íàéòè â Ωγ ïîëå ïåðåìåùåíèé u =
(u1, u2) òî÷åê òåëà è òåíçîð íàïðÿæåíèé σ = {σij(u)}, i, j = 1, 2, êðîìå

òîãî íà γα íàéòè ýëåìåíòû ρ(α) ∈ R(γα), α = 1, 2, òàêèå, ÷òî âûïîëíåíà
ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

−div σ = f â Ωγ , (9)

u = 0 íà ΓD, σn = g íà ΓN , (10)

u− = ρ(α) íà γα, ρ(α) ∈ R(γα), α = 1, 2, (11)∫
γα

(
[σ2]x1 − [σ1]x2

)
ds =

(−1)α

δ
(a(2) − a(1)), a(α) = ρ

(α)
2,1 (0),

α = 1, 2, (12)∫
γ

[σ1] ds = 0,

∫
γ

[σ2] ds = 0; (13)

[u]ν ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [u]ν = 0 íà γ. (14)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîãî òåëà (9),
âûïîëíåííûå â îáëàñòè ñ ðàçðåçîì Ωγ , à òàêæå êðàåâûå óñëîâèÿ íà âíåø-
íåé ãðàíèöå (10), îïèñûâàþùèå çàêðåïëåíèå íà ΓD è âîçäåéñòâèå âíåø-
íèõ íàãðóçîê íà ΓN . Ñîãëàñíî óñëîâèþ (11), íà γ−α ôóíêöèÿ u ñîâïàäàåò
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ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì ρ(α) ïðîñòðàíñòâà R(γα), òî åñòü ýòîò ýëåìåíò
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåèçâåñòíûõ çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, êðîìå ïåðåìå-
ùåíèé u â îáëàñòè íåîáõîäèìî òàêæå íàéòè íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå
a(1), a(2), b è d. Ñîîòíîøåíèÿ (12) è (13) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ðàâíîâå-
ñèÿ òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ ñ äåôåêòîì, îíè âûðàæàþò ðàâåíñòâî
íóëþ ãëàâíîãî âåêòîðà ñèë è ãëàâíîãî âåêòîðà ìîìåíòîâ äëÿ γ.
Ìîæíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé è êðàåâûõ óñëîâèé

ñ àíàëîãè÷íûìè óñëîâèÿìè, âûâåäåííûìè äëÿ äðóãèõ ìîäåëåé òîíêèõ
âêëþ÷åíèé è äðóãèõ âèäîâ èõ ñîïðÿæåíèÿ.
Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [12, 14, 28] ïîëó÷åíà ñèñòåìà äëÿ ñëó÷àåâ ñîïðÿ-

æåíèÿ áåç ó÷åòà ïîâðåæäàåìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òîíêèõ âêëþ-
÷åíèé: òîíêîå æåñòêîå, óïðóãîå âêëþ÷åíèå Òèìîøåíêî, à òàêæå òîíêîå
ïîëóæåñòêîå âêëþ÷åíèå. Â óñëîâèÿõ èäåàëüíîãî ñöåïëåíèÿ óãîë ìåæäó
âêëþ÷åíèÿìè â èñõîäíîì íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè óïðóãîãî òåëà
ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ óãëû
ïîâîðîòà ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó â óñëîâèè íà ìîìåíòû äëÿ êàæäîãî èç
âêëþ÷åíèé, àíàëîãè÷íîì óñëîâèþ (12), â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè
ñòîèò íóëü, ò.å. îíî íå ñîäåðæèò ðàçíîñòè óãëîâ. Ýòîò òèï ñîïðÿæåíèÿ
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëü-
íîìó ñëó÷àþ ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ïîâðåæäàåìîñòè ê íóëþ. Â ñëó-
÷àå ïîëíîãî èçëîìà ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè â ïðèâåäåííûõ äëÿ ñðàâíåíèÿ
â ýòîì àáçàöå ðàáîòàõ ìîìåíòû äëÿ îáîèõ âêëþ÷åíèé ñîâïàäàþò. Ýòî áó-
äåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ ïðè δ → ∞. Îáà ïðåäåëüíûõ
ïåðåõîäà áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Äëÿ çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì ïîâðåæäàåìîñòè ïðè ñîïðÿæåíèè âêëþ÷å-

íèÿ Òèìîøåíêî è òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ â [13] ïîëó÷åíà ñèñòå-
ìà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò óñëîâèÿ íà ìîìåíòû, âûïèñàííûå êàê è â (12),
îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî âêëþ÷åíèÿ è ñîäåðæàùèå ïàðàìåòð ïîâðåæäàå-
ìîñòè â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè ðàçíîñòè óã-
ëîâ ïîâîðîòà. Â [16] èçó÷àëñÿ ñëó÷àé òîíêîãî óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ òèïà
Áåðíóëëè-Ýéëåðà ñ ïîâðåæäåíèåì. Äëÿ ýòîé çàäà÷è, àíàëîãè÷íî (12), â
òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ âûïèñàíî óñëîâèå íà ìîìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðè ýòîì ìîìåíòû òàêæå
ïðîïîðöèîíàëüíû ðàçíîñòè óãëîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî èç ñèñòåìû (9)-(14) ìîæíî îáðàòíî ïîëó÷èòü âàðèàöè-

îííîå íåðàâåíñòâî (2). Âîçüìåì u ∈ K, óìíîæèì óðàâíåíèå (9) íà u−u,
è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî Ωγ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

−
∫
Ωγ

σij,j(u)(ui − ui) dx =

∫
Ωγ

fi(ui − ui) dx.
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Ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (10), ìîæåì
ïðèâåñòè ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

B(u, u− u)− L(u− u) +

∫
γ

[σij(u)νj · (ui − ui)] ds = 0. (15)

Ïåðåïèøåì (15) â âèäå

B(u, u− u)− L(u− u) + I + J = 0, (16)

ãäå

I =

∫
γ

(σij(u)νj)
+(ui − ui)

+ ds−
∫
γ

(σij(u)νj)
+(ui − ui)

− ds,

J =

∫
γ

(σij(u)νj)
+(ui − ui)

− ds−
∫
γ

(σij(u)νj)
−(ui − ui)

− ds.

Ïðåîáðàçóåì I, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ (14):

I =

∫
γ

(σij(u)νj)
+[ui − ui] ds =

∫
γ

σ+
ν (u)[uν − uν ] ds =

=

∫
γ

σ+
ν (u)[uν ] ds−

∫
γ

σ+
ν (u)[uν ] ds =

∫
γ

σ+
ν (u)[uν ] ds.

Äàëåå âû÷èñëèì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ (11), (13)

J =

∫
γ

[σij(u)νj ](ui−ui)
− ds =

2∑
α=1

∫
γα

(
[σ1](ρ

(α)
1 −ρ

(α)
1 )+[σ2](ρ

(α)
2 −ρ

(α)
2 )

)
ds =

=
2∑

α=1

∫
γα

(
[σ1]x2 − [σ2]x1

)
(a(α) − a(α)) ds.

Ïðèìåíÿÿ çäåñü óñëîâèÿ (12), ìîæåì ïîëó÷èòü

J =
1

δ
(a(2) − a(1))(a(2) − a(1) − a(2) + a(1)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (16) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

B(u, u− u)− L(u− u) +
1

δ
(a(2) − a(1))(a(2) − a(1) − a(2) + a(1)) =

= −
∫
γ

σ+
ν (u)[uν ] ds. (17)

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ â (13), à òàêæå ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K, ñëå-
äóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ïðàâîé ÷àñòè (17), ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü
âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (2).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (9)-(14) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó
(2) ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèé.

4 Ïðåäåëüíûå çàäà÷è

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà δ çàäà÷à (2) èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òîãäà ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñåìåéñòâî
çàäà÷ ñ äàííûì ïàðàìåòðîì. Ôîðìóëèðîâêà èìååò âèä âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ, ãäå íèæíèé èíäåêñ δ îáîçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò
äàííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà:

uδ ∈ K, B(uδ, ū− uδ)− L(u− uδ)+

+
1

δ
(a

(2)
δ − a

(1)
δ )(a(2) − a(1) − a

(2)
δ + a

(1)
δ ) ≥ 0, ∀ū ∈ K. (18)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

u−δ (x) = ρ
(α)
δ (x) = (−a

(α)
δ x2 + bδ, a

(α)
δ x1 + dδ) íà γα,

u−(x) = ρ(α)(x) = (−a(α)x2 + b, a(α)x1 + d) íà γα.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ïàðàìåòðó δ è ïðîàíà-
ëèçèðóåì ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ïðåäåëüíûå çàäà÷è.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâèì â (18) ïðîáíûå ôóíêöèè âèäà u = 0 è

u = 2uδ. Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî âû-
ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

B(uδ, uδ)− L(uδ) +
1

δ
(a

(2)
δ − a

(1)
δ )2 = 0. (19)

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïåðâûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïðè δ → ∞, êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîìó âîçðàñòàíèþ ïîâðåæäåííîñòè â òî÷êå O.
Áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó Êîðíà, èç (19) ìîæåì ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ

ïî δ îöåíêó âèäà

∥uδ∥H1
ΓD

(Ωγ)2 ≤ c1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè δ → ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

uδ → u∞ ñëàáî â H1
ΓD

(Ωγ)
2, u−∞ = ρ(α)∞ íà γα, ρ(α)∞ ∈ R(γα), (20)

ãäå

ρ(α)∞ (x) = (−a(α)∞ x2 + b∞, a(α)∞ x1 + d∞), α = 1, 2.

Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü a
(1)
δ , a

(2)
δ è ñõîäèìîñòü (20), ìîæíî îñóùå-

ñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (18) ïðè δ → ∞. Ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à ñôîð-
ìóëèðóåòñÿ â ôîðìå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà âèäà

u∞ ∈ K, B(u∞, ū− u∞)− L(u− u∞) ≥ 0, ∀ū ∈ K. (21)

Çàäà÷à (21) äîïóñêàåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ïîñòàíîâêó, â êîòîðîé íèæ-
íèé èíäåêñ "∞"äëÿ ïðîñòîòû îïóñêàåòñÿ. À èìåííî, äëÿ çàäàííûõ â Ωγ

è íà ΓN ôóíêöèé âíåøíèõ íàãðóçîê f = (f1, f2) è g = (g1, g2) íàéòè
â Ωγ ïîëå ïåðåìåùåíèé u = (u1, u2) òî÷åê òåëà è òåíçîð íàïðÿæåíèé
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σ = {σij(u)}, i, j = 1, 2, êðîìå òîãî íà γα íàéòè ýëåìåíòû ρ(α) ∈ R(γα),
α = 1, 2, òàêèå, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé:

−div σ = f â Ωγ , (22)

u = 0 íà ΓD, σn = g íà ΓN , (23)

u− = ρ(α) íà γα, ρ(α) ∈ R(γα), α = 1, 2, (24)∫
γα

(
[σ2]x1 − [σ1]x2

)
ds = 0, α = 1, 2, (25)

∫
γ

[σ1] ds = 0,

∫
γ

[σ2] ds = 0; (26)

[u]ν ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [u]ν = 0 íà γ. (27)

Äàííàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîãè÷íî ìåòîäó, èçëîæåííîìó
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Çàäà÷à (22)-(27) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïîëíîãî
èçëîìà ìåæäó γ1 è γ2, ò.å. çäåñü èìååòñÿ äâà îòäåëüíûõ òîíêèõ æåñòêèõ
âêëþ÷åíèÿ. Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèé (25), ìîìåíòû äëÿ êàæäîé èç
÷àñòåé γ1 è γ2 ðàâíû íóëþ.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè δ → 0. Äëÿ ýòîãî èç (19)

ïîëó÷èì ðàâíîìåðíûå ïî δ îöåíêè âèäà

∥uδ∥H1
ΓD

(Ωγ)2 ≤ c1, (a
(2)
δ − a

(1)
δ )2 ≤ c2δ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè δ → 0 âûïîëíÿåòñÿ

uδ → u0 ñëàáî â H1
ΓD

(Ωγ)
2, (28)

u−0 = ρ
(α)
0 íà γα, ρ

(α)
0 ∈ R(γα), (29)

ρ
(α)
0 (x) = (−a

(α)
0 x2 + b0, a

(α)
0 x1 + d0), α = 1, 2, a

(1)
0 = a

(2)
0 = a0. (30)

Ââåäåì ìíîæåñòâî

K0 = {u ∈ H1
ΓD

(Ωγ)
2 | [u]ν ≥ 0 íà γ; u− = ρ0 íà γ, ρ0 ∈ R(γ)},

ãäå

R(γ) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = (−ax2 + b, ax1 + d) íà γ, a, b, d ∈ R}.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ū ∈ K0, äëÿ êîòîðîãî ū− = ρ̄ ∈ R(γ)
íà γ, ãäå ρ̄(x) = (−āx2 + b̄, āx1 + d̄). Çàìåòèì, ÷òî âûáðàííûé ýëåìåíò

ū ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà K, ãäå ā(1) = ā(2) = ā è åãî ìîæíî
ïîäñòàâëÿòü â (18) â êà÷åñòâå ïðîáíîãî. Òîãäà áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî

B(uδ, ū− uδ)− L(u− uδ)−
1

δ
(a

(2)
δ − a

(1)
δ )2 ≥ 0.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (28)-(30)

u0 ∈ K0, B(u0, ū− u0)− L(u− u0) ≥ 0, ∀ū ∈ K0. (31)
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Çàäà÷à âèäà (31) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ èäåàëüíîãî ñöåïëåíèÿ ìåæäó γ1
è γ2, ò.å. öåëüíîãî îòñëîèâøåãîñÿ òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ áåç äå-
ôåêòîâ è èçëîìîâ. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ
ïî âñåé âíåøíåé ãðàíèöå óïðóãîãî òåëà èçó÷àëàñü â [27]. Äëÿ ñðàâíå-
íèÿ ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ïîñòàíîâêó, îïó-
ñòèâ äëÿ ïðîñòîòû íèæíèé èíäåêñ "0".
Äëÿ çàäàííûõ â Ωγ è íà ΓN ôóíêöèé âíåøíèõ íàãðóçîê f = (f1, f2)

è g = (g1, g2) íàéòè â Ωγ ïîëå ïåðåìåùåíèé u = (u1, u2) òî÷åê òåëà
è òåíçîð íàïðÿæåíèé σ = {σij(u)}, i, j = 1, 2, êðîìå òîãî íà γ íàéòè
ýëåìåíò ρ ∈ R(γ), òàêèå, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

−div σ = f â Ωγ , (32)

u = 0 íà ΓD, σn = g íà ΓN , (33)

u− = ρ íà γ, ρ ∈ R(γ), (34)∫
γ

(
[σ2]x1 − [σ1]x2

)
ds = 0, (35)

∫
γ

[σ1] ds = 0,

∫
γ

[σ2] ds = 0, (36)

[u]ν ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [u]ν = 0 íà γ. (37)

Èç óñëîâèé (34)-(36) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ íà
âñåì γ, ïîñêîëüêó æåñòêîå âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ öåëüíûì.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì ïîâðåæäàåìîñòè â íåêîòîðîé

âíóòðåííåé òî÷êå âêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó çàäà÷ îá îò-
ñëîèâøåìñÿ òîíêîì æåñòêîì âêëþ÷åíèè â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðåäåëüíûå
ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì ïîëíîãî èçëîìà â òî÷êå äåôåêòà è ïîë-
íîìó îòñóòñòâèþ ïîâðåæäåíèÿ.
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