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Ïðåäñòàâëåíî Ï.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract: We prove that any �nite unar can be isomorphically
embedded into a unar of the remainders of the division by a prime
p with unary operation f(x) = xd mod p for suitable prime p and
natural number d.

Keywords: representation of unar.

1 Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñèñòåìàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà
� ðàñïðîñòðàí¼ííàÿ â ìàòåìàòèêå ïðàêòèêà. Îíà ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü
ñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, óñòàíîâèòü íåêîòîðûå å¼ ñâîéñòâà.
ßðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ïîäñòàíîâêàìè èëè
ìàòðèöàìè. Â ðàáîòå [1] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôíîãî âëî-
æåíèÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî óíàðà â óíàð îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà n ñ îïåðà-
öèåé f(x) = xa è â óíàð ñ îïåðàöèåé f(x) = xd, ãäå n è a � ïîäõîäÿùèå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à îïåðàöèè îñóùåñòâëÿþòñÿ ïî ìîäóëþ n (ïàðàìåòð
d ïðè ýòîì ìîæåò áûòü âçÿò ëþáûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, áëüøèì 1).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé óíàð
ìîæíî âëîæèòü â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó êîíå÷íîãî ïðîñòîãî ïî-
ëÿ (ïîðÿäêà p), ðàññìàòðèâàåìóþ êàê óíàð ñ îïåðàöèåé f(x) = xd ïðè
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ïîäõîäÿùèõ d è p, ïðè÷åì ïðîñòîå ÷èñëî p ìîæíî âûáðàòü áåñêîíå÷íûì
êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ.
Óíàð (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè � ìîíîóíàðíàÿ àëãåáðà) � ýòî àëãåáðà

ñ îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé, ò.å. ìíîæåñòâî U ñ çàäàííûì îòîáðàæåíèåì
f : U → U . Óíàð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëèãîí íàä áåñêîíå÷íîé
öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé S = {t, t2, t3, . . .} (ñì. [2, ï. 3.4]) èëè êàê àâ-
òîìàò Ìóðà ñ îäíîáóêâåííûì âõîäíûì àëôàâèòîì. Èíòåðåñóþùèå íàñ
êîíå÷íûå óíàðû òàêæå ðàññìàòðèâàþò êàê äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû èëè
ôóíêöèîíàëüíûå ãðàôû.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóãðóïïû S è ýëåìåíòà a ∈ S ìîæíî ðàññìîòðåòü

óíàð (S, ∗a), ò.å. S ñ óíàðíîé îïåðàöèåé f(x) = xa äëÿ x ∈ S.
Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, a, d ≥ 2 ïóñòü Zn = {0, 1, . . . , n− 1} � ìíî-

æåñòâî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà n, à (Zn, ∗a) è (Zn,
∧ d) �

óíàðû ñ îïåðàöèÿìè f(x) = xa è f(x) = xd ñîîòâåòñòâåííî, ãäå óìíî-
æåíèå è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü îñóùåñòâëÿþòñÿ ïî ìîäóëþ n. È ïóñòü Z∗n
� ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç Zn, èìåþùèõ îáðàòíûé ýëåìåíò ïî óìíîæå-
íèþ. Î÷åâèäíî, (Z∗n,∧ d) ÿâëÿåòñÿ ïîäóíàðîì óíàðà (Zn,

∧ d), à (Z∗n, ∗a) �
ïîäóíàðîì óíàðà (Zn, ∗a) â ñëó÷àå, êîãäà a ∈ Z∗n, ò.å. êîãäà a âçàèìíî
ïðîñòî ñ n.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî Zn ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n, à Z∗n � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ ïî ìîäóëþ n. Îäíàêî, íà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Zn ìîæíî ñìîòðåòü
êàê íà îáû÷íûå öåëûå ÷èñëà, ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü â âîïðîñàõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ äåëèìîñòüþ, ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè è ò.ä. Åñëè a è n �
âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ordn(a) îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî ak ≡ 1 mod n (ò.å. ordn(a) � ïîðÿäîê ýëåìåíòà
a â ãðóïïå Z∗n). Èíòåðåñíîå ïðèìåíåíèå èìåþò óíàðû Zn ñ îïåðàöèåé
f(x) = xd + 1 mod n â âîïðîñàõ ôàêòîðèçàöèè ÷èñåë (ñì. [3]).
Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè óíàðîâ ìîæíî íàéòè â [4], íåêîòîðûå

îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ìû ïðèâåäåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Â ðàáîòå [1] áûë ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ïðåäñòàâëå-

íèÿì óíàðîâ âû÷åòàìè.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü (U, f) � óíàð. Äëÿ x ∈ U ïîëàãàåì f0(x) = x, f1(x) = f(x) è
fn+1(x) = f(fn(x)) ïðè n ≥ 1. Óíàð U ìîæíî ñ÷èòàòü îðèåíòèðîâàííûì
ãðàôîì ñ âåðøèíàìè � ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà U è ð¼áðàìè (x, f(x)) äëÿ
x ∈ U . Óíàð íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî ãðàô ñâÿçåí. Åñëè óíàð U ÿâ-
ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñ÷ÿ ïîäóíàðîâ Ui

(i ∈ I), òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì (â äðóãîé
òåðìèíîëîãèè � ïðÿìîé ñóììîé) óíàðîâ Ui, è ïèñàòü U =

∐
i∈I Ui. ßñíî,

÷òî ëþáîé óíàð ÿâëÿåíòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè.
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Öèêë èç k ýëåìåíòîâ áóäåì îáîçíà÷àòü Ck. Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ öèê-
ëè÷åñêèì, åñëè fk(x) = x ïðè íåêîòîðîì k ≥ 1 (èëè, ÷òî ýêåâèâàëåíòíî,
ýëåìåíò, ëåæàùèé â êàêîì-íèáóäü öèêëå). ×åðåç 〈x〉 îáîçíà÷àåì ïîäó-
íàð, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòîì x, ò.å. 〈x〉 = {fn(x)|n ≥ 0}. Ïóñòü x ∈ U
òàêîâ, ÷òî 〈x〉 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå h ≥ 0 è
t > 0, ÷òî fh+t(x) = fh(x). Åñëè h è t � íàèìåíüøèå ÷èñëà ñ ýòèì ñâîé-
ñòâîì, òî îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãëóáèíîé h(x) è ïåðèîäîì p(x)
ýëåìåíòà x. ßñíî, ÷òî â êîíå÷íîì óíàðå êàæäûé ýëåìåíò èìååò ãëóáè-
íó è ïåðèîä. Ñòåïåíü degx ýëåìåíòà x óíàðà � ýòî ìîùíîñòü ïîëíîãî
ïðîîáðàçà: degx = |f−1(x)|. Ýëåìåíò ñòåïåíè 0 íàçîâ¼ì ìèíèìàëüíûì.
Ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò è íå áûòü.
Äëÿ êîíå÷íîãî óíàðà U ïîëàãàåì h(U) = max{h(x)|x ∈ U}, r(U) =

max {deg x|x ∈ U}.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàííîå ïî ïðàâèëó x ∼

y ↔ ∃s, t fs(x) = f t(y), ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé óíàðà U . Î÷åâèäíî,
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîé êîíãðóýíöèè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿç-
íîñòè óíàðà U . Òàêæå ÿñíî, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîíå÷íîãî
óíàðà ñîäåðæèò ðîâíî îäèí öèêë.
Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Zn = {0, 1, . . . , n−

1} âñåõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà n. Ìíîæåñòâî Zn ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ
ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé, îáîçíà-
÷èì å¼ (Zn, ∗). Åñëè çàôèêñèðîâàòü êàêîå-ëèáî a ∈ Zn, òî îòîáðàæåíèå
Zn → Zn, x 7→ x · a, áóäåò ÿâëÿòüñÿ óíàðíîé îïåðàöèåé. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé óíàð îáîçíà÷èì òàê: (Zn, ∗a). Äðóãîé óíàð âîçíèêàåò íà ìíîæåñòâå
Zn îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü: Zn → Zn, x 7→ xd. Îáî-
çíà÷èì ýòîò óíàð ñëåäóþùèì îáðàçîì: (Zn,

∧d).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷åðåç Z∗n ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìóëüòèïëèêàòèâ-

íóþ ãðóïïó êîëüöà âû÷åòîâ Zn. Îíà ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ýëåìåíòîâ
êîëüöà Zn, èìåþùèõ îáðàòíûé ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ, èëè, ÷òî ýêâè-
âàëåíòíî, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Âñþäó â ðàáîòå (a, b) áóäåò îáîçíà÷àòü
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b, à [a, b] � íàèìåíüøåå îáùåå

êðàòíîå ýòèõ æå ÷èñåë. Äàëåå, a
... b è c | d îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî "a

äåëèòñÿ íà b" è "c äåëèò d".

3 Óòâåðæäåíèå î âûáîðå ÷èñëà ñ çàäàííûìè ïîðÿäêàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íàëè÷èå ÷èñëà, èìåþùåãî çàäàííûå ïî-
ðÿäêè ïî ìîäóëÿì ïîäõîäÿùèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ, íóæíûå íàì äëÿ

äàëüíåéøåãî. Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè åãî ñòàðøèé êî-
ýôôèöèåíò ðàâåí 1.Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
a ïîëîæèì

νp(a) = max{t : pt | a}.
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Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φn(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (ñì. [5, �13]):

Φn(x) =
∏

(i,n)=1, 0≤i<n

(x− θi),

ãäå θ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç 1. Èçâåñòíî, ÷òî Φn(x) �
óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì,
ðàâíûì 1 èëè −1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà xn−1
íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q:

xn − 1 =
∏
d |n

Φd(x).

Ëåììà 1. Åñëè p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà am − 1, òî ordp(a) |m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê am − 1
... p, òî am = 1 â ãðóïïå Z∗p. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ordp(a)|m. � �

Ëåììà 2. Åñëè d|m è p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà am/d − 1, ïðè÷¼ì

p 6 | d, òî νp(am − 1) = νp(a
m/d − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l = νp(a
m/d − 1). Ïî óñëîâèþ l ≥ 1. Èìååì:

am/d − 1 = plc, ãäå p 6 |c. Äàëåå ïîëó÷àåì:

am − 1 = (1 + plc)d − 1 = dplc+

d∑
j=2

Cj
dp

ljcj .

Òàê êàê p 6 |d, c, òî νp(dplc) = l, â òî âðåìÿ êàê νp(C
j
dp

ljcj) ≥ lj > l ïðè
j ≥ 2, ïîýòîìó νp(a

m − 1) = l. � �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p | am/d−1 è p ��| d, òî (am−1)/(am/d−

1) �
�... p.

Ëåììà 3. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, a ≥ 2, p |Φn(a) è p ��|n, òî ordp(a) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò.å. ordp(a) 6= n. Ïî
ëåììå 1 ordp(a) = n/d, ãäå d|n è d > 1. Òàê êàê p 6 |n, òî p 6 |d. Ïî
ñëåäñòâèþ èç ëåììû 2 (an − 1)/(an/d − 1) íå äåëèòñÿ íà p. Èìååì:

an − 1 =
∏
t|n

Φt(a) = Φn(a) · (an/d − 1) ·
∏

t|n,t 6|n/d

Φt(a).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî (an − 1)/(an/d − 1)
... p. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, à

çíà÷èò, ordp(a) = n. � �

Ëåììà 4. Åñëè (n, k) = 1, òî Φk(x) |Φk(xn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü θ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü k-é ñòåïåíè èç 1. Òî-
ãäà Φk(x) =

∏
(i,k)=1(x− θi). Òàê êàê Φk(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Φk(x) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿ-
ìè ìíîãî÷ëåíà Φk(xn). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Φk(x).
Îí èìååò âèä θi, ãäå (i, k) = 1. Òàê êàê (n, k) = 1, òî θni = θj ïðè íåêî-
òîðîì j òàêîì, ÷òî (j, k) = 1 è 0 ≤ j < k. Ñëåäîâàòåëüíî, θi � êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà Φk(xn). � �

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a ïðè (n, k) = 1 èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå Φk(a) |Φk(an).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê Φk(x) è Φk(xn) � óíèòàðíûå
ìíîãî÷ëåíû è Φk(x) |Φk(xn), òî Φk(xn) = Φk(x) · f(x), ãäå f(x) � ìíîãî-

÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó Φk(an)
...Φk(a). � �

Ëåììà 5. ×èñëà a è Φn(a) âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí Φn(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 è ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì
±1, ïîýòîìó Φn(a) = am + α1a

m−1 + . . . + αm−1a ± 1, ãäå α1, . . . , αm−1 �
öåëûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, (Φn(a), a) = 1. � �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç rad(a) ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
a.

Ëåììà 6. Åñëè n, a ≥ 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî Φn(a) ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: Φn(a) =
∏

(i,n)=1(a−θi). Òàê êàê |a−θi| > 1 ïðè

(i, n) = 1, òî |Φn(a)| > 1. Íî Φn(a) � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî,
Φn(a) ≥ 2. � �

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü k1, . . . , ks ≥ 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íåîáÿçà-
òåëüíî ðàçëè÷íûå. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà p1, . . . , ps
è ÷èñëî b òàêèå, ÷òî ordpib = ki ïðè i = 1, . . . , s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåíóìåðóåì ÷èñëà k1, . . . , ks òàê, ÷òîáû ïåðâûå íåñêîëü-
êî ÷èñåë k1, . . . , kt áûëè ðàçëè÷íû, à êàæäîå èç îñòàëüíûõ ñîâïàäàëî ñ
îäíèì èç k1, . . . , kt. Ïóñòü ki (1 ≤ i ≤ t) âõîäèò â íàáîð k1, . . . , ks ðîâíî li
ðàç. Ïîëîæèì l = max(l1, . . . , lt). Âîçüì¼ì ÷èñëî u òàêîå, ÷òî 2u > l. Äà-
ëåå, âîçüì¼ì êàêèå-ëèáî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà q1, . . . , qu��|rad(k1 . . . kt).
Ïîëîæèì m = q1 . . . qu, a = m · rad(k1 . . . kt) è b = am.
Ïóñòü D � ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé d ÷èñëà m òàêèõ, ÷òî d > 1.

Î÷åâèäíî, |D| = 2u − 1, è ïî ðàíåå îáóñëîâëåííîìó 2u ≥ l. Äëÿ i ≤ t è
d ∈ D ðàññìîòðèì Φkid(a). Ïî ëåììå 6 Φkid(a) ≥ 2. Ïóñòü pi,d � êàêîé-
ëèáî ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà Φkid(a):

pi,d |Φkid(a) (i = 1, . . . , t, d ∈ D).

Òàê êàê |D| ≥ li ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , t}, òî íàì äîñòàòî÷íî áóäåò äîêàçàòü,
÷òî ÷èñëà pi,d ðàçëè÷íû è ordpi,db = ki ïðè âñåõ i, d.
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Ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç òåîðåìó 13.5 èç [5], ïîëó÷èì, ÷òî Φkid(x) |Φki(x
d),

à òàê êàê m/d è ki âçàèìíî ïðîñòû, òî ïî ëåììå 4 Φki(x
d) |Φki(x

m). Òà-
êèì îáðàçîì, Φkid(x) |Φki(x

m). Òàê êàê âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû óíèòàðíûå,
òî

pi,d |Φkid(a) |Φki(a
d) |Φki(a

m) = Φki(b).

Äîêàæåì, ÷òî pi,d��| kid. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî pi,d | kid. Òàê êàê pi,d � ïðî-
ñòîå, òî ëèáî pi,d | ki, ëèáî pi,d | d. Ðàçáåð¼ì ýòè ñëó÷àè â îòäåëüíîñòè.
1-é ñëó÷àé: pi,d | ki. Òîãäà pi,d |a. Íî ñîîòíîøåíèÿ pi,d | a è pi,d |Φkid(a)

ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, òàê êàê ïî ëåììå 5 ÷èñëà a è Φn(a) âçàèìíî
ïðîñòû.
2-é ñëó÷àé: pi,d | d. Òàê êàê d � ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-ëèáî èç ÷èñåë

q1, . . . , qu, òî pi,d = qj ïðè íåêîòîðîì j. Ñëåäîâàòåëüíî, pi,d | a. Ìû ñíîâà
ïîëó÷àåì, ÷òî pi,d | a è pi,d |Φkid(a), ò.å. ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5.
Òàêèì îáðàçîì, pi,d ��| kid. Òàê êàê pi,d |Φkid(a) è pi,d ��| kid, òî ïî ëåììå 3

ordpi,da = kid. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî âñå pi,d ðàçëè÷íû.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ordpi,db = ki. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ðàíåå äîêà-

çàëè, ÷òî pi,d |Φki(b). Òàê êàê pi,d � ïðîñòûå è pi,d ��| ki, òî ïî ëåììå 3
ordpi,db = ki. � �

4 Âëîæåíèå êîíå÷íîãî óíàðà â óíàð (Z∗p, ∧d)

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî óíàðà ñóùåñòâóåò òî÷íîå åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå â (Z∗p, ∧d) ïðè ïîäõîäÿùèõ íàòóðàëüíîì d è ïðîñòîì p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíå÷íûé óíàð U õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè
ïàðàìåòðàìè:
r(U) = r � ìàêñèìóì ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ;
h(U) = h � ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà ýëåìåíòîâ;
l � êîëè÷åñòâî ïåòåëü;
c1, . . . , ct � äëèíû öèêëîâ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, íå ñîäåðæàùèõ ïåòåëü.
Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà d, n1, . . . , nt òàêîâû, ÷òî d ≥ r, d − 1 ≥ l

è äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , t} ordnid = ci. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîèõ ÷èñåë ãà-
ðàíòèðóåòñÿ ïðåäëîæåíèåì 1. Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêóþ ïðãðåññèþ
1+ i ·dh[d−1, n1, . . . nt] (i = 1, 2, . . .). Ïî òåîðåìå Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñ-
ëàõ â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ñì., íàïðèìåð, [6, ãëàâà V, �3, òåîðåìà
3]) â ýòîé ïðîãðåññèè áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë. Âîçüì¼ì ëþáîå
èç íèõ è îáîçíà÷èì åãî ÷åðîåç p.
Äîêàæåì, ÷òî U èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â óíàð (Z∗p, ∧d). Â ñàìîì

äåëå, (Z∗p, ·) ∼= (Zp−1,+). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòü íàëè÷èå òðåáó-
åìûõ õàðàêòåðèñòèê ó óíàðà (Zp−1, ∗d).
Ñîãëàñíî ëåììå 1 èç ðàáîòû [1] âñå ýëåìåíòû (Zp−1, ∗d), íå ÿâëÿþùèå-

ñÿ ìèíèìàëüíûìè, èìåþò ñòåïåíü d, êîòîðàÿ ïî ïîñòðîåíèþ íå ìåíüøå r.
Ïî ëåììå 3 èç òîé æå ðàáîòû [1] ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû óíàðà (Zp−1, ∗d)
èìåþò ãëóáèíó, íå ìåíüøóþ h.
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Äëÿ êàæäîãî ni (1 ≤ i ≤ t) â ãðóïïå (Zp−1, ∗) ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà,
â êîòîðîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà d ðàâåí ci. Ïîýòîìó
ïî ëåììå 4 èç ðàáîòû [1] ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà óíàðà (Zp−1, ∗a)
èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí öèêë äëèíû ci. Òðåáóåìîå ÷èñëî ïåòåëü
îáåñïå÷åíî òåì, ÷òî d − 1 | p − 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â Z∗p èìååòñÿ d − 1

ýëåìåíòîâ x, äëÿ êîòîðûõ xd = x. � �

Çàìå÷àíèå 1. Çíà÷èòåëüíûé ïðîèçâîë â âûáîðå ïðîñòûõ ÷èñåë â äîêà-
çàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1, à òàêæå áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ âçàèìíî ïðîñòûìè ïåðâûì
÷ëåíîì è ðàçíîñòüþ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïàð ÷èñåë d è p, äëÿ êîòîðûõ äàííûé êîíå÷íûé óíàð èçîìîðôíî âêëàäû-
âàåòñÿ â (Z∗p, ∧d).

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà ni íå îáÿçàíû áûòü íè ïðîñòû-
ìè (êàê â ïðåäëîæåíèè 1), íè äàæå âçàèìíî ïðîñòûìè. Íà ïðàêòèêå
ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ïîäõîäÿøèå d è p. Íàñêîëüêî
ðàäèäàêàëüíî ýòî óìåíüøåíèå, ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âëîæèòü â (Z∗p, ∧d) óíàð, õàðàêòåðèçó-
þùèéñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè (â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1): r = 4,
h = 2, l = 3, c1 = 5, c2 = 6, c3 = 8, c4 = 10. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðî-
âåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå d ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 5. Ïîñêîëüêó
ord11(5) = 5, ord9(5) = 6, ord32(5) = 8, ord33(5) = 10, ìîæíî ïîëî-
æèòü n1 = 11, n2 = 9, n3 = 32, n4 = 33. Óæå ïðè i = 1 ÷èñëî
1+i ·52[5−1, 11, 9, 32, 33] = 79201 ÿâëåòñÿ ïðîñòûì, è åãî ìîæíî âçÿòü
â êà÷åñòâå p. Ðàçóìååòñÿ, â ïîëó÷àåìîì óíàðå âîçíèêàþò è "ëèøíèå"
êîìïîíåíòû. Â äàííîì ñëó÷àå ê 7 òðåáóåìûì êîìïîíåíòàì äîáàâÿòñÿ
åùå 119. Òî÷íåå, â cîîòâåòñòâóþùåì óíàðå ãëóáèíà ìèíèìàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ðàâíà 2, ñòåïåíè îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíû 5, à êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñïèñêîì 〈1, 4〉, 〈2, 10〉, 〈4, 6〉, 〈5, 8〉, 〈6, 8〉,
〈8, 6〉, 〈10, 20〉, 〈12, 4〉, 〈20, 12〉, 〈24, 4〉, 〈30, 16〉, 〈40, 12〉, 〈60, 8〉, 〈120, 8〉.
Çäåñü ïåðâûå ÷èñëà â êàæäîé ïàðå îçíà÷àþò äëèíó öèêëà, à âòîðûå �
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò, èìåþùèõ öèêë ýòîé äëèíû.

Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü îáîéòèñü ÷èñëàìè d = 5 è p = 79201,
â òî âðåìÿ êàê ìèíèìàëüíîå d, îïðåäåëÿåìîå ïðåäëîæåíèåì 1, ðàâíî
204204017017 (â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ýòîãî ÷èñëà áîëåå 100 000 çíàêîâ), è
ïðîñòîå ÷èñëî p òàêæå çàïðåäåëüíî áîëüøîå.
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