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1 Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìóëû â áàçèñå {∨,∧,− }. Â ñòàòüå äîêàçàíî ñëå-
äóþùåå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíûõ (ò. å. èìåþùèõ íàèìåíüøåå ÷èñëî âõîæ-
äåíèé ïåðåìåííûõ) ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ ëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ,
ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþ îò 5, 6 èëè 7 ïåðåìåííûõ: â ëþáóþ òàêóþ ôîð-
ìóëó õîòÿ áû îäíà èç ïåðåìåííûõ âõîäèò íå ìåíåå 8 ðàç.
Êàê èçâåñòíî îòðèöàíèÿ â ôîðìóëå ìîæíî "îïóñòèòü"äî ïåðåìåííûõ,

ïðîèçâîäÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ x ∨ y = x ∧ y, x ∧ y = x ∨ y
è x = x. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé. Ïîñêîëüêó
÷èñëî âõîæäåíèé ëþáîé ïåðåìåííîé â ôîðìóëó ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ,
äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî íîðìàëèçîâàííûõ ôîðìóë.
ßáëîíñêèé â [1] ïðåäëîæèë ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýêîíîìíîé Π-ñõåìû èëè,

÷òî ôàêòè÷åñêè òî æå ñàìîå, íîðìàëèçîâàííîé ôîðìóëû, ðåàëèçóþùåé
ëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ. Èç íèæíèõ îöåíîê ñëîæ-
íîñòè [2, 3, 4, 5, 6, 7] ñëåäóåò, ÷òî ïðè n ðàâíîì öåëîé ñòåïåíè äâîéêè
è ïðè n = 3, 5, 6, 7 ýòîò ìåòîä ïðèâîäèò ê ìèíèìàëüíîé íîðìàëèçîâàí-
íîé ôîðìóëå ðåàëèçóþùåé ýòó ôóíêöèþ. Â [8] ïîñðåäñòâîì åñòåñòâåííîé
ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ßáëîíñêîãî ïîñòðîåí öåëûé êëàññ ïîäîáíûõ ôîð-
ìóë (ñ òåì æå ÷èñëîì âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ) � êëàññ òàê íàçûâàåìûõ
îïòèìàëüíûõ ñîâåðøåííûõ íîðìàëèçîâàííûõ ôîðìóë. Íàñòîÿùàÿ ñòà-
òüÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðîìåæóòî÷íûì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû
î òîì, ÷òî ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ n ýòèì êëàññîì èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå
ðåàëèçóþùèå ëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìèíèìàëüíûå íîðìàëèçîâàí-
íûå ôîðìóëû.
Ðåçóëüòàò ñòàòüè ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü êàê åù¼ îäèí ñïîñîá (íà

ðÿäó ñî ñïîñîáàìè, èçëîæåííûìè â [5, 7]) ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ íèæíèõ
îöåíîê ôîðìóëüíîé ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ ôóíêöèé (ò. å. ÷èñëà âõîæäå-
íèé ïåðåìåííûõ â ìèíèìàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ôóíêöèé) îò 5, 6
è 7 ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî â ñîîòâåòñòâèå ñ ìåòîäîì "çàáèâàíèÿ
ïåðåìåííûõ"Ñóááîòîâñêîé [9] âìåñòî âõîäÿùåé íå ìåíåå 8 ðàç â ìèíè-
ìàëüíóþ ôîðìóëó ïåðåìåííîé ìîæíî ïîäñòàâèòü òàêóþ êîíñòàíòó, ÷òî
ñëîæíîñòü ôîðìóëû (÷èñëî âõîæäåíèé â íå¼ ïåðåìåííûõ) ïîñëå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé óìåíüøèòñÿ êàê ìèíèìóì íà 8+ 4 = 12. Ïðè
ýòîì ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò íà åäè-
íèöó ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Â ñèëó íèæíåé îöåíêè Õðàï÷åíêî [2]
ôîðìóëüíàÿ ñëîæíîñòü ëèíåéíîé ôóíêöèè îò 4 ïåðåìåííûõ íå ìåíüøå
16. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëüíûå ñëîæíîñòè ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò
5, 6 è 7 ïåðåìåííûõ íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâåííî 16+12 = 28, 28+12 = 40
è 40+12 = 52. Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, ïîñêîëüêó îíè ñîâïàäàþò
ñî ñëîæíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë ßáëîíñêîãî [1].
Îòìåòèì, ÷òî âûøåóêàçàííîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíûõ ôîðìóë ïðè n =

5 âïåðâûå ïîñðåäñòâîì êîìïüþòåðíîãî ïåðåáîðà îáíàðóæèë ×åðóõèí [5].
Â [6] è â [7] ýòîò ñëó÷àé áûë ðàçîáðàí òåîðåòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.
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2 Π-ðàçáèåíèÿ è ïîðîæäàåìûå èìè êëàññû ôîðìóë

Îòðèöàíèå xi áóëåâîé ïåðåìåííîé xi îáû÷íî îáîçíà÷àþò ÷åðåç x0i , à
ñàìó ïåðåìåííóþ � ÷åðåç x1i . Â ýòîì ñìûñëå óäîáíî ïîíèìàòü íîðìàëèçî-
âàííóþ ôîðìóëó êàê ôîðìóëó â áàçèñå {∨,∧} íàä ìíîæåñòâîì ëèòåðàëîâ
X = {xδi | i ∈ {1, 2, 3, . . . }, δ ∈ {0, 1}}.
Ñëîæíîñòüþ L(G) íîðìàëèçîâàííîé ôîðìóëû G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

âõîæäåíèé â íå¼ ëèòåðàëîâ èç ìíîæåñòâà X.
×åðåç Lδ

i (G) îáîçíà÷èì ÷èñëî âõîæäåíèé â ýòó ôîðìóëó ëèòåðàëà xδi .
×èñëîì âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xi â ôîðìóëó G íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Li(G) = L0
i (G) + L1

i (G).
×åðåç N îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íîðìàëèçîâàííûõ ôîðìóë, êîòî-

ðûå äàëåå áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôîðìóëàìè.
Âñþäó äàëåå ðàâåíñòâî G = F äëÿ G,F ∈ N îçíà÷àåò, ÷òî G è F ýòî

îäíà è òà æå ôîðìóëà.
Ðåàëèçóþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ f ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé,

åñëè îíà èìååò íàèìåíüøóþ ñëîæíîñòü ñðåäè âñåõ ðåàëèçóþùèõ ýòó
ôóíêöèþ ôîðìóë.
Ñëîæíîñòü L(f) áóëåâîé ôóíêöèè f åñòü ñëîæíîñòü ðåàëèçóþùåé å¼

ìèíèìàëüíîé ôîðìóëû F ∈ N.
Ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ íàáîðîâ

Bn = {α = (α1, . . . αi, . . . αn) | αi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ n}
íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì åäèíè÷íûì êóáîì èëè êóáîì Bn.
Ïðÿìîóãîëüíûì ïîäìíîæåñòâîì äåêàðòîâà êâàäðàòà êóáà Bn èëè

ïðîñòî ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçîâ¼ì ëþáîå òàêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî
P ⊆ Bn ×Bn, ÷òî P = A×B äëÿ íåêîòîðûõ A,B ⊆ Bn. Ïðè ýòîì ÷èñëî
n áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, à ìíîæåñòâà A
è B � åãî ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíîé.
×åðåç RECn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðíîñòè

n.
Ìíîæåñòâî REC(P ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn

îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì REC(P ) = {K ∈ RECn | K ⊆ P}.
×òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå èçëèøíèìè èíäåêñàìè äàëåå áó-

äåì ïîëàãàòü, ÷òî n ïðîèçâîëüíîå íî ôèêñèðîâàííîå.
Ïðÿìîóãîëüíèê X = Bn ×Bn íàçîâ¼ì ãëàâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàç-

ìåðíîñòè n èëè ïðîñòî ãëàâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì. Ïðÿìîóãîëüíèêè

X0
i = {(α, β) ∈ X | αi = 1, βi = 0} è X1

i = {(α, β) ∈ X | αi = 0, βi = 1}
íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåí-
òîé ñ íîìåðîì i ãëàâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà X; i = 1, . . . , n.
Ìíîæåñòâî M ⊆ X íàçîâ¼ì (i, δ)-îäíîðîäíûì, åñëè âûïîëíåíî âêëþ-

÷åíèåM ⊆ Xδ
i ; è íàçîâ¼ì åãî ïðîñòî îäíîðîäíûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå

i ∈ {1, . . . , n} è δ ∈ {0, 1}, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì.
Ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 ∈ RECn íàçîâ¼ì ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëü-

íî) ñîñåäíèìè, åñëè P1∩P2 = ∅ è âåðòèêàëüíàÿ (ãîðèçîíòàëüíàÿ) ñòîðîíà
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P1 ðàâíà âåðòèêàëüíîé (ãîðèçîíòàëüíîé) ñòîðîíå P2; è íàçîâ¼ì èõ ïðî-
ñòî ñîñåäíèìè, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëüíî, ëèáî âåðòèêàëüíî
ñîñåäíèìè.
Î÷åâèäíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1, P2 ∈ RECn

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå P1 ∪ P2 ∈ RECn.
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn

íàçîâ¼ì òàêóþ ïàðó {P1, P2} ⊆ RECn ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) ñî-
ñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ÷òî P1 ∪ P2 = P . Ýòà ïàðó íàçîâ¼ì ïðîñòî
ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãîðèçîíòàëüíûì
ëèáî âåðòèêàëüíûì åãî ðàçðåçîì. Ïðè ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêè P1, P2 áó-
äåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè ðàçðåçà.
Ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà P íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî U íåïóñòûõ ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ åãî ïîäìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü P . Âõî-
äÿùèå â U ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ áëîêàìè ýòîãî ðàçáèåíèÿ.
Ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn íàçîâ¼ì òàêîå

åãî ðàçáèåíèå, âñå áëîêè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ðàçìåð-
íîñòè n.
Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà

P ∈ RECn.
Ñóæåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íà ïðîèçâîëüíûé ïðÿìîóãîëü-

íèê K ∈ REC(P ) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

U |K = {Q ∩K | Q ∈ U, Q ∩K ̸= ∅}.

Ñòðîãèì ñóæåíèåì ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U áóäåì íàçûâàòü òà-
êîå åãî ñóæåíèå U ′, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî |U ′| = |U |.
Ãèïåðáëîêîì ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì òàêîé ïðÿìîóãîëü-

íèê K ∈ REC(P ), ÷òî U |K ⊆ U .
Ïðÿìîóãîëüíûì ôðàãìåíòîì ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì

òàêîå ïîäñåìåéñòâî áëîêîâ S ⊆ U , ÷òî ìíîæåñòâî
⋃

Q∈S Q ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîì.
×åðåç H(U) è F(U) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâåííî âñåõ ãèïåð-

áëîêîâ è âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ôðàãìåíòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U .
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãèïåðáëîêà K ∈ H(U) ñïðàâåäëèâî âêëþ-

÷åíèå U |K ∈ F(U) è äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ôðàãìåíòà F ∈ F(U)
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

⋃
Q∈F Q ∈ H(U). Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî F = U |K

ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó K =
⋃

Q∈F Q.

Ãèïåðáëîê K ∈ H(U) è ïðÿìîóãîëüíûé ôðàãìåíò F ∈ F(U), F =
U |K, áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè äðóã äðóãó. Î÷åâèäíî ýòî ñî-
îòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Çàìåòèì, ÷òî ñàìè áëîêè ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿþòñÿ åãî

ãèïåðáëîêàìè. Ýòè ãèïåðáëîêè íàçîâ¼ì ýëåìåíòàðíûìè. Âñå îñòàëüíûå
ãèïåðáëîêè U íàçîâ¼ì ñîñòàâíûìè. Êðîìå òîãî ñàì ïðÿìîóãîëüíèê P

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáëîêîì. Ýòîò ãèïåðáëîê íàçîâ¼ì ãëàâíûì è îáîçíà÷èì Û .

Îòëè÷íûå îò Û ãèïåðáëîêè U íàçîâ¼ì íåãëàâíûìè.
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Â äàëüíåéøåì ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì U , èìåÿ â

âèäó, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà Û .
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P ∈ H(U) ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì òàêîé ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëü-
íûé) ðàçðåç ïðÿìîóãîëüíèêà P , ÷òî åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ãèïåð-
áëîêàìè U . Êàê ãîðèçîíòàëüíûé òàê è âåðòèêàëüíûé ðàçðåç ãèïåðáëîêà
P áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîñòî ðàçðåçîì ãèïåðáëîêà P .
Ãîðèçîíòàëüíûì (âåðòèêàëüíûì) ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèå-

íèÿ U íàçîâ¼ì ëþáîé ãîðèçîíòàëüíûé (âåðòèêàëüíûé) ðàçðåç ãëàâíîãî

ãèïåðáëîêà Û ýòîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ.
×åðåç Ch(P,U) è Cv(P,U) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ

ãîðèçîíòàëüíûõ è ìíîæåñòâî âñåõ âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ ãèïåðáëîêà P
ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U .
×åðåç Ch(U) è Cv(U) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ ãî-

ðèçîíòàëüíûõ è ìíîæåñòâî âñåõ âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ ïðÿìîóãîëüíî-
ãî ðàçáèåíèÿ U . Òàêèì îáðàçîì ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

Ch(U) = Ch(Û , U) è Cv(U) = Cv(Û , U).
Ãèïåðáëîê P ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì ãîðèçîíòàëüíî

(âåðòèêàëüíî) ðàçäåëèìûì, åñëè Ch(P,U) ̸= ∅ (åñëè Cv(P,U) ̸= ∅); â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü åãî ãîðèçîíòàëüíî (âåðòèêàëüíî) íåðàç-
äåëèìûì.
Ãèïåðáëîê ïðÿìîóãîëüíîãî ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì ðàçäåëèìûì, åñëè

îí ëèáî ãîðèçîíòàëüíî ëèáî âåðòèêàëüíî ðàçäåëèì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
áóäåì íàçûâàòü åãî íåðàçäåëèìûì.
Ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå íàçîâ¼ì ðàçäåëèìûì, åñëè êàæäûé åãî ñî-

ñòàâíîé ãèïåðáëîê ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìûì.
Ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå íàçîâ¼ì îäíîðîäíûì, åñëè êàæäûé åãî áëîê

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîæåñòâîì.
Π-ðàçáèåíèåì íàçîâ¼ì òàêîå ïðÿìîóãîëüíîå ðàçáèåíèå, êîòîðîå ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîâðåìåííî îäíîðîäíûì è ðàçäåëèìûì.
Ðàçìåðíîñòüþ Π-ðàçáèåíèÿ íàçîâ¼ì ðàçìåðíîñòü åãî ãëàâíîãî ãèïåð-

áëîêà.
×åðåç Πn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ Π-ðàçáèåíèé ðàçìåðíîñòè n.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn ìíîæåñòâà åãî áëîêîâ

U0
i = {Q ∈ U | Q ⊆ X0

i } è U1
i = {Q ∈ U | Q ⊆ X1

i }

íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåí-
òîé ñ íîìåðîì i ýòîãî Π-ðàçáèåíèÿ, i = 1, . . . , n.
Ìîíîõðîìíîé ñîñòàâëÿþùåé êîìïîíåíòû U δ

i Π-ðàçáèåíèÿ U íàçîâ¼ì
ìíîæåñòâî U δ

(i) âñåõ òåõ áëîêîâ èç ýòîé êîìïîíåíòû, êîòîðûå íå ïðèíàä-

ëåæàò íè êàêîé äðóãîé êîìïîíåíòå U .
Êëàññ N(U) ïîðîæäàåìûõ Π-ðàçáèåíèåì U ∈ Πn ôîðìóë îïðåäåëèì,

îïèðàÿñü íà ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé ôðàãìåíò ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ
U ∈ Πn ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ãèïåðáëîêà U .

Ñôîðìóëèðóåì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå êëàññà ôîðìóë N(U).
à) Ïðè |U | = 1 êëàññ N(U) ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ëèòåðàëîâ xδi , ÷òî

åäèíñòâåííûé áëîê P ýòîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ (i, δ)-îäíîðîäíûì ìíî-
æåñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ Π-ðàçáèåíèÿ âèäà U = {P} ïî îïðåäå-
ëåíèþ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(U) = {xδi | P ⊆ Xδ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1}}.

á) Ïóñòü m ≥ 1 è êëàññ N(U) îïðåäåë¼í äëÿ âñåõ Π-ðàçáèåíèé U ∈ Πn

ìîùíîñòè |U | ≤ m. Îïðåäåëèì åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈
Πn ìîùíîñòè |U | = m+ 1.
Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êëàññîâ ôîðìóë K1,K2 ⊆ N êëàññû ôîðìóë

K1 ∧K2 è K1 ∨K2 îïðåäåëèì ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

K1 ∧K2 = {(F1 ∧ F2) | F1 ∈ K1, F2 ∈ K2},

K1 ∨K2 = {(F1 ∨ F2) | F1 ∈ K1, F2 ∈ K2}.
Èç íåðàâåíñòâà |U | = m + 1 > 1 ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíûé ãèïåðáëîê Π-

ðàçáèåíèÿ U ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì. Çíà÷èò, ëèáî ìíîæåñòâî Ch(U) ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ðàçðåçîâ ëèáî ìíîæåñòâî Cv(U) âåðòèêàëüíûõ ðàçðåçîâ
Π-ðàçáèåíèÿ U íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû ëþáîãî ãî-
ðèçîíòàëüíîãî ðàçðåçà {P1, P2} ∈ Ch(U) ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëîêàìè U , ïî
ïðåäëîæåíèþ 1 ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðÿìîóãîëüíûå ôðàãìåíòû U |P1

è U |P2 ÿâëÿþòñÿ Π-ðàçáèåíèÿìè ýòèõ ãèïåðáëîêîâ, ò. å. U |P1 ∈ Πn è
U |P2 ∈ Πn. Î÷åâèäíî ìîùíîñòè ýòèõ Π-ðàçáèåíèé íå ïðåâîñõîäÿò m.
Ñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëåíû êëàññû ôîðìóë N(U |P1) è N(U |P2). È òî÷íî
òàêæå äëÿ ëþáîãî âåðòèêàëüíîãî ðàçðåçà {P1, P2} ∈ Cv(U) îïðåäåëåíû
êëàññû ôîðìóë N(U |P1) è N(U |P2).
Êëàññ ôîðìóë M∨(U,P1, P2) äëÿ êîìïîíåíò ïðîèçâîëüíîãî ãîðèçîí-

òàëüíîãî ðàçðåçà {P1, P2} ∈ Ch(U) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

M∨(U,P1, P2) = N(U |P1) ∨N(U |P2).

Êëàññ ôîðìóëM∧(U,P1, P2) äëÿ êîìïîíåíò ïðîèçâîëüíîãî âåðòèêàëü-
íîãî ðàçðåçà {P1, P2} ∈ Cv(U) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

M∧(U,P1, P2) = N(U |P1) ∧N(U |P2).

Êëàññû ôîðìóë N∨(U) è N∧(U) îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè

N∨(U) =
⋃

{P1,P2}∈Ch(U)

(
M∨(U,P1, P2) ∪M∨(U,P2, P1)

)
,

N∧(U) =
⋃

{P1,P2}∈Cv(U)

(
M∧(U,P1, P2) ∪M∧(U,P2, P1)

)
.

Êëàññ ôîðìóë N(U) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

N(U) = N∨(U) ∪N∧(U).
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî U ∈ Πn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî N(U) ̸= ∅.
Ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå íà ðÿäó ñ ïðåäëîæåíèåì 1 ñëó-

æèò îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâ, ïðîâîäèìûõ èíäóêöèåé ïî ìîùíîñòè Π-
ðàçáèåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè ãëàâíûå ãèïåðáëîêè Û1 è Û2 Π-ðàçáèåíèé ñîîò-
âåòñòâåííî U1 ∈ Πn è U2 ∈ Πn ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ïðÿìîóãîëüíèêà-
ìè, òî îáúåäèíåíèå U1 ∪ U2 ýòèõ Π-ðàçáèåíèé ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì

ïðÿìîóãîëüíèêà Û1 ∪ Û2.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà P ∈ RECn ñóæåíèå ëþáîãî
åãî Π-ðàçáèåíèÿ íà ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê P ′ ∈ REC(P ) ÿâëÿåòñÿ Π-
ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà P ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïî ìîùíîñòèΠ-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëü-
íèêà P .
Ïðè óñëîâèè |U | = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî âûïîëíåíî.
Ïóñòü m ≥ 1 è óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà P ∈ RECn è ëþáîãî åãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðè óñëîâèè |U | ≤ m.
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
P ∈ RECn è ïðîèçâîëüíîãî åãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðè óñëîâèè |U | = m+1.
Èç íåðàâåíñòâà |U | = m + 1 > 1 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî Ch(U) ̸= ∅ ëèáî

Cv(U) ̸= ∅. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì Ch(U) ̸= ∅. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç {P1, P2} ∈ Ch(U). Ïîñêîëüêó ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè P1 è P2 ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáëîêàìè Π-ðàçáèåíèÿ U , ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 1 ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðÿìîóãîëüíûå ôðàãìåíòû U |P1 è U |P2

ÿâëÿþòñÿ èõ Π-ðàçáèåíèÿìè. Î÷åâèäíî ìîùíîñòè ýòèõ Π-ðàçáèåíèé íå
ïðåâîñõîäÿò m. Çíà÷èò, â ñëó÷àå P ′ ⊆ P1 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ñóæåíèå (U |P1)|P ′ ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà P ′. Ñëåäîâà-
òåëüíî â ýòîì ñëó÷àå ñóæåíèå U |P ′ ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ïðÿìîóãîëü-
íèêà P ′ â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà U |P ′ = (U |P1)|P ′. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå P ′ ⊆ P2.
Â ñëó÷àå P ′ ∩ P1 ̸= ∅ è P ′ ∩ P2 ̸= ∅ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

ñóæåíèÿ

U1 = (U |P1)|(P ′ ∩ P1) è U2 = (U |P2)|(P ′ ∩ P2)

ÿâëÿþòñÿ Π-ðàçáèåíèÿìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ P ′∩P1 è P ′∩P2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Î÷åâèäíî ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñîñåäíèìè è
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(P ′ ∩P1)∪ (P ′ ∩P2) = P ′, Û1 = P ′ ∩P1, Û2 = P ′ ∩P2, U |P = U1 ∪U2.

Ñëåäîâàòåëüíî â ýòîì ñëó÷àå ñóæåíèå U |P ′ ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà P ′ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2. Ëåììà 1 äîêàçàíà. □

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn ëþ-
áîå åãî ñóæåíèå U ′ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ýòîãî Π-ðàçáèåíèÿ íà íåêîòîðûé

ïðÿìîóãîëüíèê P ′ ∈ REC(Û) è ïî ëåììå 1 ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ýòîãî



ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂÅ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÔÎÐÌÓË 151

ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íåãî êàê è äëÿ ñàìîãî U ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå U ′ ∈ Πn à, çíà÷èò, è îïðåäåë¼í êëàññ ôîðìóë N(U ′).

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn è ëþáîãî åãî ñòðîãîãî ñóæå-
íèÿ U ′ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå N(U) ⊆ N(U ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ìîùíîñòè Π-ðàçáèåíèÿ U .
×åðåç P îáîçíà÷èì ãëàâíûé ãèïåðáëîê Π-ðàçáèåíèÿ U . È ïóñòü P ′ �

ïðîèçâîëüíûé ïðÿìîóãîëüíèê èç REC(P ) òàêîé, ÷òî ñóæåíèå U ′ = U |P ′

ñòðîãîå. Ïî ëåììå 1 ýòî ñóæåíèå ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì P ′. Ñëåäîâà-
òåëüíî P ′ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ãèïåðáëîêîì Π-ðàçáèåíèÿ U ′.
Ïðè |U | = 1 êàê Π-ðàçáèåíèå U ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî áëîêà P , òàê

è ïðîèçâîëüíîå åãî ñòðîãîå ñóæåíèå U ′ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî áëîêà
P ′. Ìíîæåñòâà N(U) è N(U ′) â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿò èç ëèòåðàëîâ. Ïðè
ýòîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî xδi ∈ N(U) ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíåíî âêëþ÷å-
íèå P ⊆ Xδ

i . È ïîýòîìó èç âêëþ÷åíèÿ P ′ ⊆ P ñëåäóåò P ′ ⊆ Xδ
i . À ýòî

ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî xδi ∈ N(U ′). ×òî â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà xδi ∈ N(U) îçíà÷àåò, ÷òî N(U) ⊆ N(U ′).
Ïóñòüm ≥ 1 è óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãîΠ-ðàçáèåíèÿ

U ∈ Πn ìîùíîñòè |U | ≤ m. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî âûïîëíåíî è äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn ìîùíîñòè |U | = m+ 1.
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà N(U) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû F ∈ N(U)

âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: F ∈ N∨(U) è F ∈ N∧(U). Ðàññìîòðèì ïåðâûé
ñëó÷àé, âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóëN∨(U) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîðèçîíòàëü-

íûé ðàçðåç {P1, P2} ∈ Ch(U) è òàêèå äâå ôîðìóëû F1 ∈ N(U |P1) è
F2 ∈ N(U |P2), ÷òî F = (F1∨F2). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ñîîòâåòñòâóþùèå ãè-
ïåðáëîêàì P1 è P2 Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíûå ôðàãìåíòû U1 = U |P1

è U2 = U |P2 ÿâëÿþòñÿ Π-ðàçáèåíèÿìè ýòèõ ãèïåðáëîêîâ, ò. å. ñïðàâåä-
ëèâû âêëþ÷åíèÿ U1 ∈ Πn è U2 ∈ Πn. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà |U1| ≤ m è |U2| ≤ m.
Èç ñòðîãîñòè ñóæåíèÿ U ′ ñëåäóåò P ′

1 = P1 ∩P ′ ̸= ∅ è P ′
2 = P2 ∩P ′ ̸= ∅.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâà P ′
1 è P ′

2 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè, è äëÿ íèõ
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ P ′

1 ∈ REC(P1) è P ′
2 ∈ REC(P2). Èç ñòðîãîñòè

ñóæåíèÿ U ′ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèÿ U ′
1 = U1|P ′

1 è U ′
2 = U2|P ′

2 Π-
ðàçáèåíèé U1 è U2 íà ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè. Çíà÷èò,
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

N(U1) ⊆ N(U ′
1) è N(U2) ⊆ N(U ′

2).

Î÷åâèäíî ïàðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ {P ′
1, P

′
2} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîðèçîí-

òàëüíûé ðàçðåç Π-ðàçáèåíèÿ U ′, ò. å. {P ′
1, P

′
2} ∈ Ch(U

′). Êðîìå òîãî î÷å-
âèäíî ñóæåíèÿ U ′

1 è U ′
2 Π-ðàçáèåíèé U1 è U2 è ïðÿìîóãîëüíûå ôðàã-

ìåíòû U ′|P ′
1 è U ′|P ′

2 Π-ðàçáèåíèÿ U ′ ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè U ′
1 = U ′|P ′

1 è
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U ′
2 = U ′|P ′

2. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà ôîðìóë N(U ′) èìååì

F = (F1 ∨ F2) ⊆ N(U |P1) ∨N(U |P2) = N(U1) ∨N(U2)

⊆ N(U ′
1) ∨N(U ′

2) = N(U ′|P ′
1) ∨N(U ′|P ′

2) ⊆ N(U ′).

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà F ∈ N(U) âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, èç âêëþ÷åíèÿ
F ∈ N(U ′) ñëåäóåò N(U) ⊆ N(U ′). Ëåììà 2 äîêàçàíà. □
Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì öåëîì n ≥ 1 äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn è
ëþáîé ôîðìóëû F ∈ N(U) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

L(F ) = |U |,
Lδ
i (F ) ≥ |U δ

(i)| ïðè i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1},

Lδ
i (F ) = 0 ïðè i ∈ {n+ 1, n+ 2, . . . }, δ ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ìîùíîñòè Π-ðàçáèåíèÿ U .
Ïðè |U | = 1 ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà N(U) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû

F ∈ N(U) è åäèíñòâåííîãî áëîêà P Π-ðàçáèåíèÿ U ñóùåñòâóþò òàêèå
j ∈ {1, . . . , n} è σ ∈ {0, 1}, ÷òî F = xσj è P ⊆ Xσ

j . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

L(F ) = |U | = Lσ
j (F ) = 1 ≥ |Uσ

(j)|, Lσ⊕1
j (F ) = |Uσ⊕1

(j) | = 0, 1

Lδ
i (F ) = |U δ

(i)| = 0 ïðè i ∈ {1, . . . , n} \ {j}, δ ∈ {0, 1},
L0
i (F ) = L1

i (F ) = 0 ïðè i > n.

Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî.
Ïóñòü m ≥ 1 è äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ∈ Πn ìîùíîñòè |U | ≤ m âñå

ñîîòíîøåíèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà îíè âûïîëíåíû
è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî U ∈ Πn ìîùíîñòè |U | = m+ 1.
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà N(U) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû F ∈ N(U)

âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: F ∈ N∨(U) è F ∈ N∧(U). Ðàññìîòðèì ïåðâûé
ñëó÷àé, âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóëN∨(U) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîðèçîíòàëü-

íûé ðàçðåç {P1, P2} ∈ Ch(U) è òàêèå äâå ôîðìóëû F1 ∈ N(U |P1) è
F2 ∈ N(U |P2), ÷òî F = (F1∨F2). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 äëÿ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ôðàãìåíòîâ V = U |P1 è W = U |P2 Π-ðàçáèåíèÿ U ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå V,W ∈ Πn. È î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà |V | ≤ m è
|W | ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âñå ñîîòíîøåíèÿ
òåîðåìû âûïîëíåíû êàê äëÿ Π-ðàçáèåíèÿ V è ôîðìóëû F1 òàê è äëÿ Π-
ðàçáèåíèÿW è ôîðìóëû F2. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû âûòåêàåò
èç ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ

L(F ) = L(F1) + L(F2), |U | = |V |+ |W |,
Lδ
i (F ) = Lδ

i (F1) + Lδ
i (F2), |U δ

(i)| = |V δ
(i)|+ |W δ

(i)|, ïðè 1 ≤ i ≤ n, δ ∈ {0, 1},

Lδ
i (F ) = Lδ

i (F1) + Lδ
i (F2) ïðè i > n, δ ∈ {0, 1}.

1⊕ � ñóììà ïî ìîäóëþ 2.
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Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. □

3 Ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë

Ïðåäñòàâëåíèåì ôîðìóëû F ∈ N íàçîâ¼ì ëþáîå òàêîå Π-ðàçáèåíèå U ,
÷òî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå F ∈ N(U). Ïðè ýòîì òàêæå áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ôîðìóëà F ïðåäñòàâèìà Π-ðàçáèåíèåì U .
Ïðåäñòàâëåíèåì ôîðìóëû F ∈ N íà ïðÿìîóãîëüíèêå P ∈ RECn íà-

çîâ¼ì ëþáîå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå U ýòîé ôîðìóëû, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ Π-
ðàçáèåíèåì P .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F ∈ N ïðåäñòàâèìà íà ïðÿìîóãîëüíèêå

P ∈ RECn, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå Π-ðàçáèåíèå U ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà,
÷òî U ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì F .
Áóëåâó ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíîé, åñëè îíà òîæäåñòâåí-

íî ðàâíà êîíñòàíòå, è � íåòðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ñîáñòâåííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì íåòðèâèàëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f

íàçîâ¼ì ïðÿìîóãîëüíèê Pf = f−1(0)× f−1(1).

Òåîðåìà 2. Åñëè ôîðìóëà F ∈ N ïðåäñòàâèìà íà ïðÿìîóãîëüíèêå
P ∈ RECn, òî îíà ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ íåòðèâèàëüíóþ áóëåâó ôóíê-
öèþ f(x1, . . . , xn), äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà êîòîðîé ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå P ⊆ Pf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ìîùíîñòè ïðåäñòàâëÿþùåãî ôîðìóëó F
Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà P .
Ïðè |U | = 1 ïî îïðåäåëåíèþ êëàññàN(U) äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, . . . , n},

δ ∈ {0, 1} âûïîëíåíû ðàâåíñòâî F = xδi è âêëþ÷åíèå P ⊆ Xδ
i . Èç ðàâåí-

ñòâà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà F ðåàëèçóåò íåòðèâèàëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn) = xδi . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå ñëå-
äóåò èç âêëþ÷åíèÿ è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà Pf = f−1(0)× f−1(1) = Xδ

i .
Ïóñòü m ≥ 1 è òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåõ U ∈ Πn ìîùíîñòè |U | ≤ m.

Äîêàæåì å¼ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî U ∈ Πn ìîùíîñòè |U | = m+ 1.
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà N(U) äëÿ ôîðìóëû F ∈ N(U) âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ: F ∈ N∨(U) è F ∈ N∧(U). Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, âòîðîé
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà ôîðìóëN∨(U) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîðèçîíòàëü-

íûé ðàçðåç {P1, P2} ∈ Ch(U) è òàêèå äâå ôîðìóëû F1 ∈ N(U |P1) è
F2 ∈ N(U |P2), ÷òî F = (F1∨F2). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 äëÿ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ôðàãìåíòîâ U1 = U |P1 è U2 = U |P2 Π-ðàçáèåíèÿ U ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå U1, U2 ∈ Πn. È î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà |U1| ≤ m
è |U2| ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ôîðìóëû F1 è
F2 ðåàëèçóþò íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå áóëåâû ôóíêöèé f1(x1, . . . , xn)
è f2(x1, . . . , xn), äëÿ ñîáñòâåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ êîòîðûõ ñïðàâåäëè-
âû âêëþ÷åíèÿ P1 ⊆ Pf1 è P2 ⊆ Pf2 . Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî
ôîðìóëà F ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), äëÿ êîòîðîé ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî f = f1 ∨ f2.



154 Ê.Ë. ÐÛ×ÊÎÂ

Ïîñêîëüêó ïàðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ {P1, P2} ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì
ðàçðåçîì ïðÿìîóãîëüíèêà P , âñå ýòè òðè ïðÿìîóãîëüíèêà èìåþò îáùóþ
âåðòèêàëüíóþ ñòîðîíó. Îáîçíà÷èì å¼ A. Èç ðàâåíñòâà f1 ∨ f2 = f ñëå-
äóåò f−1

1 (0) ∩ f−1
2 (0) = f−1(0) è f−1

1 (1) ∪ f−1
2 (1) = f−1(1). Ïîýòîìó èç

âêëþ÷åíèé P1 ⊆ Pf1 , P2 ⊆ Pf2 ñëåäóåò

P = P1 ∪ P2 ⊆ (A× f−1
1 (1)) ∪ (A× f−1

2 (1)) ⊆ A× (f−1
1 (1) ∪ f−1

2 (1))

= A× f−1(1) ⊆ (f−1
1 (0) ∩ f−1

2 (0))× f−1(1) = f−1(0)× f−1(1).

Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîóãîëüíèê P ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ìíî-
æåñòâîì, èç âêëþ÷åíèÿ P ⊆ f−1(0) × f−1(1) ñëåäóåò f−1(0) ̸= ∅ è
f−1(1) ̸= ∅. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé è äëÿ å¼ ñîá-
ñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå P ⊆ Pf . Òåîðåìà 2
äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôîðìóëà F ∈ N ïðåäñòàâèìà íà ñîáñòâåííîì ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå íåòðèâèàëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè g(x1, . . . , xn), òî îíà ðåà-
ëèçóåò ýòó ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 èç âêëþ÷åíèÿ Pg = g−1(0) × g−1(1) ∈
RECn ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà F ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ íåòðèâèàëüíóþ áó-
ëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà êîòîðîé
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Pg ⊆ Pf . Èç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ î÷åâèäíûì îáðà-
çîì ñëåäóåò ðàâåíñòâî Pg = Pf à, çíà÷èò, è ðàâåíñòâî g = f . Ñëåäñòâèå
1 äîêàçàíî. □

Òåîðåìà 3. Åñëè ôîðìóëà F ∈ N ðåàëèçóåò íåòðèâèàëüíóþ áóëåâó
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, òî îíà ïðåäñòàâèìà
íà ñîáñòâåííîì ïðÿìîóãîëüíèêå ýòîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôóíêöèè f .
Ïðè L(f) = 1 ñëîæíîñòü ðåàëèçóþùåé f ìèíèìàëüíîé ôîðìóëû ïî

îïðåäåëåíèþ òàêæå ðàâíà åäèíèöå. Ïîòîìó F åñòü íåêîòîðûé ëèòåðàë
xδi , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1}, à äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ôóíê-
öèè f ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Pf = Xδ

i . Â ýòîì ñëó÷àå îäíîýëåìåíòíîå

ñåìåéñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ U = {Xδ
i } ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ïðÿìî-

óãîëüíèêà Pf , ïðåäñòàâëÿþùèì F .
Ïóñòü m ≥ 1 è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè f ñëîæíîñòè L(f) ≤ m. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî âûïîëíåíî è äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ñëîæíîñòè L(f) = m+ 1.
Èç ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû F ñëåäóåò L(F ) = L(f) = m + 1 > 1,

ïîýòîìó âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: F = (H ∨ T ) è F = (H ∧ T ). Ðàññìîòðèì
ïåðâûé ñëó÷àé, âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Â ñèëó òîãî, ÷òî F ðåàëèçóåò çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn

íåòðèâèàëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, îíà íå ñîäåð-
æèò ëèòåðàëîâ îòëè÷íûõ îò x01, . . . , x

0
n è x11, . . . , x

1
n. Çíà÷èò, ôîðìóëû H

è T òàêæå íå ñîäåðæàò òàêèõ ëèòåðàëîâ. Ïîýòîìó îíè òàêæå ðåàëèçóþò
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íåêîòîðûå çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ýòè
ôóíêöèè h(x1, . . . , xn) è t(x1, . . . , xn) ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî èç ìè-
íèìàëüíîñòè F ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëû H è T ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè, à
ôóíêöèè h è t ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè íåòðèâèàëüíûìè áóëåâûìè ôóíê-
öèÿìè. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà L(h) ≤ L(f)− 1 = m
è L(t) ≤ L(f)−1 = m. Çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ôîðìóëû H
è T ïðåäñòàâèìû íà ñîáñòâåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ Ph è Pt ýòèõ ôóíê-
öèé. Ïóñòü UH è UT ýòî Π-ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî
Ph è Pt, ïðåäñòàâëÿþùèå ýòè ôîðìóëû.
Èç ìèíèìàëüíîñòè F òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè f , h, t ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íû. Ïîýòîìó â ñèëó ñâÿçûâàþùåãî èõ ðàâåíñòâà f = h∨ t ìíîæåñòâà

Pf , P1 = Pf ∩ Ph, P2 = Pf \ P1, P3 = Pf ∩ Pt

ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ñ îáùåé âåðòèêàëüíîé ñòîðîíîé f−1(0).
Ïðè ýòîì î÷åâèäíî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

Pf = P1 ∪ P2, P1 ∩ P2 = ∅ è P1 ⊆ Ph, P2 ⊆ P3 ⊆ Pt.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ïàðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ {P1, P2} ÿâëÿåò-
ñÿ ãîðèçîíòàëüíûì ðàçðåçîì ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Pf ôóíêöèè
f , êîìïîíåíòà P1 ýòîãî ðàçðåçà ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîì ïðÿìîóãîëü-
íèêå Ph ôóíêöèè h, êîìïîíåíòà P2 � â ñîáñòâåííîì ïðÿìîóãîëüíèêå Pt

ôóíêöèè t.
Ïî ëåììå 1 ñóæåíèÿ U1 = UH |P1 è U2 = UT |P2 ïðåäñòàâëåíèé UH è

UT ôîðìóë H è T ÿâëÿþòñÿ Π-ðàçáèåíèÿìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1 è P2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 îáúåäèíåíèå U = U1 ∪ U2 ýòèõ Π-
ðàçáèåíèé ÿâëÿåòñÿ Π-ðàçáèåíèåì ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Pf =
P1 ∪ P2 ôóíêöèè f . Ïîêàæåì, ÷òî Π-ðàçáèåíèå U ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëå-
íèåì ôîðìóëû F .
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèÿ U1 è U2 ïðåäñòàâëåíèé UH è

UT ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè. Äåéñòâèòåëüíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíåíî
õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåñòâ |U1| < |UH | ëèáî |U2| < |UT |.Ñëåäîâàòåëüíî â
ñèëó òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîé ôîðìóëû G ∈ N(U) èìååì

L(G) = |U | = |U1|+ |U2| < |UH |+ |UT | = L(H) + L(T ) = L(F ),

ò. å. ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî L(G) < L(F ). Íî ïîñêîëüêó ôîð-
ìóëà G â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f , ýòî íåðàâåíñòâî ïðî-
òèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ôîðìóëû F .
Ïî ëåììå 2 èç ñòðîãîñòè ñóæåíèé U1 = UH |P1 è U2 = UT |P2 ñëåäó-

þò âêëþ÷åíèÿ N(UH) ⊆ N(U1) è N(UT ) ⊆ N(U2). Êðîìå òîãî î÷åâèäíî
ñóæåíèÿ U1 è U2 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè ôðàãìåíòàìè Π-ðàçáèåíèÿ
U , ñîîòâåòñòâóþùèìè ãèïåðáëîêàì P1 è P2 ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Çíà÷èò, äëÿ
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íèõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà U1 = U |P1 è U2 = U |P2. Îòñþäà è èç îïðå-
äåëåíèÿ êëàññà ôîðìóë N(U) ñëåäóåò

F = (H ∨ T ) ∈ N(UH) ∨N(UT ) ⊆ N(U1) ∨N(U2)

= N(U |P1) ∨N(U |P2) ⊆ N(U).

Ò. å. ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ∈ N(U), êîòîðîå è îçíà÷àåò, ÷òî Π-
ðàçáèåíèå U ñîáñòâåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì ôîðìóëû F . Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. □

4 Ïðàâèëüíûå ðàçáèåíèÿ (0-1)-ð¼áåð ëèíåéíîé áóëåâîé
ôóíêöèè

×åðåç Φ áóäåì îáîçíà÷àòü ñîáñòâåííûé ïðÿìîóãîëüíèê ëèíåéíîé áó-
ëåâîé ôóíêöèè φ(x1, . . . , xn) =

⊕n
i=1 xi, à ÷åðåç N0 è N1 � ìíîæåñòâà

ñîîòâåòñòâåííî φ−1(0) è φ−1(1).
Òàêèì îáðàçîì èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà Φ = N0 ×N1 è

N0 = {α ∈ Bn |
⊕n

i=1
αi = 0}, N1 = {β ∈ Bn |

⊕n

i=1
βi = 1}.

Ïàðó íàáîðîâ (α, β) ∈ Φ áóäåì íàçûâàòü (0-1)-ïàðîé ëèíåéíîé áóëåâîé
ôóíêöèè φ èëè ïðîñòî (0-1)-ïàðîé. Ïðè ýòîì íàáîð α áóäåì íàçûâàòü
÷¼òíûì êîíöîì, à íàáîð β � íå÷¼òíûì êîíöîì ýòîé ïàðû.
×åðåç N0(M) è N1(M) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âñåõ ÷¼ò-

íûõ è âñåõ íå÷¼òíûõ êîíöîâ (0-1)-ïàð èç ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà M ⊆ Φ.
Ïðÿìîóãîëüíîé îêðåñòíîñòüþ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊆ Φ íàçîâ¼ì

ïðÿìîóãîëüíèê [M] = N0(M)×N1(M).
Ñóììó äâîè÷íûõ íàáîðîâ α, β ∈ Bn îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

α+ β = (α1 ⊕ β1, α2 ⊕ β2, . . . , αn ⊕ βn).

×åðåç e1, e2, ... ,en îáîçíà÷èì äâîè÷íûå íàáîðû èç Bn ñ åäèíñòâåííîé
åäèíè÷íîé êîìïîíåíòîé:

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

(0-1)-ðåáðîì ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèè φ èëè ïðîñòî (0-1)-ðåáðîì íà-
çûâàåòñÿ òàêàÿ (0-1)-ïàðà (α, β) ∈ Φ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n}
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî β = α+ ei.
×åðåçR îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ (0-1)-ð¼áåð ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíê-

öèè φ.
Ìíîæåñòâà R0

i = R ∩ X0
i è R1

i = R ∩ X1
i íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâåííî îò-

ðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåíòîé ñ íîìåðîì i ìíîæåñòâà
R, à ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ � ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíûìè è ïî-
ëîæèòåëüíûìè (0-1)-ð¼áðàìè íàïðàâëåíèÿ i; i = 1, . . . , n.
Ìíîæåñòâî Rδ1...δn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} îïðåäåëèì ðà-

âåíñòâîì Rδ1...δn = Rδ1
1 ∪ · · · ∪ Rδn

n .



ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂÅ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÔÎÐÌÓË 157

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî (0-1)-ðåáðà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñîäåð-
æàùàÿ åãî êîìïîíåíòà Xδ

i ãëàâíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà X. Ïîýòîìó ñåìåé-
ñòâî êîìïîíåíò R0

1, . . . ,R
0
n, R

1
1, . . . ,R

1
n ìíîæåñòâà R ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì

ìíîæåñòâà R. Êðîìå òîãî âñå êîìïîíåíòû R ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíî-
æåñòâàìè, è äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîäìíîæåñòâà Q ⊆ R ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ñîäåðæàùàÿ Q êîìïîíåíòà R è åäèíñòâåííàÿ ñîäåðæàùàÿ
Q êîìïîíåíòà X.
Ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà R íàçîâ¼ì òàêîå ðàçáèåíèå ýòîãî

ìíîæåñòâà, âñå áëîêè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîæåñòâàìè, à
èõ ïðÿìîóãîëüíûå îêðåñòíîñòè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R ìíîæåñòâà

áëîêîâ

V 0
i = {Q ∈ V | Q ⊆ R0

i } è V 1
i = {Q ∈ V | Q ⊆ R1

i }

íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåí-
òîé ñ íîìåðîì i ýòîãî ðàçáèåíèÿ, i = 1, . . . , n.
Ìíîæåñòâî V δ1...δn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} îïðåäåëèì

ðàâåíñòâîì

V δ1...δn = V δ1
1 ∪ · · · ∪ V δn

n .

Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî êîìïîíåíò V 0
1 , . . . , V

0
n , V

1
1 , . . . , V

1
n ïðàâèëüíî-

ãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà V , è êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà V δ

i ðàçáèåíèÿ V ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
êîìïîíåíòû Rδ

i ìíîæåñòâà R. Êðîìå òîãî ìíîæåñòâî V δ1...δn ÿâëÿåòñÿ
ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Rδ1...δn .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà Φ ÷åðåç V(U) îáî-

çíà÷èì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R:

V(U) = {Q ∩ R | Q ∈ U,Q ∩ R ̸= ∅}.

Î÷åâèäíî ñåìåéñòâî V(U) ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà R. Áóäåì íà-
çûâàòü åãî ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà R, ïîðîæä¼ííûì Π-ðàçáèåíèåì U .

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî Π-ðàçáèåíèÿ U ïðÿìîóãîëüíèêà Φ ïîðîæä¼ííîå
èì ðàçáèåíèå V(U) ìíîæåñòâà R ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì è ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

|V(U)| ≤ |U | è |Vδ
i (U)| ≤ |U δ

(i)|, i = 1, . . . , n, δ = 0, 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ëþáîé áëîê M ðàçáèåíèÿ V(U) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî áëîêà Q Π-ðàçáèåíèÿ U , êîòîðûé ïî
îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîæåñòâîì. Ïîýòîìó M òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîæåñòâîì. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî èç M ⊆ Q ñëå-
äóåò [M] ⊆ Q. Çíà÷èò, ïîñêîëüêó ðàçíûå áëîêè V(U) ÿâëÿþòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâàìè ðàçíûõ áëîêîâ U , èç ïîïàðíîé íåïåðåñåêàåìîñòè áëîêîâ U
ñëåäóåò ïîïàðíàÿ íåïåðåñåêàåìîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ îêðåñòíîñòåé áëîêîâ
V(U). Â ñëåäñòâèå ÷åãî ðàçáèåíèå V(U) ìíîæåñòâà R ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëü-
íûì.
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Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ëåììû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
ðàçáèåíèÿ V(U). Ñïðàâåäëèâîñòü îñòàëüíûõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò èç òî-
ãî, ÷òî ëþáîé áëîê V(U) à âìåñòå ñ íèì è ñîäåðæàùèé åãî áëîê U ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîé åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòû Xδ

i ãëàâíîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà X. Ëåììà 3 äîêàçàíà. □

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ôîðìóëû F , ðåàëèçóþùåé ëè-
íåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ φ(x1, . . . , xn), íå ïðåâûøàåò ñëîæíîñòè ïîñòðî-
åííîé äëÿ ýòîé ôóíêöèè ôîðìóëû ßáëîíñêîãî [1]. Ò. å. ïðè n = 2k + ρ,
0 ≤ ρ < 2k, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî L(F ) ≤ 4k + 3ρ2k èëè (÷òî òî æå
ñàìîå) íåðàâåíñòâî

L(F ) ≤ n2 + (n− 2⌊log2 n⌋)n− 2(n− 2⌊log2 n⌋)2.

Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå 3 ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà F ïðåäñòàâèìà íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå Φ. À â ñèëó ëåììû 3 è òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî å¼ Π-ðàçáèåíèÿ U ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è ïîðîæä¼ííîãî èì
ðàçáèåíèÿ V(U) ìíîæåñòâà R ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|V(U)| ≤ |U | = L(F ),

|V0
i (U)|+ |V1

i (U)| ≤ |U0
(i)|+ |U1

(i)| ≤ L0
i (F ) + L1

i (F ) ≤ Li(F ), i = 1, . . . , n.

Ïîýòîìó ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â F íå ìåíåå
8 ðàç, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Ïðè n = 5, 6, 7 íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèå-
íèÿ V ìíîæåñòâà (0-1)-ð¼áåð ëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèè φ(x1, . . . , xn),
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|V | ≤ n2 + (n− 2⌊log2 n⌋)n− 2(n− 2⌊log2 n⌋)2, (1)

|V 0
i |+ |V 1

i | < 8, i = 1, . . . , n. (2)

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû.

5 Îá îäíîì ñâîéñòâå ïðàâèëüíûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà
R, îáëàäàþùèõ ïîëíûì íàáîðîì ìàëîìîùíûõ

êîìïîíåíò

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðàâèëüíîå ðàçáèåíèå V ìíîæåñòâà R îáëàäàåò ïîë-
íûì íàáîðîì ìàëîìîùíûõ êîìïîíåíò, åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n}
ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ {0, 1}, ÷òî |V δ

i | ≤ 3.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçáèåíèå V , î êîòîðîì èä¼ò ðå÷ü â ôîðìóëèðîâêå òåî-

ðåìû 4, îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì ìàëîìîùíûõ êîìïîíåíò.
Ãðàíüþ êóáà Bn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Bn σ1,...,σk
i1,...,ik

= {(α1, ..., αn) ∈ Bn | αi1 = σ1, . . . , αik = σk}, σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
îáðàçóþùèõ, ÷èñëî n− k � ðàçìåðíîñòüþ ýòîé ãðàíè.
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×åðåç Form(F ) è dim(F ) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî îáðà-
çóþùèõ è ðàçìåðíîñòü ãðàíè F êóáà Bn.
×åðåç F(Bn) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíåé êóáà Bn, ÷åðåç Fk(Bn)

� ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè k êóáà Bn, è äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ãðàíè F ∈ F(Bn) ÷åðåç Fk(F ) � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ãðàíåé G ∈ Fk(Bn),
÷òî G ⊆ F ; k = 0, 1, . . . , n.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ïîäìíîæåñòâà Q ⊆ R ÷åðåç Q̂ îáîçíà-
÷èì ìèíèìàëüíóþ ïî âêëþ÷åíèþ ãðàíü êóáà Bn, ñîäåðæàùóþ âñå êîíöû
(0-1)-ð¼áåð èç Q.
×åðåç Rδ

i (F ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ (0-1)-ð¼áåð èç Rδ
i , îáà

êîíöà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ãðàíè F êóáà Bn.
R-ìíîæåñòâîì áóäåì íàçûâàòü òàêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâîM ⊆ R,

÷òî äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1}, F ∈ F(Bn) èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî M = Rδ

i (F ). Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòüþ R-ìíîæåñòâà M íàçîâ¼ì
ðàçìåðíîñòü ãðàíè F , à ñàìó ãðàíü F � ïîðîæäàþùåé R-ìíîæåñòâî M .
Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòèR-ìíîæåñòâà âûòåêàåò èç ïåð-

âîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ î÷åâèäíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî R-ìíîæåñòâàM ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ ïîðîæäàþùàÿ åãî ãðàíü êóáà Bn. Ýòîé ãðàíüþ ÿâëÿåòñÿ ãðàíü M̂ .

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïðè 2 ≤ k ≤ n äëÿ ëþáîé ãðàíè F ∈ Fk(Bn) ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

|R0
i (F )| = |R1

i (F )| =
{

2k−2 ïðè i ∈ Form(F ),
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

×åðåç R3 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ R-ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè 3.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå R-ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîäìíîæå-

ñòâîì R. Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 ëþáîå R-ìíîæåñòâî ðàç-
ìåðíîñòè 3 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì äâóõýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâîì R.
×åðåç E îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îäíîðîäíûõ äâóõýëåìåíòíûõ ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R è ÷åðåç E(Q) � ìíîæåñòâî âñåõ äâóõýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ìíîæåñòâà Q ⊆ R.
Ìíîæåñòâà E0

i = E(R0
i ) è E1

i = E(R1
i ) íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâåííî îòðè-

öàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåíòîé ñ íîìåðîì i ìíîæåñòâà E;
i = 1, . . . , n.
Î÷åâèäíî ñåìåéñòâî êîìïîíåíò E0

1, . . . ,E
0
n, E

1
1, . . . ,E

1
n ìíîæåñòâà E ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà E.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ìíîæåñòâà Q ⊆ R ÷åðåç K(Q) îáî-

çíà÷èì ïîëíûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Q.
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E áóäåì íàçûâàòü ð¼áðàìè, èìåÿ â âèäó, ÷òî îíè

ÿâëÿþòñÿ ð¼áðàìè ïîëíûõ ãðàôîâ Kδ
i = K(Rδ

i ), i = 1, . . . , n; δ = 0, 1. À
ýëåìåíòû åãî êîìïîíåíò E0

i è E1
i � îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè

ð¼áðàìè èíäåêñà i ñîîòâåòñòâåííî.
Ìíîæåñòâî E(V ) ð¼áåð, ïîðîæä¼ííûõ ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì V ìíî-

æåñòâà R, îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì E(V ) =
⋃

Q∈V E(Q).
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Ìíîæåñòâà E0
i (V ) =

⋃
Q∈V 0

i
E(Q) è E1

i (V ) =
⋃

Q∈V 1
i
E(Q) íàçîâ¼ì ñîîò-

âåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåíòîé ñ íîìåðîì
i ìíîæåñòâà E(V ); i = 1, . . . , n.
Î÷åâèäíî ñåìåéñòâî êîìïîíåíò E0

1(V ), . . . ,E0
n(V ), E1

1(V ), . . . ,E1
n(V ) ìíî-

æåñòâà E(V ) ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà E(V ).
Êîíöàìè ðåáðà e = {r1, r2} ∈ E ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ (0-1)-ð¼áðà

r1 è r2.
Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà ìåæäó íàáîðàìè (α1, ..., αn), (β1, ..., βn) ∈ Bn

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
∑n

i=1 |αi − βi| (ò. å. ÷èñëî ðàçðÿäîâ, â êîòîðûõ ýòè
íàáîðû îòëè÷àþòñÿ).
Äëèíîé ðåáðà e ∈ E áóäåì íàçûâàòü ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó ÷¼ò-

íûìè êîíöàìè (0-1)-ð¼áåð, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè ðåáðà e, è áóäåì îáî-
çíà÷àòü å¼ length(e).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëèíà ðåáðà e ∈ E è ðàçìåðíîñòü ñîäåðæàùåé åãî
ìèíèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ ãðàíè êóáà Bn ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

length(e) + 1 = dim(ê).

×åðåç T îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð èç E, èìåþùèõ äëèíó 2.
Ìíîæåñòâà T0

i = T ∩ E0
i è T1

i = T ∩ E1
i íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâåííî îòðè-

öàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåíòîé ñ íîìåðîì i ìíîæåñòâà T;
i = 1, . . . , n.
Èç ïðåäëîæåíèé 3, 4, 5 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî R3 = T.

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîé ãðàíè F ∈ F3(Bn) è êàæäîãî i ∈ Form(F )
ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ R0

i (F ) ∈ T0
i è R1

i (F ) ∈ T1
i .

Îïèðàÿñü íà ïðåäëîæåíèÿ 3, 6, 7, äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñëåäóþùèì
îáðàçîì îïðåäåëèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåí-
òàìè T0

i è T1
i ìíîæåñòâà T: ð¼áðà e ∈ T0

i è u ∈ T1
i ñîîòâåòñòâóþò äðóã

äðóãó, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ãðàíè F ∈ F3(Bn) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà e = R0

i (F ) è u = R1
i (F ).

Îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè íà ìíîæåñòâå T îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ð¼áðà e, u ∈ T ñâÿçàíû îòíîøåíèåì äâîéñòâåííîñòè, åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1} âûïîëíåíû âêëþ÷å-

íèÿ e ∈ Tδ
i , u ∈ Tδ⊕1

i è ð¼áðà e è u ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.
Äâîéñòâåííî íåçàâèñèìûì áóäåì íàçûâàòü òàêîå ìíîæåñòâî ð¼áåð

A ⊆ E, ÷òî íè êàêèå äâà ðåáðà èç A ∩ T íå ñâÿçàíû îòíîøåíèåì äâîé-
ñòâåííîñòè.
Îáîëî÷êîé ðåáðà e ∈ E íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî ⟨e⟩ = [e]\e. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè îáîëî÷êà ðåáðà e ∈ E, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ (0-1)-ð¼áðà (α1, β1)
è (α2, β2), åñòü ìíîæåñòâî ⟨e⟩, ñîñòîÿùåå èç äâóõ (0-1)-ïàð (α1, β2) è
(α2, β1).
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Âåñîì (0-1)-ïàðû (α, β) ∈ Φ íàçîâ¼ì âåëè÷èíó w((α, β)), ðàâíóþ ðàñ-
ñòîÿíèþ Õýììèíãà ìåæäó å¼ êîíöàìè, ò. å. ìåæäó α è β.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (0-1)-ïàðà (α, β) ∈ Φ ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðàëüíîé

äëÿ ãðàíè F ∈ F(Bn), åñëè α, β ∈ F è w((α, β)) = dim(F ).
×åðåç D(F ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ (0-1)-ïàð, ÿâëÿþùèõñÿ äèàìåò-

ðàëüíûìè äëÿ ãðàíè F ∈ F(Bn).
Ìíîæåñòâà D0

i (F ) = D(F ) ∩ X0
i è D(F )1i = D(F ) ∩ X1

i áóäåì íàçû-
âàòü ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé êîìïîíåíòîé ñ
íîìåðîì i ìíîæåñòâà D(F ); i = 1, . . . , n.

Ëåììà 4. Åñëè ð¼áðà e, u ∈ T íå ñâÿçàíû îòíîøåíèåì äâîéñòâåííîñòè,
òî èç ðàâåíñòâà ê = û ñëåäóåò ⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè e = u óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïóñòü e ̸= u. Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6 èç âêëþ÷åíèÿ e, u ∈ T ñëå-

äóåò e, u ∈ R3. Ïîýòîìó ãðàíü F = ê = û, êîòîðàÿ ïî ïðåäëîæåíèþ
3 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ R-ìíîæåñòâ e è u, èìååò ðàçìåðíîñòü 3.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ R-ìíîæåñòâ è â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4
ñóùåñòâóþò òàêèå i, j ∈ Form(F ) è δ, σ ∈ {0, 1}, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà e = Rδ

i (F ) è u = Rσ
j (F ). Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó ð¼áðà e è u íå

ñâÿçàíû îòíîøåíèåì äâîéñòâåííîñòè, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî i ̸= j.
Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà ⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ ̸= ∅ âûòåêàåò èç î÷åâèä-
íîãî ðàâåíñòâà ⟨Rδ

i (F )⟩ = Dδ
i (F ) è ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ (âûïîëíåíûõ

ïðè j ̸= i) ðàâåíñòâ: |⟨Rσ
j (F )⟩ ∩D0

i (F )| = |⟨Rσ
j (F )⟩ ∩D1

i (F )| = 1. Ëåììà 4
äîêàçàíà. □

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R è ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ð¼áåð e, u ∈ E(V ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ð¼áåð e, u ∈ E(V )
÷åðåç Qe è Qu îáîçíà÷èì áëîêè ðàçáèåíèÿ V , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû
âêëþ÷åíèÿ e ∈ E(Qe) è u ∈ E(Qu). Òîãäà ïðè Qe = Qu â ñèëó îäíîðîä-
íîñòè áëîêîâ ðàçáèåíèÿ V ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîìïîíåíòà Eδ

i ìíîæåñòâà
E, ÷òî e, u ∈ Eδ

i . Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî ⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ = ∅ î÷åâèäíûì îá-
ðàçîì âûïîëíåíî. Åñëè æå Qe ̸= Qu, òî ðàâåíñòâî ⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ = ∅ ñëåäóåò
èç î÷åâèäíûõ âêëþ÷åíèé ⟨e⟩ ⊆ [Qe], ⟨u⟩ ⊆ [Qu] è èç ïîïàðíîé íåïåðå-
ñåêàåìîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ îêðåñòíîñòåé áëîêîâ ðàçáèåíèÿ V . Ëåììà 5
äîêàçàíà. □

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.

Ëåììà 6. Áëîêè ëþáîãî îáëàäàþùåãî ïîëíûì íàáîðîì ìàëîìîùíûõ
êîìïîíåíò ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R íå ñîäåðæàò R-
ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íåêîòîðûé áëîê Q ∈ V ñî-
äåðæèò R-ìíîæåñòâîM ðàçìåðíîñòè 4. Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 è ïî
îïðåäåëåíèþ R-ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãðàíü F ∈ F4(Bn) è òàêèå
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i ∈ Form(F ), δ ∈ {0, 1}, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî M = Rδ
i (F ). Èç âû-

ïîëíåííîãî ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ðàâåíñòâà |Rδ
i (F )| = 4 ñëåäóåò |E(M)| = 6.

Êðîìå òîãî î÷åâèäíî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå E(M) ⊆ Tδ
i , è äëÿ ëþáîãî

e ∈ E(M) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ê ∈ F3(F ). Ïîýòîìó â ñèëó âêëþ÷åíèÿ
E(M) ⊆ E(Q) ìíîæåñòâî E(Q) ñîäåðæèò 6 ð¼áåð e ∈ Tδ

i , äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ê ∈ F3(F ).
Ïîñêîëüêó V îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì ìàëîìîùíûõ êîìïîíåíò, äëÿ

ëþáîãî j ∈ Form(F ) ñóùåñòâóåò òàêîå σ ∈ {0, 1}, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî |V σ

j | ≤ 3. Ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó ðàâåíñòâà |Rσ
j (F )| = 4 ñóùåñòâóåò

òàêîé áëîê P ∈ V σ
j , ÷òî |P ∩ Rσ

j (F )| ≥ 2. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî E(P ) ñî-

äåðæèò ðåáðî e ∈ Tσ
j , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ê ∈ F3(F ).

Ïîñêîëüêó â ñèëó ðàâåíñòâà |Form(F )| = dim(F ) = 4 ìíîæåñòâî Form(F )
êðîìå i ñîäåðæèò åù¼ òðè ýëåìåíòà j1, j2, j3, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
íåêîòîðûõ σ1, σ2, σ3 ∈ {0, 1} ñóùåñòâóåò òðè áëîêà P1 ∈ V σ1

j1
, P2 ∈ V σ2

j2
,

P3 ∈ V σ3
j3

è òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðà e1 ∈ Tσ1
j1
, e2 ∈ Tσ2

j2
, e3 ∈ Tσ3

j3
, äëÿ

êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ e1 ∈ E(P1), e2 ∈ E(P2), e3 ∈ E(P3) è
ê1, ê2, ê3,∈ F3(F ).
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A = E(M) ∪ {e1, e2, e3} ñîñòîèò èç 9 ð¼áåð,

ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî íåçàâèñèìûì è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
A ⊆ T, A ⊆ E(V ). Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà |F3(F )| = 8 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ñîäåðæèò äâà ðàçëè÷íûõ ðåáðà e è u, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ê = û, è, çíà÷èò, ïî ëåììå 4 äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ ̸= ∅. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïî ëåììå 5 äëÿ ýòèõ ð¼áåð
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ = ∅. Ëåììà 6 äîêàçàíà. □

6 Ãðàôû, ïîðîæä¼ííûå ïðàâèëüíûì ðàçáèåíèåì
ìíîæåñòâà R

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R ãðàôû
G(V ) è Gδ

i (V ), i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1}, îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè

G(V ) =
⋃

Q∈V
K(Q) è Gδ

i (V ) =
⋃

Q∈V δ
i

K(Q).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôîâ G(V ) è Gδ
i (V ) ÿâëÿþòñÿ

ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî R è Rδ
i , ìíîæåñòâîì ð¼áåð � ìíîæåñòâà ñîîò-

âåòñòâåííî E(V ) è Eδ
i (V ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà e ∈ T ÷åðåç e∗ îáîçíà÷èì ðåáðî, ñâÿçàííîå
ñ e îòíîøåíèåì äâîéñòâåííîñòè. Ìíîæåñòâî (M)∗ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîäìíîæåñòâà M ⊆ T îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì (M)∗ = {e∗ | e ∈ M}.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî e ∈ T ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî e∗∗ = e è äëÿ

ëþáîãî M ⊆ T ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ((M)∗)∗ = M .

Ãðàô G̃δ
i (V ), i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1}, îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

G̃δ
i (V ) = Gδ

i (V ) \
(
Eδ⊕1
i (V ) ∩ Tδ⊕1

i

)∗
.
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Ãðàôû Gδ1...δn(V ), G̃δ1...δn(V ) è Gδ1...δn(V ), δ1, . . . , δn ∈ {0, 1}, îïðåäå-
ëèì ðàâåíñòâàìè

Gδ1...δn(V ) =

n⋃
i=1

Gδi
i (V ), G̃δ1...δn(V ) =

n⋃
i=1

G̃δi
i (V ),

Gδ1...δn(V ) = Gδ1...δn(V ) ∪ G̃δ1⊕1...δn⊕1(V ).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî
èç îïðåäåëåíèé îòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè è ãðàôà Gδ1...δn(V ).

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R
è ëþáûõ δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà Gδ1...δn(V ) ÿâëÿåòñÿ
äâîéñòâåííî íåçàâèñèìûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà E(V ).

Ñóòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ýòîé òåîðåìû ðàçáèåíèÿ V âåðõ-
íåé è íèæíåé îöåíîê ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà Gδ1...δn(V ) è â ïîäáîðå òàêèõ
δ1, . . . , δn ∈ {0, 1}, ïðè êîòîðûõ ýòè îöåíêè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G ÷åðåç |G| îáîçíà÷èì ÷èñëî ð¼áåð ýòîãî

ãðàôà.
×åðåç Φk îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ (0-1)-ïàð èç Φ, èìåþùèõ âåñ k;

k = 1, . . . , n.
Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φ1 = R.

Ëåììà 7. Ïðè n ≥ 2 äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà
R è ëþáûõ δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Gδ1...δn(V )| ≤ |Φ| − |R|
2

− 1

4
|Φ3|. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 8 è ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî îáîëî÷-
êè ð¼áåð ãðàôà Gδ1...δn(V ) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íåïîñðåäñòâåííî
èç îïðåäåëåíèÿ ðåáðà e ∈ E è åãî îáîëî÷êè ñëåäóåò length(e) ≥ 2,
⟨e⟩ ⊆ Φlength(e)+1 è |⟨e⟩| = 2. Ïîýòîìó îáîëî÷êè ð¼áåð ãðàôà Gδ1...δn(V )
ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà Φ \ Φ1 è ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî |Gδ1...δn(V )| ≤ 1

2(|Φ| − |R|). Â ñèëó ýòîãî äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà íåðàâåíñòâà (3) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îáîëî÷êè èìåþùèõ
äëèíó 2 ð¼áåð ãðàôà Gδ1...δn(V ) ñîäåðæàò íå áîëåå ïîëîâèíû (0-1)-ïàð
èç ìíîæåñòâà Φ3. Ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ñëåäóþùèì îáðàçîì ïðèä¼ì
ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {D(F ) | F ∈ F3(Bn)} ÿâëÿåòñÿ ðàç-

áèåíèåì ìíîæåñòâà Φ3 è äëÿ ëþáîé ãðàíè F ∈ F3(Bn) ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî |D(F )| = 4. Êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ T ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ ê ∈ F3(Bn) è ⟨e⟩ ⊆ D(ê). Â ñèëó ýòîãî è ïîñêîëüêó îáîëî÷êà
ëþáîãî ðåáðà ñîñòîèò èç äâóõ (0-1)-ïàð, ñðåäè èìåþùèõ äëèíó 2 ð¼-
áåð ãðàôà Gδ1...δn(V ) íàéäóòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ðåáðà e è u, äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ê = û (èíà÷å íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî). Ïî
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ïðåäëîæåíèþ 8 è ëåììå 4 äëÿ îáîëî÷åê ýòèõ ð¼áåð ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî ⟨e⟩ ∩ ⟨u⟩ ̸= ∅. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îáîëî÷êè ð¼áåð ãðàôà
Gδ1...δn(V ) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ëåììà 7 äîêàçàíà. □
Ñëåäñòâèå 2. Ïðè n ≥ 2 äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæå-
ñòâà R è ëþáûõ δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣Gδ1...δn(V )

∣∣∣ ≤ (2n−1)2 − n2n−1

2
− 1

4

(
n

3

)
2n−1. 2

7 Íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà Gδ1...δn(V )

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà Gδ1...δn(V ) ñëåäóåò

|Gδ1...δn(V )| = |Gδ1...δn(V )|+ |G̃δ1⊕1...δn⊕1(V )|.

Îöåíèì ïî îòäåëüíîñòè âåëè÷èíû |Gδ1...δn(V )| è |G̃δ1⊕1...δn⊕1(V )|.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî k ÷åðåç Zk îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ íàáîðîâ z = (z1, . . . , zk) è ïóñòü

M(k) = {z ∈ Zk | 1 ≤ z1 ≤ . . . ≤ zk}.
Âåëè÷èíû ∥z∥C è ∥z∥T äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z ∈ M(k) îïðåäåëèì ðàâåí-

ñòâàìè

∥z∥C =
k∑

i=1

(
zi
2

)
è ∥z∥T =

k∑
i=1

⌊
(zi − 1)2

4

⌋
. 3

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî S ≥ k ìíîæåñòâî M(k, S)
îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

M(k, S) = {z ∈ M(k) |
k∑

i=1

zi = S}.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð z ∈ M(k, S), êîìïîíåí-
òû êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå ÷åì íà 1. Ýòîò íàáîð
íàçîâ¼ì ìàêñèìàëüíî ðàâíîìåðíûì è îáîçíà÷èì åãî m(k, S).

Ëåììà 8. Ïðè ëþáûõ öåëûõ k, S, 1 ≤ k ≤ S, äëÿ ëþáîãî z ∈ M(k, S)
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥z∥C ≥ ∥m(k, S)∥C è ∥z∥T ≥ ∥m(k, S)∥T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ íîìåðîâ i, j, 1 ≤ i < j ≤ k,
îòîáðàæåíèå Oi,j : Z

k → Zk îïðåäåëèì ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

Oi,j(z) = (z1, . . . , zi−1, zi − 1, zi+1, . . . , zj−1, zj + 1, zj+1, . . . , zk).

Ýòî îòîáðàæåíèå íàçîâ¼ì îïåðàöèåé ïåðåíîñà åäèíèöû (ñëåâà íàïðàâî)
èç ðàçðÿäà ñ íîìåðîì i â ðàçðÿä ñ íîìåðîì j.

2
(
n
r

)
= n(n−1)...(n−r+1)

r!
.

3⌊x⌋ � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.
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Î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî îò m(k, S) íàáîðà z ∈ M(k, S) íàé-
ä¼òñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ïåðåíîñà åäèíèöû, êîòîðàÿ,
íå âûâîäÿ çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà M(k, S), ïåðåâåä¼ò íàáîð m(k, S) â z.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà z ∈ M(k, S) èç âêëþ÷åíèÿ

Oi,j(z) ∈ M(k, S) ñëåäóåò 2 ≤ zi ≤ zj à, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥Oi,j(z)∥C − ∥z∥C =
(zj+1

2

)
+

(
zi−1
2

)
−

(zj
2

)
−

(
zi
2

)
= zj − zi + 1 > 0,

∥Oi,j(z)∥T − ∥z∥T =

⌊
z2j
4

⌋
+

⌊
(zi−2)2

4

⌋
−

⌊
(zj−1)2

4

⌋
−
⌊
(zi−1)2

4

⌋
=

⌊
zj
2

⌋
−
⌊
zi−1
2

⌋
≥ 0.

Ëåììà 8 äîêàçàíà. □
Ëåììà 9. Ïðè ëþáûõ öåëûõ k, S, 1 ≤ k ≤ S, äëÿ ëþáîãî z ∈ M(k, S)
ñïðàâåäëèâ íåðàâåíñòâî

∥z∥C ≥ S2

2k
− S

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì íåðà-

âåíñòâà k
k∑

i=1
z2i ≥ (

k∑
i=1

zi)
2 (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî):

∥z∥C =

k∑
i=1

(
zi
2

)
=

k∑
i=1

zi(zi − 1)

2
=

1

2

k∑
i=1

z2i −
1

2

k∑
i=1

zi ≥
S2

2k
− S

2
.

Ëåììà 9 äîêàçàíà. □
Ëåììà 10. Ïðè n ≥ 2 äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà
R è ëþáûõ δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣Gδ1...δn(V )

∣∣∣ ≥ ∥m(|V δ1...δn |, n2n−2)∥C,∣∣∣Gδ1...δn(V )
∣∣∣ ≥ 1

2

(
(n2n−2)2

|V δ1...δn |
− n2n−2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî V δ1...δn ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíî-
æåñòâà Rδ1...δn , âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∑
Q∈V δ1...δn |Q| = |Rδ1...δn |. Ïîýòîìó

èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà Gδ1...δn(V ), ëåìì 8, 9 è ðàâåíñòâà |Rδ1...δn | = n2n−2

ñëåäóåò∣∣Gδ1...δn(V )
∣∣ = n∑

i=1

∣∣∣Gδi
i (V )

∣∣∣ = n∑
i=1

∑
Q∈V δi

i

|K(Q)| =
∑

Q∈V δ1...δn

|K(Q)|

=
∑

Q∈V δ1...δn

(|Q|
2

)
≥

∥∥m (
|V δ1...δn |, n2n−2

)∥∥
C
≥ 1

2

(
(n2n−2)2

|V δ1...δn | − n2n−2
)
.

Ëåììà 10 äîêàçàíà. □
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Ëåììà 11. Ïðè n ≥ 2 äëÿ ëþáîãî îáëàäàþùåãî ïîëíûì íàáîðîì ìàëî-
ìîùíûõ êîìïîíåíò ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R è ëþáûõ
δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣G̃δ1...δn(V )

∣∣∣ ≥ ∥∥∥m(
|V δ1...δn |, n2n−2

)∥∥∥
T
. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ó÷àñò-

âóþùèå â îïðåäåëåíèè ãðàôîâ G̃δ
i (V ) ìíîæåñòâà(

Eδ⊕1
i (V ) ∩ Tδ⊕1

i

)∗
, i = 1, . . . , n, δ = 0, 1, (5)

íå ñîäåðæàò òðåóãîëüíèêîâ. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ òåîðèè
ãðàôîâ, è ïîä òðåóãîëüíèêîì ïîíèìàåòñÿ ëèáî ìíîæåñòâî ð¼áåð E(M)
ïîëíîãî òð¼õâåðøèííîãî ãðàôà K(M), M ⊆ Rδ

i , |M | = 3, i ∈ {1, . . . , n},
δ ∈ {0, 1}, ëèáî ñàì ýòîò ãðàô.
Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà (5) äåéñòâèòåëüíî íå ñîäåðæàò òðå-

óãîëüíèêîâ.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1} ìíî-

æåñòâî (Eδ⊕1
i (V ) ∩ Tδ⊕1

i )∗ ñîäåðæèò íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê E(M). Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì δ = 1 è ïóñòü A = (E0

i (V ) ∩ T0
i )

∗. Òî-
ãäà èç âêëþ÷åíèé E(M) ⊆ A ⊆ T1

i ñëåäóåò M ⊆ R1
i , (E(M))∗ ⊆ T0

i . È
î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |(E(M))∗| = 3.
×åðåç Y îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ (0-1)-ð¼áåð, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè

ð¼áåð èç ìíîæåñòâà (E(M))∗. Î÷åâèäíî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå Y ⊆ R0
i .

×åðåç Z îáîçíà÷èì ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Y è ìíîæåñòâîì ð¼áåð

(E(M))∗, è ïóñòü F = Ŷ .
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ãðàô Z ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé ñ òðåìÿ ëó÷àìè, ò. å.

âñå òðè åãî ðåáðà èìåþò îáùèé êîíåö; è ïðè ýòîì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
dim(F ) = 4 è Y = R0

i (F ). Ïîÿñíèì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
×åðåç r1, r2, r3 îáîçíà÷èì (0-1)-ð¼áðà èç M , è ÷åðåç α1, α2, α3 � ñî-

îòâåòñòâåííî èõ ÷¼òíûå êîíöû. Òîãäà èç âêëþ÷åíèÿ M ⊆ R1
i ñëåäóþò

ðàâåíñòâà α1
i = α2

i = α3
i = 0 è

r1 = (α1, α1 + ei), r2 = (α2, α2 + ei), r3 = (α3, α3 + ei).

×åðåç e1, e2, e3 îáîçíà÷èì ð¼áðà èç E(M): e1 = {r1, r2}, e2 = {r2, r3},
e3 = {r3, r1}. Òîãäà èç âêëþ÷åíèÿ E(M) ⊆ T1

i ⊆ T ñëåäóåò

length(e1) = length(e2) = length(e3) = 2.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêîå β ∈ Bn è òàêèå j1, j2, j3 ∈ {1, . . . , n}\{i}, ÷òî
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

α1 = β + ej1 , α2 = β + ej2 , α3 = β + ej3 .

Íàáîðû β1, β2, β3 ∈ Bn îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè

β1 = β + ej1 + ej2 , β2 = β + ej2 + ej3 , β3 = β + ej3 + ej1 .
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Òîãäà î÷åâèäíî äëÿ ð¼áåð èç (E(M))∗ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

e∗1 = {(β + ei, β), (β1 + ei, β1)}, e∗2 = {(β + ei, β), (β2 + ei, β2)},

e∗3 = {(β + ei, β), (β3 + ei, β3)}.
Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî (0-1)-ðåáðî (β + ei, β) ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì
êîíöîì, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà |Y | = 4, Form(F ) = {i, j1, j2, j3} è âêëþ-
÷åíèå Y ⊆ R0

i (F ). Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà, âêëþ÷åíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ 4
ñëåäóåò Y = R0

i (F ). Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò dim(F ) = 4. ×òî è
òðåáîâàëîñü ïîÿñíèòü.
Çàìåòèì, ÷òî êîíöû ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(V ) ïðèíàäëåæàò îäíîìó è

òîìó æå áëîêó ðàçáèåíèÿ V . Çíà÷èò, ïîñêîëüêó ãðàô Z ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé,
èç âêëþ÷åíèÿ

(E(M))∗ ⊆ A∗ = ((E0
i (V ) ∩ T0

i )
∗)∗ = E0

i (V ) ∩ T0
i ⊆ E0

i (V ) ⊆ E(V )

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî áëîêà Q ∈ V ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Y =
R0

i (F ) ⊆ Q. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â ñèëó ëåììû 6 áëîêè ðàç-
áèåíèÿ V íå ñîäåðæàò R-ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè 4. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïî-
ëîæåíèå íåâåðíî è ìíîæåñòâà (5) íå ñîäåðæàò òðåóãîëüíèêîâ.
Òåïåðü äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (4). Äëÿ ýòîãî ìû âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì èçâåñòíîé òåîðåìû Òóðàíà [10]:

Òåîðåìà 5. Íàèáîëüøåå ÷èñëî ð¼áåð ó ãðàôîâ, èìåþùèõ q âåðøèí è íå
ñîäåðæàùèõ òðåóãîëüíèêîâ, ðàâíî ⌊q2/4⌋.

Ñëåäñòâèå 3. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ð¼áåð ó ãðàôîâ, èìåþùèõ q âåðøèí,
è â äîïîëíåíèè êîòîðûõ íåò òðåóãîëüíèêîâ, ðàâíî ⌊(q − 1)2/4⌋.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà (5) íå ñîäåðæàò òðåóãîëüíèêîâ, ïî îïðåäåëåíèþ

ãðàôà G̃δ
i (V ) è â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 èìååì

|G̃δ
i (V )| =

∣∣∣Gδ
i (V ) \

(
E(V δ⊕1

i ) ∩ Tδ⊕1
i

)∗∣∣∣
=

∑
Q∈V δ

i

∣∣∣K(Q) \
(
E(V δ⊕1

i ) ∩ Tδ⊕1
i

)∗∣∣∣ ≥ ∑
Q∈V δ

i

⌊
(|Q|−1)2

4

⌋
.

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà
∑

Q∈V δ1...δn

|Q| = |Rδ1...δn | = n2n−2 è ëåììû 8 ñëåäóåò

∣∣∣G̃δ1...δn(V )
∣∣∣ = n∑

i=1

∣∣∣G̃δi
i (V )

∣∣∣ = n∑
i=1

∑
Q∈V δi

i

⌊
(|Q|−1)2

4

⌋
=

∑
Q∈V δ1...δn

i

⌊
(|Q|−1)2

4

⌋
≥

∥∥m (
|V δ1...δn |, n2n−2

)∥∥
T
.

Ëåììà 11 äîêàçàíà. □

Ëåììà 12. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ k, S, 1 ≤ k < S, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥m(k, S)∥T ≥ ∥m(k + 1, S)∥T.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç p, x, y îáîçíà÷èì öåëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

m(k, S) = (p, . . . , p︸ ︷︷ ︸
x

, p+ 1, . . . , p+ 1︸ ︷︷ ︸
y

), 1 ≤ y ≤ k.

Òîãäà î÷åâèäíî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

m(k, S − 1) = (p, . . . , p︸ ︷︷ ︸
x+1

, p+ 1, . . . , p+ 1︸ ︷︷ ︸
y−1

).

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥m(k, S)∥T − ∥m(k, S − 1)∥T =

⌊
p2

4

⌋
−
⌊
(p− 1)2

4

⌋
≥ 0.

×åðåç m(1)(k, S − 1) îáîçíà÷èì íàáîð z ∈ M(k + 1, S), äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà z1 = 1 è (z2, . . . , zk+1) = m(k, S−1). Î÷åâèäíî äëÿ

ýòîãî íàáîðà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∥m(1)(k, S − 1)∥T = ∥m(k, S − 1)∥T.
Îòñþäà è èç ëåììû 8 ñëåäóåò

∥m(k, S)∥T ≥ ∥m(k, S − 1)∥T =∥ m(1)(k, S − 1)∥T ≥ ∥m(k + 1, S)∥T
Ëåììà 12 äîêàçàíà. □

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ p, k, S, 1 ≤ p ≤ S, 1 ≤ k ≤ S, èç
íåðàâåíñòâà p ≤ k ñëåäóåò ∥m(p, S)∥T ≥ ∥m(k, S)∥T.

8 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïðè íåêîòîðîì n ∈ {5, 6, 7} ñóùåñòâóåò ïðà-
âèëüíîå ðàçáèåíèå V ìíîæåñòâà R, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà (1), (2).
Âûáåðåì δ1, . . . , δn ∈ {0, 1} òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|V δi
i | ≤ |V δi⊕1

i |, i = 1, . . . , n. (6)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòèõ δ1, . . . , δn íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ÷èñëà ð¼áåð
ãðàôà Gδ1...δn ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ V δ1...δn , V δ1⊕1...δn⊕1 è V

ñëåäóåò

|V δ1...δn |+ |V δ1⊕1...δn⊕1| = |V |.
Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâ (1), (2), (6) ñëåäóåò

|V δ1...δn | ≤ min

{
3n,

n2 + (n− 2⌊log2 n⌋)n− 2(n− 2⌊log2 n⌋)2

2

}
, (7)

|V δ1⊕1...δn⊕1| ≤ n2 + (n− 2⌊log2 n⌋)n− 2(n− 2⌊log2 n⌋)2 − |V δ1...δn |. (8)

Äàëåå, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ïîëàãàåì δ1 = . . . = δn = 0.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 5. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà (7), (8) èìåþò
âèä

|V 00000| ≤ 14, |V 11111| ≤ 28− |V 00000|.
Ïðè |V 00000| = 14 èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ëåììû 10 ñëåäóåò∣∣G00000(V )

∣∣ ≥ ∥m(|V 00000|, 40)∥C = ∥m(14, 40)∥C.

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà m(14, 40) = ( 2, 2︸︷︷︸
2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
12

) ñëåäóåò

∣∣G00000(V )
∣∣ ≥ 2 ·

(
2

2

)
+ 12 ·

(
3

2

)
= 38.

Îòñþäà è èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ëåììû 10 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ
îöåíêà ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà G00000(V ):

∣∣G00000(V )
∣∣ ≥


38 ïðè |V 00000| = 14,
42 ïðè |V 00000| = 13,
46 ïðè |V 00000| = 12,
52 ïðè |V 00000| ≤ 11.

(9)

Â ñèëó ëåììû 11 è ñëåäñòâèÿ 4 èìååì∣∣∣G̃11111(V )
∣∣∣ ≥ ∥∥m (

|V 11111|, 40
)∥∥

T
≥

∥∥m (
28− |V 00000|, 40

)∥∥
T
.

Ïîýòîìó ïðè |V 00000| = 14 èç ðàâåíñòâà 28− |V 00000| = 14 è ðàâåíñòâà

m(14, 40) = ( 2, 2︸︷︷︸
2

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
12

)

ñëåäóåò

|G̃11111(V )| ≥ ∥m(14, 40)∥T = 2 ·
⌊
(2− 1)2

4

⌋
+ 12 ·

⌊
(3− 1)2

4

⌋
= 12.

Ïðè |V 00000| = 13 èç ðàâåíñòâà 28− |V 00000| = 15 è ðàâåíñòâà

m(15, 40) = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
5

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
10

)

ñëåäóåò

|G̃11111(V )| ≥ ∥m(15, 40)∥T = 5 ·
⌊
(2− 1)2

4

⌋
+ 10 ·

⌊
(3− 1)2

4

⌋
= 10.

Ïðè |V 00000| = 12 èç ðàâåíñòâà 28− |V 00000| = 16 è ðàâåíñòâà

m(16, 40) = (2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
8

, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
8

)

ñëåäóåò

|G̃11111(V )| ≥ ∥m(16, 40)∥T = 8 ·
⌊
(2− 1)2

4

⌋
+ 8 ·

⌊
(3− 1)2

4

⌋
= 8.
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Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà

G̃11111(V ):

∣∣∣G̃11111(V )
∣∣∣ ≥


12 ïðè |V 00000| = 14,
10 ïðè |V 00000| = 13,
8 ïðè |V 00000| = 12.
0 ïðè |V 00000| ≤ 11.

(10)

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà G00000(V ) è íåðàâåíñòâ (9), (10) ñëåäóåò

|G00000(V )| = |G00000(V )|+ |G̃11111(V )| ≥ 52.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|G00000(V )| ≤ 48.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 6. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà (7), (8) èìåþò
âèä

|V 000000| ≤ 18, |V 111111| ≤ 40− |V 000000|.
Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ëåììû 10 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåí-

êà ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà G000000(V ):

∣∣G000000(V )
∣∣ ≥


208 ïðè |V 000000| = 18,
223 ïðè |V 000000| = 17,
240 ïðè |V 000000| = 16,
259 ïðè |V 000000| ≤ 15.

(11)

Â ñèëó ëåììû 11 è ñëåäñòâèÿ 4 èìååì∣∣∣G̃111111(V )
∣∣∣ ≥ ∥∥m (

|V 111111|, 96
)∥∥

T
≥

∥∥m (
40− |V 000000|, 96

)∥∥
T
.

Ïîýòîìó ïðè |V 000000| = 18 èç ðàâåíñòâà 40−|V 000000| = 22 è ðàâåíñòâà

m(22, 96) = (4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
14

, 5, . . . , 5︸ ︷︷ ︸
8

)

ñëåäóåò

|G̃111111(V )| ≥ ∥m(22, 96)∥T = 14 ·
⌊
(4− 1)2

4

⌋
+ 8 ·

⌊
(5− 1)2

4

⌋
= 60.

Ïðè |V 000000| = 17 èç ðàâåíñòâà 40− |V 000000| = 23 è ðàâåíñòâà

m(23, 96) = (4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
19

, 5, . . . , 5︸ ︷︷ ︸
4

)

ñëåäóåò

|G̃111111(V )| ≥ ∥m(23, 96)∥T = 19 ·
⌊
(4− 1)2

4

⌋
+ 4 ·

⌊
(5− 1)2

4

⌋
= 54.

Ïðè |V 000000| = 16 èç ðàâåíñòâà 40− |V 000000| = 24 è ðàâåíñòâà

m(24, 96) = (4, . . . , 4︸ ︷︷ ︸
24

)



ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂÅ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÔÎÐÌÓË 171

ñëåäóåò

|G̃111111(V )| ≥ ∥m(24, 96)∥T = 24 ·
⌊
(4− 1)2

4

⌋
= 48.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà

G̃111111(V ):

∣∣∣G̃11111(V )
∣∣∣ ≥


60 ïðè |V 000000| = 18,
54 ïðè |V 000000| = 17,
48 ïðè |V 000000| = 16,
0 ïðè |V 000000| ≤ 15.

(12)

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà G000000(V ) è íåðàâåíñòâ (11) è (12) ñëåäóåò

|G000000(V )| = |G000000(V )|+ |G̃111111(V )| ≥ 259.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|G000000(V )| ≤ 256.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 7. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà (7), (8) èìåþò
âèä

|V 0000000| ≤ 21, |V 1111111| ≤ 52− |V 0000000|.
Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ëåììû 10 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåí-

êà ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà G0000000(V ):

∣∣G0000000(V )
∣∣ ≥


1082 ïðè |V 0000000| = 21,
1142 ïðè |V 0000000| = 20,
1208 ïðè |V 0000000| = 19,
1281 ïðè |V 0000000| ≤ 18.

(13)

Â ñèëó ëåììû 11 è ñëåäñòâèÿ 4 èìååì∣∣∣G̃1111111(V )
∣∣∣ ≥ ∥∥m (

|V 1111111|, 224
)∥∥

T
≥

∥∥m (
52− |V 0000000|, 224

)∥∥
T
.

Ïîýòîìó ïðè |V 0000000| = 21 èç ðàâåíñòâà 52− |V 0000000| = 31 è ðàâåí-
ñòâà

m(31, 224) = (7, . . . , 7︸ ︷︷ ︸
24

, 8, . . . , 8︸ ︷︷ ︸
7

)

ñëåäóåò

|G̃1111111(V )| ≥ ∥m(31, 224)∥T = 24 ·
⌊
(7− 1)2

4

⌋
+ 7 ·

⌊
(8− 1)2

4

⌋
= 300.

Ïðè |V 0000000| = 20 èç ðàâåíñòâà 52− |V 0000000| = 32 è ðàâåíñòâà

m(32, 224) = (7, . . . , 7︸ ︷︷ ︸
32

)

ñëåäóåò

|G̃1111111(V )| ≥ ∥m(32, 224)∥T = 32 ·
⌊
(7− 1)2

4

⌋
= 288.
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Ïðè |V 0000000| = 19 èç ðàâåíñòâà 52− |V 0000000| = 33 è ðàâåíñòâà

m(33, 224) = (6, . . . , 6︸ ︷︷ ︸
7

, 7, . . . , 7︸ ︷︷ ︸
26

)

ñëåäóåò

|G̃1111111(V )| ≥ ∥m(33, 224)∥T = 7 ·
⌊
(6− 1)2

4

⌋
+ 26 ·

⌊
(7− 1)2

4

⌋
= 276.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ð¼áåð ãðàôà

G̃1111111(V ):

∣∣∣G̃11111(V )
∣∣∣ ≥


300 ïðè |V 0000000| = 21,
288 ïðè |V 0000000| = 20,
276 ïðè |V 0000000| = 19,
0 ïðè |V 0000000| ≤ 18.

(14)

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà G0000000(V ) è íåðàâåíñòâ (13) è (14) ñëåäóåò

|G0000000(V )| = |G0000000(V )|+ |G̃1111111(V )| ≥ 1281.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|G0000000(V )| ≤ 1264.

Òàêèì îáðàçîì íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Ïîýòîìó ïðè n = 5, 6, 7
íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïðàâèëüíîãî ðàçáèåíèÿ V ìíîæåñòâà R, äëÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1) è (2).
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
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