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Ïðåäñòàâëåíî Ï.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract: We consider quasi-perfect codes with packing radius 1
over a �nite �eld of q elements. We call these codes 1-quasi-perfect
q-ary codes. We study the structural properties of nonlinear 1-
quasi-perfect q-ary codes, namely the rank and dimension of the
kernel. In this paper, we propose a construction of 1-quasi-perfect
q-ary codes with parameters of generalized Reed-Muller codes of
order r = (q − 1)m − 2, where m is a positive integer. For q ≥ 3,
m ≥ 2, the proposed construction allows one to construct nonlinear
1-quasi-perfect q-ary codes with di�erent kernel dimensions. The
dimensions of the kernel of nonlinear 1-quasi-perfect q-ary codes
constructed using the proposed construction are calculated.

Keywords: perfect code, quasi-perfect code, nonlinear code, generalized
Reed�Muller code, code rank, code kernel, Galois geometry.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü Fn
q � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä êîíå÷íûì ïî-

ëåì Fq ïîðÿäêà q, ãäå q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ïðîèçâîëüíîå íåïó-
ñòîå ïîäìíîæåñòâî C ⊆ Fn

q íàçûâàåòñÿ q-è÷íûì êîäîì ñ èñïðàâëåíèåì
îøèáîê (êðàòêî q-è÷íûì êîäîì) íàä ïîëåì Fq. Äëèíà êîäà C ⊆ Fn

q ðàâíà
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ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Fn
q . Âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó

Fn
q , ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñëîâà äëèíû n íàä àëôàâèòîì Fq. Ñëî-

âà, ïðèíàäëåæàùèå êîäó C ⊆ Fn
q , íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè. Êîä

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îí îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàä
Fq. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîä íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíûì. Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî íóëåâîé âåêòîð 0 âñåãäà ïðèíàäëåæèò êîäó, åñëè íå óêàçàíî èíîå.
Íåëèíåéíûå êîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øèðîêèé êëàññ êîäîâ è âêëþ-

÷àþò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, àääèòèâíûå è K-ëèíåéíûå êîäû. Êîä íàçû-
âàåòñÿ àääèòèâíûì, åñëè åãî ñëîâà îáðàçóþò àääèòèâíóþ ïîäãðóïïó â
Fn
q . Êîä îïðåäåëåííûé íàä Fq íàçûâàåòñÿ K-ëèíåéíûì, åñëè îí ëèíå-

åí íàä íåêîòîðûì ïîäïîëåì K ⊂ Fq. Î÷åâèäíî, ÷òî êîä ëèíåéíûé íàä
Fp ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì êîäîì. Àääèòèâíûå êîäû îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå
íàä âñåâîçìîæíûìè êîëüöàìè è íàä ðàçëè÷íûìè ñìåøàííûìè àëôàâè-
òàìè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àääèòèâíûå êîäû èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ èç-çà
èõ ñâÿçè ñ êâàíòîâûìè êîäàìè [1].
Äëÿ ëþáîé ïàðû ñëîâ x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn) èç Fn

q

îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå Õýììèíãà d(x,y). Ïîëîæèì

d(x,y) := |{i |xi ̸= yi}|.

Ñôåðîé Õýììèíãà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â ñëîâå x íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

Br(x) := {y ∈ Fn
q | d(x,y) ≤ r}.

Ðàäèóñ óïàêîâêè e(C) êîäà C äëèíû n � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî e ∈
{0, 1, . . . , n} òàêîå, ÷òî Be(u) ∩Be(v) = ∅ äëÿ âñåõ u,v ∈ C, u ̸= v.
Ðàäèóñ ïîêðûòèÿ ρ(C) êîäà C äëèíû n � ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ρ ∈

{0, 1, . . . , n} òàêîå, ÷òî ∪c∈CBρ(c) = Fn
q .

Îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ïîêðûòèÿ êîäà � ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíàÿ è âàæ-
íàÿ çàäà÷à. Íàïðèìåð, âîïðîñ î ðàäèóñå ïîêðûòèÿ äâîè÷íûõ êîäîâ Ðèäà-
Ìàëëåðà îñòà¼òñÿ îòêðûòûì, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ [2].
Ìàêñèìàëüíàÿ íåëèíåéíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé îò m ïåðåìåííûõ �

ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ðàäèóñ ïîêðûòèÿ äâîè÷íîãî êîäà Ðèäà-Ìàëëåðà
ïåðâîãî ïîðÿäêà äëèíû n = 2m. Íåëèíåéíîñòü áóëåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåò-
ñÿ âàæíûì êðèïòîãðàôè÷åñêèì êðèòåðèåì ïðè àíàëèçå ñòîéêîñòè êàê
ïîòîêîâûõ, òàê è áëî÷íûõ øèôðîâ [3].
Êîä C íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè ρ(C) = e(C) è êîä C íàçûâà-

åòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì, åñëè ρ(C) = e(C) + 1. Åñëè ðàäèóñ óïàêîâêè
ñîâåðøåííîãî (êâàçèñîâåðøåííîãî) êîäà ðàâåí e, òî êîä íàçûâàåòñÿ e-
ñîâåðøåííûì (e-êâàçèñîâåðøåííûì).
Êîä C ⊆ Fn

q íàçûâàåòñÿ ïîêðûâàþùèì ñ ðàäèóñîì r, åñëè ñôåðû Õýì-
ìèíãà ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ ïîêðûâàþò âñ¼ ïðîñòðàí-
ñòâî Fn

q . Î÷åâèäíî, ÷òî êîä C ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì òàêæå äëÿ âñåõ
ðàäèóñîâ, áîëüøèõ r. Ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ, ïðè êîòîðîì C ÿâëÿåòñÿ
ïîêðûâàþùèì êîäîì, ðàâåí åãî ðàäèóñó ïîêðûòèÿ ρ(C) (ñì.[3]).
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Ñîâåðøåííûé êîä � ýòî ïîêðûâàþùèé êîä ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì åãî
ðàäèóñó óïàêîâêè e. Êâàçèñîâåðøåííûé êîä � ýòî ïîêðûâàþùèé êîä ñ
ðàäèóñîì, ðàâíûì e+ 1.
Íåëèíåéíûå ïîêðûâàþùèå êîäû èìåþò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ, íàïðè-

ìåð, â ñòåãàíîãðàôèè [4].
Íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè êîäîâûìè

ñëîâàìè êîäà C íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì êîäà C. Ìèíè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà îïðåäåëÿåò ñïîñîáíîñòü êîäà èñïðàâëÿòü îøèá-
êè.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (n,M, d)q äëÿ q-è÷íîãî êîäà äëè-

íû n, ìîùíîñòè M è c ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d. Äëÿ ëèíåéíîãî q-
è÷íîãî êîäà äëèíû n, ðàçìåðíîñòè k è c ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå [n, k, d]q. Â ñëó÷àå äâîè÷íûõ êîäîâ
èíäåêñ q ìîæåò îïóñêàåòñÿ.
Íèæå ìû ïðåäñòàâëÿåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ

êâàçèñîâåðøåííûõ êîäîâ.
Â 1966 ãîäó Òåððè Äæ. Âàãíåð [5] ðàçðàáîòàë àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíîãî ïîèñêà äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êâàçèñîâåðøåííûõ êîäîâ. Âàãíåð [5] îòêðûë êîä ñ ïàðàìåòðà-
ìè [23,14,5], êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàçèñîâåðøåííûé ëèíåéíûé
äâîè÷íûé êîä. Íåò èçâåñòíûõ êîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîäîì Âàãíåðà, è êîä
Âàãíåðà, ïî-âèäèìîìó, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì êàêîãî-ëèáî áîëåå øèðî-
êîãî êëàññà êîäîâ. Áðàóýð, Äåëüñàðò è Ïèðå [6] èñïîëüçîâàëè ñìåæíûå
êëàññû C + v, ãäå C � [23, 14, 5]-êîä Âàãíåðà, ÷òîáû íàéòè ñåìü óëó÷øå-
íèé íèæíèõ ãðàíèö äëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ïîñòîÿííûì âåñîì. Þðèàí
Ñèìîíèñ [7] äîêàçàë, ÷òî âñå ëèíåéíûå äâîè÷íûå êîäû ñ ïàðàìåòðàìè
[23, 14, 5] ýêâèâàëåíòíû êîäó Âàãíåðà.
Âîïðîñ îá óíèêàëüíîñòè [23, 14, 5]-êîäà Âàãíåðà ñðåäè êîäîâ, íà êî-

òîðûå íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïî-âèäèìîìó, îñòà¼òñÿ
îòêðûòûì.
Â [8] ïðåäñòàâëåí íîâûé [22, 13, 5]-êâàçèñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä è

íà îñíîâå ýòîãî êîäà ïîëó÷åíû ÷åòûðå óëó÷øåíèÿ íèæíèõ ãðàíèö äëÿ
äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ïîñòîÿííûì âåñîì.
Ïóñòü q = pm, ïðè÷¼ì m ≥ 3. Ïóñòü π � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïî-

ëÿ Fq è j = 0, 1, . . . , q − 2. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç Fq â ñåáÿ è Cf �
ëèíåéíûé êîä äëèíû q − 1, ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîòîðîãî èìååò ñòîë-

áåö

[
πj

f(πj)

]
â êà÷åñòâå ñâîåãî j-ãî ñòîëáöà. Ëè è Õåëëåñåò [9] ïîêàçàëè,

÷òî â ñëó÷àå p = 2 êîä Cf èìååò ðàäèóñ ïîêðûòèÿ 3, êîãäà f ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàòè÷íîé APN-ôóíêöèåé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ðÿä
êâàçèñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì 5. Â
ñëó÷àå, êîãäà p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, â [9] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ
èçâåñòíûõ ïëàíàðíûõ ôóíêöèé f ðàäèóñ ïîêðûòèÿ êîäà Cf ðàâåí 2, åñëè
m íå÷¼òíîå, è 3, åñëè m ÷¼òíîå. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó÷åíî íåñêîëüêî
êëàññîâ êâàçèñîâåðøåííûõ p-è÷íûõ êîäîâ.
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Ëè è Õåëëåñåò [9] ïðåäñòàâèëè ðàä îòêðûòûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ
êâàçèñîâåðøåííûìè êîäàìè è êðèïòîãðàôè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Ëèíåéíûå ïîêðûâàþùèå êîäû è, â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíûå êâàçèñîâåð-

øåííûå êîäû èìåþò òåñíóþ ñâÿçü ñ îáúåêòàìè êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé
ãåîìåòðèè. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëèíåé-
íûìè êâàçèñîâåðøåííûìè êîäàìè ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì 4 è ïîë-
íûìè øàïêàìè â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè [10].
Â [11] óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðàôû Êýëè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðûì p-

àðíûì 2-êâàçèñîâåðøåííûì êîäàì Ëè, ÿâëÿþòñÿ ãðàôàìè Ðàìàíóäæà-
íà.
Ïðèìåðîì íåëèíåéíûõ êâàçèñîâåðøåííûõ êîäîâ ÿâëÿþòñÿ êîäû Ïðå-

ïàðàòû c ïàðàìåòðàìè (22m − 1, 22
2m−4m, 5), ãäå m ≥ 2 (ñì. [12]).

Â [13] óñòàíîâëåíà òåñíàÿ ñâÿçü 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ è 1-êâàçèñîâåð-
øåííûõ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè îáîáù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-Ìàëëåðà ïîðÿä-
êà r = (q − 1)m − 2. Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîíêàòåíàöèè
èç 1-êâàçèñîâåðøåííûõ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè îáîáù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-
Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q − 1)m − 2 ìîæíî ïîñòðîèòü äâàæäû ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä Fq.
Â [13] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîíêàòåíàöèè èç 1-ñîâåðøåííûõ

êîäîâ ìîæíî ïîñòðîèòü äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî íåýê-
âèâàëåíòíûõ ÷¼òíûõ 1-êâàçèñîâåðøåííûõ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè îáîá-
ù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q − 1)m− 2.
Â [14] ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïåðåêëþ÷àþùåé êîíñòðóêöèè èç îáîá-

ù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q − 1)m − 2 ìîæíî ïîñòðî-
èòü äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ 1-êâàçè-
ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä Fq.
Â [15] óñòàíîâëåíà òåñíàÿ ñâÿçü 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä ñìåøàííûì

àëôàâèòîì è êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè îáîáù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-Ìàëëåðà ïî-
ðÿäêà r = (q − 1)m − 2. Â [15] ïîêàçàíî, ÷òî èç êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè
îáîáù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q − 1)m − 2 ìîæíî ïî-
ñòðîèòü äâàæäû ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ 1-
ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàä ñìåøàííûì àëôàâèòîì.
Ðàíãîì êîäà C ⊆ Fn

q íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, íà-
òÿíóòîãî íà C. Ðàíã êîäà C ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç rank(C). Åñëè
êîä C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êîäîì ðàçìåðíîñòè k, òî rank(C) = k. Åñ-
ëè êîä C ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì êîäîì äëèíû n è ñîäåðæèò qk ñëîâ, òî
k + 1 ≤ rank(C) ≤ n. Êîä C äëèíû n íàçûâàåòñÿ êîäîì ïîëíîãî ðàíãà,
åñëè rank(C) = n.
ßäðîì êîäà C ⊆ Fn

q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ker(C) :=
{
x ∈ Fn

q

∣∣∣ λ · x+ C = C äëÿ ëþáîãî λ ∈ Fq

}
.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè íóëåâîå ñëîâî ïðèíàäëåæèò C, òî ker(C) ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì ïîäêîäîì êîäà C è C ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñìåæíûõ
êëàññîâ, îáðàçîâàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâîì ker(C).
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Ðàçìåðíîñòü ÿäðà êîäà C ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç dim(ker(C)). Åñëè
êîä C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êîäîì ðàçìåðíîñòè k, òî dim(ker(C)) = k. Åñëè
êîä C ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì êîäîì, êîòîðûé ñîäåðæèò qk ñëîâ è ñîäåðæèò
íóëåâîå ñëîâî, òî

0 ≤ dim(ker(C)) ≤ k − 2 ïðè q = 2

è

0 ≤ dim(ker(C)) ≤ k − 1 ïðè q ≥ 3 (ñì. [16]).

Âîïðîñ î ðàíãå è ðàçìåðíîñòè ÿäðà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ íåëè-
íåéíûõ êîäîâ è ñâÿçàí ñ êëàññèôèêàöèåé êîäîâ. Ðàíã è ðàçìåðíîñòü ÿä-
ðà èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, äëÿ ñîâåðøåííûõ êîäîâ, êîäîâ Àäàìàðà, Z2Z4-
ëèíåéíûõ êîäîâ, ZpZp2-ëèíåéíûõ êîäîâ [16, 17, 18, 19, 20, 21]. Â [22]
èçó÷àëèñü ðàíã è ðàçìåðíîñòü ÿäðà íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ êâàçèñîâåð-
øåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ.
Îáîáù¼ííûå êîäû Pèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q − 1)m − 2 èìåþò

ïàðàìåòðû [n = qm, n−m− 1, 3]q. Ïîñêîëüêó îáîáù¼ííûå êîäû Pèäà-
Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q − 1)m − 2 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîäàìè, òî èõ
ðàíã è ðàçìåðíîñòü ÿäðà ðàâíû ðàçìåðíîñòè êîäà.
Â [23], äîêàçàíî ÷òî ïðè ëþáîì s ∈ {1, 2, . . . ,m+1} ñóùåñòâóþò íåëè-

íåéíûå 1-êâàçèñîâåðøåííûå q-è÷íûå êîäû ðàíãà n−m−1+s ñ ïàðàìåò-
ðàìè (n = qm, qn−m−1, 3)q (ò.å. ñ ïàðàìåòðàìè îáîáù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-
Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q − 1)m − 2). Â òîì ÷èñëå â [23] äîêàçàíî, ÷òî ñ
äàííûìè ïàðàìåòðàìè ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå 1-êâàçèñîâåðøåííûå q-
è÷íûå êîäû ïîëíîãî ðàíãà. Ïðè ýòîì m ≥ 5 ïðè q = 3, 4, m ≥ 4 ïðè
5 ≤ q ≤ 19 è m ≥ 3 ïðè q ≥ 23.
×åðåç [m]q îáîçíà÷àåòñÿ q-àíàëîã íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ [m]q := 1 + q + · · ·+ qm−1.
Â [23] òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðè q ≥ 3, m ≥ 2 ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå

1-êâàçèñîâåðøåííûå q-è÷íûå êîäû ñ ïàðàìåòðàìè (n = qm, qn−m−1, 3)q
ðàíãà n−m è ñ ðàçìåðíîñòüþ ÿäðà n− [m]q − 1.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ íåëèíåéíûõ 1-êâàçèñîâåð-

øåííûõ q-è÷íûõ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè (n = qm, qn−m−1, 3)q (ò.å. ñ ïàðà-
ìåòðàìè îáîáù¼ííûõ êîäîâ Pèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q−1)m−2). Ïðè
q ≥ 3 è m ≥ 2 ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íåëèíåé-
íûå 1-êâàçèñîâåðøåííûå q-è÷íûå êîäû ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåðíîñòÿìè ÿä-
ðà. Ìû âû÷èñëÿåì ðàçìåðíîñòè ÿäðà íåëèíåéíûõ 1-êâàçèñîâåðøåííûõ
q-è÷íûõ êîäîâ, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé êîíñòðóê-
öèè.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ, à òàêæå äà¼ì êðàòêèé îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå
ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.
×åðåç dim(L) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Fn

q .
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Âåñ ñëîâà x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn
q ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ êîìïîíåíò

â x.
Ïóñòü ñëîâî x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn

q è ïóñòü p(x) :=
∑n

i=1 xi. Òîãäà
ñëîâî x íàçûâàåòñÿ ÷¼òíûì, åñëè p(x) = 0. Êîä C ⊆ Fn

q íàçûâàåòñÿ
÷¼òíûì, åñëè îí ñîäåðæèò òîëüêî ÷¼òíûå ñëîâà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîäà C ⊆ Fn

q ñ ïàðàìåòðàìè (n,M, d)q îïðåäåëèì

ðàñøèðåííûé êîä C. Ïîëîæèì

C :=
{
x = (x1, x2, . . . , xn, xn+1) ∈ Fn+1

q

∣∣∣ (x1, x2, . . . , xn) ∈ C è p(x) = 0
}
.

Ðàñøèðåííûé êîä C èìååò ïàðàìåòðû (n+1,M, d )q, ãäå d = d èëè d+1.
×åðåç Hq(m) ìû îáîçíà÷èì q-è÷íûé êîä Õýììèíãà äëèíû n = [m]q,

ãäå m ≥ 2. Êîä Hq(m) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì 1-ñîâåðøåííûì q-è÷íûì êî-
äîì è èìååò ïàðàìåòðû [n = [m]q, n − m, 3]q. Ïàðàìåòðû íåëèíåéíûõ
1-ñîâåðøåííûõ q-è÷íûõ êîäîâ ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè q-è÷íûõ êîäîâ
Õýììèíãà [25, ãë. 6, �10].
Âñå ðàñøèðåííûå 1-ñîâåðøåííûå q-è÷íûå êîäû ÿâëÿþòñÿ 1-êâàçèñîâåð-

øåííûìè êîäàìè.
×åðåç AG(m, q) îáîçíà÷àåòñÿ àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè m

íàä Fq. Âåêòîðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fm
q ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè àô-

ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà AG(m, q). Ñìåæíûå êëàññû k-ìåðíûõ ëèíåéíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fm

q ÿâëÿþòñÿ k-ìåðíûìè àô-
ôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà AG(m, q). Ïðÿ-
ìûå � ýòî 1-ìåðíûå àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, àôôèí-
íàÿ ïëîñêîñòü AG(2, 3) ñîäåðæèò 9 òî÷åê è 12 ïðÿìûõ. Ïðîñòðàíñòâî
AG(m, q) íàçûâàåòñÿ òàêæå ãåîìåòðèåé Ãàëóà. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäå-
íèÿ ïî êîíå÷íûì ãåîìåòðèÿì ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [24].
Êëàññè÷åñêèå êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà îïðåäåëÿþòñÿ íàä ïîëåì èç äâóõ

ýëåìåíòîâ [25, ãë. 13]. Îáîáù¼ííûå êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà îïðåäåëÿþòñÿ
íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ. Îáîáù¼ííûå êîäû
Ðèäà-Ìàëëåðà áûëè ïðåäëîæåíû Êàñàìè è äð. â [26].
Ïóñòü Fq[X1, X2, . . . , Xm] � àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò m ïåðåìåííûõ

íàä Fq. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ Fq[X1, X2, . . . , Xm] ÷åðåç deg(f) îáîçíà-
÷èì ïîëíóþ åãî ñòåïåíü. Ïóñòü n = qm è r � öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî
0 ≤ r ≤ (q − 1)m. Ïóñòü òî÷êè P1, P2, . . . , Pn àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà AG(m, q) óïîðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíûì, íî ôèêñèðîâàííûì îáðàçîì.
Îáîáù¼ííûì êîäîì Ðèäà-Ìàëëåðà äëèíû n = qm è ïîðÿäêà r íàä Fq

íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî{(
f(P1), f(P2), . . . , f(Pn)

) ∣∣∣ f ∈ Fq[X1, X2, . . . , Xm], deg(f) ≤ r
}
.

Îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà äëèíû n = qm è ïîðÿäêà r íàä Fq ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç RM q(r,m). Êîä RM q(r,m) èìåþò ñëåäóþùèå ïàðàìåò-
ðû (ñì. [26], [27, òåîðåìà 5.5]):

(1) Äëèíà êîäà RM q(r,m) ðàâíà qm;
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(2) Ðàçìåðíîñòü êîäà RM q(r,m) ðàâíà

r∑
i=0

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)(
i− kq +m− 1

i− kq

)
; (1)

(3) Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà RM q(r,m) ðàâíî

(q − b)qm−a−1, (2)

ãäå r = (q − 1)a+ b è 0 ≤ b < q − 1.

Ïðè r ≤ (q− 1)m− 1 îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà RM q(r,m) ÿâëÿ-
åòñÿ ÷¼òíûì êîäîì.
Ïðè q = 2 è 0 ≤ r ≤ m îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì äâîè÷íûì êîäîì Ðèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r (ñì.
[27, ïðèìåð 5.4]).
Ïðè q = 2 îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà RM q(r,m) ïîðÿäêà r =

(q− 1)m− 2 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì äâîè÷íûì êîäîì Õýììèíãà è èìååò
ïàðàìåòðû [n = 2m, n−m− 1, 4].
Ïðè q ≥ 3 îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà RM q(r,m) ïîðÿäêà r =

(q − 1)m− 2 èìååò ïàðàìåòðû [n = qm, n−m− 1, 3]q (ñì. [13]).
Ïîðÿäîê êîäà, äâîéñòâåííîãî îáîáù¼ííîìó êîäó Ðèäà-Ìàëëåðà ïî-

ðÿäêà r = (q − 1)m− 2, ðàâåí 1 (ñì.[13]).
Îáîáù¼ííûå êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà RM q(r,m) ïîðÿäêà r = (q− 1)m− 2

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè 1-êâàçèñîâåðøåííûìè êîäàìè ñ ðàäèóñîì ïîêðû-
òèÿ 2 (ñì. [13]).
Èçâåñòíî, ÷òî îáîáù¼ííûå êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q−1)m−

2 ïðè q = 2 (ò.å. ðàñøèðåííûå äâîè÷íûå êîäû Õýììèíãà) ÿâëÿþòñÿ ïîë-
íîñòüþ ðåãóëÿðíûìè êîäàìè [12]. Â [13] óñòàíîâëåíî, ÷òî îáîáù¼ííûå
êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà ïîðÿäêà r = (q− 1)m− 2 ïðè q ≥ 3 òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ïîëíîñòüþ ðåãóëÿðíûìè.

3 Ðàçìåðíîñòè ÿäðà íåëèíåéíûõ 1-êâàçèñîâåðøåííûõ
êîäîâ

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöàH êîäà RM q((q−1)m−2,m) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìàòðèöó ðàçìåðîì (m+ 1)× qm, ñîäåðæàùóþ åäèíè÷íûé âåêòîð äëèíû
n = qm, ò.å. âåêòîð âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå, è ñîäåðæà-
ùóþ âñå òðàíñïîíèðîâàííûå âåêòîðû èç Fm

q âûñîòû m (ñì. [29]). Ïóñòü
H = [h1,h2, . . . ,hn], ãäå h1,h2, . . . ,hn � ñòîëáöû ìàòðèöû H. Ïóñòü
òî÷êè P1, P2, . . . , Pn àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà AG(m, q) ñîîòâåòñòâóþò
ñòîëáöàì h1,h2, . . . ,hn ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H è òàêæå ñîîòâåòñòâóþò
êîîðäèíàòàì i1, i2, . . . , in âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fn

q è ïóñòü ýòè ñîîò-
âåòñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûìè.
Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn

q . Íîñèòåëåì âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

supp(x) := {i | xi ̸= 0}.
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Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî q ≥ 3. Êàê áûëî îòìå÷åíî â
ðàçäåëå 2 ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà RM q((q − 1)m − 2,m) ðàâíî 3.
Êîäîâîå ñëîâî âåñà 3 êîäà RM q((q−1)m−2,m) áóäåì íàçûâàòü òðîéêîé.
Ïóñòü c = (c1, c2, . . . , cn) ÿâëÿåòñÿ òðîéêîé è ïóñòü supp(c) = {i, j, k}.
Òîãäà

(1) òðîéêà c ëåæèò íà ïðÿìîé l, åñëè {Pi, Pj , Pk} ⊆ l;
(2) ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû hi,hj ,hk ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å.

cihi + cjhj + ckhk = 0.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ òðîéêà êîäà RM q((q − 1)m − 2,m) ïðèíàäëåæèò
íóëåâîìó ïðîñòðàíñòâó ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H êîäà RM q((q − 1)m −
2,m), òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà AG(m, q) è ñòðóêòóðû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H îáîáù¼ííîãî êîäà
Ðèäà-Ìàëëåðà RM q((q − 1)m − 2,m) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ òðîéêà êîäà
RM q((q−1)m−2,m) ëåæèò íà íåêîòîðîé ïðÿìîé àôôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà AG(m, q).
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî òðîåê â êîäå RM q((q− 1)m− 2,m) êðàòíî ÷èñëó

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fq.
Ïðè q = 3 ëþáàÿ ïðÿìàÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà AG(m, q) ñîäåð-

æèò 3 òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè q = 3 íîñèòåëè òðîåê êîäà RM q((q −
1)m − 2,m) ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìûì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà AG(m, q).
Ïðè q = 3 è m = 2 îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà RM q((q−1)m−2,m)
ñîäåðæèò 24 òðîéêè, íîñèòåëè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò 12 ïðÿìûì àô-
ôèííîé ïëîñêîñòè AG(2, 3).
Ïóñòü i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà ÷åðåç Ri îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî, íà-

òÿíóòîå íà ìíîæåñòâî âñåõ òðîåê êîäà RM q((q − 1)m − 2,m), êîòîðûå
èìåþò 1 â i-é êîîðäèíàòå. Ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ëè-
íåéíîãî êîäà Ri ðàâíî 3.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü q ≥ 3, m ≥ 1 è n = qm. Òîãäà ïðè ëþáîì
i ∈ {1, 2, . . . , n} ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî êîäà Ri ðàâíà n − [m]q − 1, ãäå
[m]q ÿâëÿåòñÿ q-àíàëîãîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè q ≥ 3 êàæäàÿ ïðÿìàÿ àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà AG(m, q) ëåæèò â êîäå RM q((q− 1)m− 2,m) (ñì. [28, 29]).
Îáîáùåííûé êîä Ðèäà-ÌàëëåðàRM q((q−1)m−2,m) ïîðîæäàåòñÿ ñëîâà-
ìè ìèíèìàëüíîãî âåñà [29, 30]. Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå AG(m, q) ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäèò n−1

q−1 ïðÿìûõ, ïðè÷åì êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò q

òî÷åê. Äëÿ êàæäûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ïðÿìîé
ñóùåñòâóåò q− 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òðîåê, ëåæàùèõ íà ýòîé ïðÿìîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ëèíåéíûõ íåçàâèñèìûõ òðîåê, ïîðîæäàþùèõ Ri,
ðàâíî (q − 2)n−1

q−1 = n− [m]q − 1. �

Ïðè m = 1 îáîáùåííûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà RM q((q − 1)m − 2,m)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñøèðåííûé êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà, êîòîðûé èìååò
ïàðàìåòðû [q, q − 2, 3]q. [25, ãë. 10, �3].
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Ïðè m = 1 àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî AG(1, q) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, êîòî-
ðàÿ ñîäåðæèò q − 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òðîåê. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 1 ïðè m = 1

dim(RM q((q − 1)m− 2,m)) = dim(Ri) = q − 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè m = 1 êîä Ri ñîâïàäàåò ñ êîäîì Ðèäà-Ìàëëåðà
RM q((q − 1)m− 2,m).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü q ≥ 3, m ≥ 2, n = qm. Òîãäà ïðè ëþáîì i ∈
{1, 2, . . . , n} ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ Fn

q ðàçìåðíîñòè [m]q+1
òàêîå, ÷òî Ri ∩ L = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ïðè q ≥ 3, m ≥ 2 è ëþáîì i ∈
{1, 2, . . . , n} êîä Ri ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è èìååò ðàçìåðíîñòü n− [m]q−1.
Ïîñêîëüêó êàæäûé ëèíåéíûé êîä ìîæíî ñäåëàòü ñèñòåìàòè÷åñêèì [25,
ãë. 10, �7], òî íàéä¼òñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ Fn

q ðàçìåðíîñòè [m]q + 1
òàêîå, ÷òî Ri ∩ L = {0}. �

Ïóñòü L ⊆ Fn
q , dim(L) = [m]q + 1 è X � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êîîð-

äèíàò ïðîñòðàíñòâà L. Ïóñòü ϕ ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì èç
X â {1, 2, ..., [m]+1}. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûé 1-ñîâåðøåííûé q-è÷íûé

êîä C äëèíû [m]q + 1. Êîä Ĉ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì êîäà C â L, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(1) ñëîâî (c′1, c
′
2, . . . , c

′
n) ïðèíàäëåæèò Ĉ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò ñëîâî (c1, c2, . . . c[m]+1) ∈ C òàêîå, ÷òî

c′i =

{
cϕ(i), åñëè i ∈ X,

0, åñëè i /∈ X.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü q ≥ 3, m ≥ 2, n = qm. Ïóñòü Ri ∩ L = {0}. Ïóñòü
êîä Ĉ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàñøèðåííîãî 1-ñîâåðøåííîãî q-è÷íîãî êîäà
äëèíû [m]q + 1 â ïîäïðîñòðàíñòâî L. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}
ìíîæåñòâî

C′ =
(
(u+ v)

∣∣∣ u ∈ Ri,v ∈ Ĉ
)

ÿâëÿåòñÿ 1-êâàçèñîâåðøåííûì êîäîì ñ ïàðàìåòðàìè (n, qn−m−1, 3)q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ïðè ëþáîì i ∈ {1, 2, . . . , n} êîä
Ri ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è èìååò ðàçìåðíîñòü n − [m]q − 1. Ñëåäîâàòåëü-

íî, êîä Ri ñîäåðæèò qn−[m]q−1 ñëîâ äëèíû n = qm. Ëþáîé ðàñøèðåí-
íûé 1-ñîâåðøåííûé q-è÷íûé êîä äëèíû [m]q + 1 ñîäåðæèò q[m]q−m ñëîâ.

Ïîñêîëüêó êîä Ĉ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ðàñøèðåííîãî 1-ñîâåðøåííîãî q-

è÷íîãî êîäà â ïîäïðîñòðàíñòâî L, òî êîä Ĉ ñîäåðæèò q[m]q−m ñëîâ äëèíû
n = qm. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ïðè ëþáîì i ∈ {1, 2, . . . , n} ñóùåñòâóåò
ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ Fn

q ðàçìåðíîñòè [m]q + 1 òàêîå, ÷òî Ri ∩ L = {0}.
Òàêèì îáðàçîì, êîä C′ ñîäåðæèò qn−m−1 ñëîâ äëèíû n = qm.
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Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà C′ ðàâíî 3. Â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 2 ìû ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîä Ri ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-
ìàòè÷åñêèì è Ri∩L = {0}. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå n− [m]q−1
êîìïîíåíòîâ ëþáîãî âåêòîðà èç L ðàâíû 0. Òîãäà ëþáîå êîäîâîå ñëîâî
èç C′ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(u|v) + (0|w),

ãäå (·|·) îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ, (u|v) ∈ Ri, (0|w) ∈ L. Ïîñêîëüêó
êîä Ri ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì, òî âåêòîð u îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò

âåêòîð v. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëîâ (0|w) è (0|w′) èç êîäà Ĉ
òàêèõ, ÷òî w ̸= w′ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

d
(
((u|v) + (0|w), (u|v) + (0|w′)

)
≥ 3.

Ïóñòü d(u,u′) = 1, òîãäà d(v,v′) ≥ 2, òàê êàê ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
êîäà Ri ðàâíî 3. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

d
(
(u|v) + (0|w), (u′|v′) + (0|w)

)
≥ 3.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà d(u,u′) = 2. Òàêèì îáðàçîì,
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà C′ ðàâíî 3.
Ïîñêîëüêó ëþáîé ðàñøèðåííûé 1-ñîâåðøåííûé q-è÷íûé êîä ÿâëÿþò-

ñÿ 1-êâàçèñîâåðøåííûì êîäîì è ïîäïðîñòðàíñòâî L ðàçáèâàåò ïðîñòðàí-
ñòâî Fn

q íà ñìåæíûå êëàññû, òî ðàäèóñ ïîêðûòèÿ êîäà C′ ðàâåí 2. �
Òåîðåìà 2. Ïóñòü q ≥ 3, q � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò 1-
êâàçèñîâåðøåííûé êîä C′ ñ ïàðàìåòðàìè (n = qm, qn−m−1, 3)q è ðàíãîì
n−m− 1 + s òàêîé, ÷òî:

(1) dim(ker(C′)) = n− [m]q + qm−1 − 2, åñëè m ≥ 3, s = 1,
(2) dim(ker(C′)) = n−[m]q+(q−1)s−1qm−s−1, åñëè m ≥ 4, m ≥ s > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [31] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè q ≥ 3, q � ïðîñòîå ÷èñëî,
òî ñóùåñòâóåò 1-ñîâåðøåííûé êîä äëèíû [m]q ñ ðàíãîì [m]q − m + s è
ÿäðîì ðàçìåðíîñòè:

(1) qm−1 − 1, åñëè m ≥ 3, s = 1,
(2) (q − 1)s−1qm−s, åñëè m ≥ 4, s > 1.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî rank(Ri) = dim(ker(Ri)) = n − [m]q − 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé
ðåçóëüòàò. �
Òåîðåìà 3. Ïóñòü q = pr, r > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò 1-êâàçèñîâåðøåííûé
êîä C′ ñ ïàðàìåòðàìè (n = qm, qn−m−1, 3)q è ðàíãîì n−m−1+ s (êðîìå
m = 2 è q = 4) òàêîé, ÷òî:

(1) dim(ker(C′)) = n− [m]q + (q − 2)[m− 1]q − 1, åñëè m ≥ 2, s = 1,
(2) dim(ker(C′)) = n− [m]q + (q − 3)[m− 1]q − 1, åñëè m ≥ 3, s = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [31] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè q = pr, r > 1, òî ñóùå-
ñòâóåò 1-ñîâåðøåííûé q-è÷íûé êîä äëèíû [m]q ñ ðàíãîì [m]q − m + s
(êðîìå m = 2 è q = 4) è ÿäðîì ðàçìåðíîñòè:
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(1) (q − 2)[m− 1]q, åñëè m ≥ 2, s = 1,
(2) (q − 3)[m− 1]q, åñëè m ≥ 3, s = 2.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �
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