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Abstract: The local existence and uniqueness of a strong solution
to inhomogeneous boundary value problem for the reaction–diffu-
sion–convection equation with variable coefficients is proved and
its apriory estimate is obtained. For the boundary value problem
under consideration, a control problem is studied for which an
optimality system is derived.
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1 Введение. Постановка краевой задачи

Настоящая работа продолжает исследования статьи [1], в которой до-
казано глобальное существование слабого решения следующей краевой
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задачи, рассматриваемой в ограниченной области Ω ⊂ R3 с границей Γ:

−div(λ(φ)∇φ) + k(φ,x)φ+ u · ∇φ = f в Ω, φ = ψ на Γ. (1)

Здесь φ – концентрация (загрязняющего) вещества, u – заданный век-
тор скорости, λ(φ) > 0 – коэффициент диффузии, k(φ,x) ≥ 0 – коэф-
фициент реакции, x ∈ Ω, f – объемная плотность источников вещества.

На задачу (1) при заданных функциях λ,u, k, f и ψ будем ссылаться
ниже, как на задачу 1.

В [1] так же установлен принцип максимума и минимума для концен-
трации φ и на слабых решениях задачи 1 доказана разрешимость задачи
управления, роль управления в которой играет граничная функция ψ.

В данной работе доказывается локальное существование и единствен-
ность сильного решения задачи 1 и выводится его априорная оценка.
Здесь отметим отсутствие требования ограниченности по соответству-
ющей Lp–норме коэффициента реакции k(φ, ·), используемого в [2], что
позволяет рассматривать часто встречающиеся на практике степенные
коэффициенты реакции. Ранее подобные априорные оценки выводились
для однородных краевых задач (см. [3, 4]).

Используя подход [5], для рассматриваемой задачи управления выво-
дится система оптимальности и устанавливаются достаточные условия
ее регулярности.

В дополнение к [1, 3, 4, 5] отметим работы [6, 7, 8, 9], посвященные
исследованию краевых и экстремальных задач для моделей реакции–
диффузии–конвекции с переменными коэффициентами, а также статьи
[10, 11, 12, 13], содержащие результаты аналогичных исследований для
ряда близких моделей. Здесь же отметим работы [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 26, 27, 28], в которых исследованы краевые задачи и зада-
чи управления для моделей тепломассопереноса, обобщающих прибли-
жение Буссинеска. Так же отметим работы [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36],
посвященные сложным реологическим моделям динамики жидкости.

2 Слабое решение краевой задачи и его свойства

Ниже мы будем использовать пространства Соболева Hs(D), s ∈ R,
H0(D) ≡ L2(D), где D обозначает область Ω или ее границу Γ. Соответ-
ствующие пространства вектор–функций будем обозначать как Hs(D)3

и L2(D)3. Скалярные произведения и нормы в пространствах Hs(D) и
Hs(D)3 или в L2(D) и L2(D)3 обозначаются как (·, ·)s,D и ∥ · ∥s,D или
(·, ·)D и ∥ · ∥D. Через ∥ · ∥1,Ω и | · |1,Ω обозначим норму и полунорму в
H1(Ω) или H1(Ω)3.

Введем функциональное пространство для вектора скорости u:

Z = {v ∈ L4(Ω)3 : divv = 0 в Ω}

и функциональное множество

Lq(D) = {h ∈ Lq(D) : h ≥ 0 п.в. в D}, 1 ≤ q ≤ ∞.
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Для произвольного гильбертова пространства H через H∗ обозначим
сопряженное к нему пространство.

Пусть выполняются следующие условия:
(H.2.1) Ω – ограниченная область в пространстве R3 с границей Γ ∈

C0,1;
(H.2.2) f ∈ L2(Ω)3, u ∈ Z, ψ ∈ H1/2(Γ);
(H.2.3) для любой функции w ∈ H1(Ω) справедливо вложение k(w, ·) ∈

Lp
+(Ω) для любого p ≥ 5/3, где p не зависит от w; и на любом шаре

Br = {w ∈ H1(Ω) : ∥w∥1,Ω ≤ r} радиуса r выполняется неравенство:

∥k(w1, ·)− k(w2, ·)∥Lp(Ω) ≤ L∥w1 − w2∥L4(Ω) ∀w1, w2 ∈ H1(Ω).

Здесь константа L зависит от r, но не зависит от w1, w2 ∈ Br;
(H.2.4) нелинейность k(φ, ·)φ является монотонной в следующем смыс-

ле:
(k(φ1, ·)φ1 − k(φ2, ·)φ2, φ1 − φ2) ≥ 0 ∀φ1, φ2 ∈ H1(Ω);

(H.2.5) функция k(φ, ·) ограничена в том смысле, что существуют по-
ложительные константы A и B, зависящие от k, такие, что

∥k(φ, ·)∥Lp(Ω) ≤ A∥φ∥r1,Ω +B для всех φ ∈ H1(Ω) при p ≥ 5/3, r ≥ 0.

(H.2.6) функция λ(τ) – непрерывная при τ ∈ R и существуют поло-
жительные константы λmin и λmax такие, что

0 < λmin ≤ λ(τ) ≤ λmax ∀τ ∈ R.

Отметим, что условия (H.2.3)–(H.2.5) описывают оператор, действую-
щий из H1(Ω) в Lp(Ω), где p ≥ 5/3 (подробно см. в [9]).

Напомним также, что по теореме вложения Соболева, пространства
H1(Ω) и H1(Ω)3 вкладываются, соответственно, в Ls(Ω) и Ls(Ω)3 непре-
рывно при s ≤ 6 и компактно при s < 6, а также с некоторой константой
Cs, зависящей от s и Ω, справедливы оценки:

∥h∥Ls(Ω) ≤ Cs∥h∥1,Ω ∀h ∈ H1(Ω),

∥v∥Ls(Ω)3 ≤ Cs∥v∥1,Ω ∀v ∈ H1(Ω)3. (2)
Справедлива следующая техническая лемма (подробно см. в [37, 38]).

Лемма 1. Пусть выполняются условия (H.2.1) и (H.2.6), k0 ∈ Lq
+(Ω),

q ≥ 5/3, u ∈ Z, тогда существуют положительные константы δ, γ,
зависящие от Ω или от Ω и p, с которыми выполняются следующие
соотношения:

|(λ(c)∇h,∇η) ≤ λmax∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω,
|(u · ∇h, η)| ≤ γ∥u∥L4(Ω)3∥h∥1,Ω∥η∥L4(Ω) ∀c, h, η ∈ H1(Ω), (3)

|(k0h, η)| ≤ γp∥k0∥Lp(Ω)∥h∥1,Ω, ∥η∥1,Ω, ∀h, η ∈ H1(Ω), p ≥ 5/3, (4)

(u · ∇h, h) = 0, (∇h,∇h) ≥ δ∥h∥21,Ω,

(λ(η)∇h,∇h) ≥ λ∗∥h∥21,Ω, λ∗ = δλmin ∀η ∈ H1(Ω), h ∈ H1
0 (Ω). (5)
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Будем использовать следующую лемму о лифтинге концентрации φ
(см. [38]).

Лемма 2. При выполнении условия (H.2.1) для любой функции ψ ∈
Hs(Γ), s ≥ 1/2, существует такая функция φ0 ∈ Hs+1/2(Ω), что

φ0|Γ = ψ, ∥φ0∥s+1/2,Ω ≤ CΓ,s∥ψ∥s,Γ. (6)

Здесь CΓ – константа, зависящая от Ω и от s.

Умножим уравнение в (1) на функцию h ∈ H1
0 (Ω) и проинтегрируем по

Ω. Применив формулу Грина, приходим к слабой формулировке задачи
1:

(λ(φ)∇φ,∇h) + (u · ∇φ, h) + (k(φ,x)φ, h) = (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω),

φ = ψ на Γ. (7)

Определение 1. Функцию φ ∈ H1(Ω), удовлетворяющую (7), назовем
слабым решением задачи 1.

Справедлива следующая теорема [1].

Теорема 1. Пусть выполняются условия (H.2.1)–(H.2.6). Тогда суще-
ствует слабое решение φ ∈ H1(Ω) задачи 1 и справедлива априорная
оценка

∥φ∥1,Ω ≤Mφ ≡ C∗(λmaxCΓ∥ψ∥1/2,Γ +Ml) + CΓ∥ψ∥1/2,Γ. (8)

Здесь

Ml ≡ ∥f∥Ω + CΓ[γ∥u∥L4(Ω)3 + γp(AC
r
Γ∥ψ∥r1/2,Γ +B)]∥ψ∥1/2,Γ.

Пусть выполняется условие:
(H.2.7) fmin ≤ f ≤ fmax п.в. в Ω, ψmin ≤ ψ ≤ ψmax п.в. на Γ.
Здесь fmin, fmax, ψmin, ψmax – неотрицательные числа.
Будем считать, что коэффициент реакции имеет следующий вид:
(H.2.8) k(φ,x) = a(x)k1(φ), где k1(·) : R → R+ – непрерывная функ-

ция, a(x) ∈ L∞(Ω), причем 0 < amin ≤ a(x) ≤ amax < ∞ п.в. в Ω и
функциональные уравнения

k1(s) s = fmax/amin, s ∈ (0,+∞), (9)

k1(t) t = fmin/amax, t ∈ (0,+∞) (10)
имеют, по крайней мере, по одному (положительному) корню s∗ и t∗.

Справедлива следующая теорема [1].

Теорема 2. Пусть выполняются условия (H.2.1)–(H.2.8). Тогда для кон-
центрации φ справедлив следующий принцип максимума и минимума:

m ≤ φ ≤M п.в. в Ω,

M = max{ψmax,M1}, m = min{ψmin,m1}. (11)
Здесь M1 – минимальный (положительный) корень уравнения (9), а m1

– максимальный (положительный) корень уравнения (10).
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Замечание 1. Для степенных коэффициентов реакции параметры
M1 и m1 легко вычисляются. Например, для k(φ) = |φ| получаем, что
M1 = f

1/2
max и m1 = f

1/2
min.

3 Существование и единственность сильного решения

В данном разделе докажем локальное существование и единствен-
ность сильного решения задачи 1 и получим его априорную оценку.

Пусть выполняются следующие условия:
(H.3.1) Ω – ограниченная область в пространстве R3 с границей Γ ∈

C2;
(H.3.2) функция λ принадлежит C1, причем

λmin ≤ λ(s) ≤ λmax, λ′min ≤ λ′(s) ≤ λ′max ∀s ∈ R,

где λmin, λmax, λ′min, λ
′
max – положительные числа;

(H.3.3) условие (H.2.3) выполняется при d ≥ 2 (вместо d ≥ 3/2) и
справедлива следующая оценка:

∥k(φ, ·)∥Ld(Ω) ≤ Ck∥φ∥r2,Ω ∀φ ∈ H2(Ω), d ≥ 2, r ≥ 1,

где Ck – положительная константа, зависящая от функции k, параметра
d и Ω;

(H.3.4) f ∈ L2(Ω), ψ ∈ H3/2(Γ).

Определение 2. Функцию φ ∈ H2(Ω), удовлетворяющую уравнению
в (1) п.в. в Ω и граничному условию в (1) п.в. на Γ, назовем сильным
решением задачи 1.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (H.3.1)–(H.3.4) и условия ма-
лости

C ′
0(λ

′
maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+λ′maxr+ ∥u∥L4(Ω)3 +aCk(r

s+Cs
Γ∥ψ∥s3/2,Γ)) ≤ λmin/2,

C ′
1λ

′
maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ + aC ′

1CkCΓ∥ψ∥3/2,Γrs−1 ≤ λmin/4, s ≥ 1. (12)
Здесь

r = (4/λmin)(∥f∥Ω + C ′
1[CΓ∥u∥L4(Ω)3∥ψ∥3/2,Γ + λmaxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+

+aCkC
s+1
Γ ∥ψ∥s+1

3/2,Γ + λ′maxC
2
Γ∥ψ∥23/2,Γ]). (13)

Тогда существует сильное решение φ ∈ H2(Ω) задачи 1 такое, что

−div(λ(φ)∇φ) + u · ∇φ+ k(φ, ·)φ = f п.в. в Ω, φ = ψ на Γ (14)

и справедлива априорная оценка:

∥φ∥2,Ω ≤M0
φ ≡ r + CΓ∥ψ∥3/2,Γ. (15)

Здесь C0, C ′
1 – положительные константы, зависящие от Ω.
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Замечание 2. В формулировке теоремы 3 и ниже мы полагаем CΓ ≡
CΓ,3/2 (см. лемму 2), чтобы не усложнять и без того сложную систему
обозначений.

Доказательство. Сильное решение φ задачи 1 будем так же искать в
виде

φ = φ̃+ φ0, (16)
где φ0 ∈ H2(Ω) – функция из леммы 2, а φ̃ ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω) – неизвестная
функция.

Подставим (16) в уравнение в (14). Получим

−div(λ(φ̃+φ0)∇(φ̃+φ0))+u ·∇(φ̃+φ0)+k(φ̃+φ0, ·)(φ̃+φ0) = f п.в. в Ω.
(17)

Рассмотрим далее линейный аналог задачи (17):

−div(λ(c+φ0)∇(φ̃+φ0))+u ·∇(φ̃+φ0)+k(c+φ0, ·)(φ̃+φ0) = f п.в. в Ω,
(18)

где c ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) – заданная функция.

Существование сильного решения задачи (18) при выполнении усло-
вий (H.3.1)–(H.3.4) вытекает из свойства эллиптической регулярности
(см. [39]). Другими словами, слабое решение φ̃ ∈ H1

0 (Ω) задачи (18) яв-
ляется его сильным решением из пространства H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), так что
(18) выполняется п.в. в Ω.

Умножим уравнение в (18) на функцию h ∈ L2(Ω) и проинтегрируем
по Ω. Получим

−(div(λ(c+ φ0)∇(φ̃+ φ0), h) + (k(c+ φ0, ·)(φ̃+ φ0), h)+

+(u · ∇φ̃, h) = (f, h)− (u · ∇φ0, h) ∀h ∈ L2(Ω). (19)
Используя равенство

div(λ(c+ φ0)∇(φ̃+ φ0)) =

= λ(c+ φ0)∆φ̃+ λ(c+ φ0)∆φ0 +∇λ(c+ φ0) · ∇(φ̃+ φ0) =

= λ(c+ φ0)∆φ̃+ λ(c+ φ0)∆φ0 + λ′(c+ φ0)∇(c+ φ0) · ∇(φ̃+ φ0) =

= λ(c+ φ0)∆φ̃+ λ(c+ φ0)∆φ0+

+λ′(c+ φ0)(∇c · ∇φ̃+∇c · ∇φ0 +∇φ0 · ∇φ̃+∇φ0 · ∇φ0), (20)
перепишем (19) в следующем виде:

−(λ(c+φ0)∆φ̃, h)−(λ(c+φ0)∆φ0, h)+(k(c+φ0, ·)(φ̃+φ0), h)+(u·∇φ̃, h) =
= (λ′(c+ φ0)(∇c · ∇φ̃+∇c · ∇φ0 +∇φ0 · ∇φ̃+∇φ0 · ∇φ0), h)+

+(f, h)− (u · ∇φ0, h) ∀h ∈ L2(Ω). (21)
Равенство (21) определяет отображение G : H2(Ω)∩H1

0 (Ω) → H2(Ω)∩
H1

0 (Ω) действующее по формуле G(c) = φ̃ для любой функции c ∈
H2(Ω)∩H1

0 (Ω). При этом функция φ̃ ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) является сильным

решением задачи (21).
Полагая h = ∆φ̃ в (21), приходим к равенству

−(λ(c+ φ0)∆φ̃,∆φ̃)− (λ(c+ φ0)∆φ0,∆φ̃)+
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+(k(c+ φ0, ·)(φ̃+ φ0),∆φ̃) + (u · ∇φ̃,∆φ̃) =

= (λ′(c+ φ0)(∇c · ∇φ̃+∇c · ∇φ0 +∇φ0 · ∇φ̃+∇φ0 · ∇φ0),∆φ̃)+

+(f,∆φ̃)− (u · ∇φ0,∆φ̃). (22)

Из условия (H.3.3) вытекает оценка:

∥k(c+ φ0, ·)∥Ω ≤ Ck∥c+ φ0∥s2,Ω ≤ aCk(∥∆c∥sΩ + Cs
Γ∥ψ∥s3/2,Γ), s ≥ 1,

где константа a зависит от Ω и от s.
С учетом последней оценки из (22) выводим неравенство:

λmin∥∆φ̃∥Ω ≤

C ′
0(λ

′
maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+λ′max∥∆c∥Ω+∥u∥L4(Ω)3+aCk(∥∆c∥sΩ+Cs

Γ∥ψ∥s3/2,Γ))∥∆φ̃∥Ω+

+∥f∥Ω + C ′
1[CΓ∥u∥L4(Ω)3∥ψ∥3/2,Γ + λmaxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+

+aCkC
s+1
Γ ∥ψ∥s+1

3/2,Γ + λ′maxC
2
Γ∥ψ∥23/2,Γ+

+λ′maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ∥∆c∥Ω + aCkCΓ∥ψ∥3/2,Γ∥∆c∥sΩ], s ≥ 1. (23)

Здесь C ′
0 и C ′

1 – положительные константы, зависящие от Ω и Γ.
При выполнении условий в (12) с учетом обозначения (13) из (23)

приходи к оценке:

(1/2)∥∆φ̃∥Ω ≤ (1/4)r + (1/4)r, (24)

из которой явно вытекает, что оператор G переводит ограниченное за-
мкнутое множество

B = {c ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) : ∥∆c∥Ω ≤ r} (25)

в себя при конкретном значении r, определенном в (13).
Тем самым, при условиях малости (12) оператор G отображает мно-

жество B определенное в (25) в себя. Как и в [26] имеем, что оператор
G непрерывен и компактен на множестве B. Тогда из теоремы Шаудера
следует, что оператор G имеет неподвижную точку φ̃ = G(φ̃), для кото-
рой справедлива оценка ∥φ̃∥2,Ω ≤ r. Тогда функция φ = φ̃+φ0 является
сильным решением задачи 1 и для нее справедлива априорная оценка
(15). □

Наконец, мы докажем единственность “малого” сильного решения φ
задачи 1.

Пусть выполняется следующее условие:
(H.3.5) функции λ и λ′ – непрерывны по Липшицу и с положительны-

ми константами Lλ и L′
λ справедливы неравенства:

|λ(s1)− λ(s2)| ≤ Lλ|s1 − s2|, |λ′(s1)− λ′(s2)| ≤ L′
λ|s1 − s2| ∀s1, s2 ∈ R.

Справедлива следующая теорема о единственности “малого” по норме
пространства H2(Ω) сильного решения задачи 1.
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Теорема 4. Пусть выполняются условия (H.3.1)–(H.3.5). Тогда суще-
ствует положительное число ε > 0 такое, что если существует силь-
ное решение φ ∈ H2(Ω) задачи 1 и справедливо неравенство:

∥φ∥2,Ω + ∥u∥L4(Ω)3 < ε,

то такое решение единственно.

Доказательство. Умножим уравнение в (14) на функцию h ∈ L2(Ω) и
проинтегрируем по Ω. Получим

−(div(λ(φ)∇φ), h) + (k(φ, ·)φ, h) + (u · ∇φ, h) = (f, h) ∀h ∈ L2(Ω). (26)

Используя равенство

div(λ(φ)∇φ) = λ(φ)∆φ+∇λ(φ) ·∇φ = λ(φ)∆φ+λ′(φ)∇φ ·∇φ в Ω, (27)

перепишем (26) в следующем виде:

−(λ(φ)∆φ, h) + (k(φ, ·)φ, h) + (u · ∇φ, h) =

= (λ′(φ)∇φ · ∇φ, h) + (f, h) ∀h ∈ L2(Ω). (28)

Пусть существуют два решения φi ∈ H2(Ω), i = 1, 2, уравнения (28), где
φi = ψ на Γ. Из [3] вытекает, что их разность φ = φ1−φ2 ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω)
удовлетворяет соотношению:

−(λ(φ1)∆φ, h) = (λ′(φ1)∇φ1 · ∇φ, h)− (k(φ1, ·)φ, h)− (u · ∇φ, h)+

+((λ′(φ1)− λ′(φ2))∇φ1 + λ′(φ2)∇φ) · ∇φ2, h)+

+((λ(φ1)− λ(φ2))∆φ2, h)− (k(φ1, ·)− k(φ2, ·), φ2h) ∀h ∈ L2(Ω). (29)

Полагая h = ∆φ в (29) и учитывая свойства (H.3.2), (H.3.5), приходим
к неравенству:

λmin∥∆φ∥2Ω ≤ C ′
1[λ

′
max∥φ1∥2,Ω∥∆φ∥2Ω+Ck∥φ1∥r2,Ω∥∆φ∥2Ω+∥u∥L4(Ω)3∥∆φ∥2Ω+

+L′
λ∥φ1∥2,Ω∥φ2∥2,Ω∥∆φ∥2Ω + λ′max∥φ1∥2,Ω∥∆φ∥2Ω + Lλ∥φ1∥2,Ω∥∆φ∥2Ω+

+L∥φ2∥2,Ω∥∆φ∥2Ω]. (30)

Здесь C ′
1 – положительная константа, зависящая от Ω.

Из (30) вытекает, что если

C ′
1[λ

′
max∥φ1∥2,Ω + Ck∥φ1∥r2,Ω + ∥u∥L4(Ω)3+

+L′
λ∥φ1∥2,Ω∥φ2∥2,Ω + λ′max∥φ1∥2,Ω + Lλ∥φ1∥2,Ω + L∥φ2∥2,Ω] < λmin,

то ∥∆φ∥Ω = 0 или φ1 = φ2. □
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4 Постановка и разрешимость задачи управления

В данном разделе для задачи 1 рассмотрим задачу управления. Роль
управлений играют функции f и ψ, которые могут изменяться в неко-
торых множествах K1 и K2, соответственно. Положим K = K1 × K2,
u = (f, ψ), введем функциональное пространство Y = H−1(Ω)×H1/2(Γ)
и определим оператор Φ = (Φ1,Φ2) : H

1(Ω) ×K → Y , действующий по
формулам:

⟨Φ1(φ, f), h⟩ = (λ(φ)∇φ,∇h) + (k(φ, ·)φ, h)+

+((u · ∇)φ, h)− (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω)

Φ2(φ,ψ) = φ|Γ − ψ ∈ H1/2(Γ) (31)

и перепишем слабую формулировку задачи 1 в виде Φ(φ, u) = 0.
Рассматривая это равенство как условное ограничение на состояние

φ ∈ H1(Ω) и управления f ∈ K1 и ψ ∈ K2, сформулируем задачу услов-
ной минимизации:

J(φ,ψ) :=
µ0
2
I(φ) +

µ1
2
∥f∥2Ω +

µ2
2
∥ψ∥21/2,Γ → min,

Φ(φ, u) = 0, (φ, u) ∈ H1(Ω)×K,
(32)

где I : H1(Ω) → R — слабо полунепрерывный снизу функционал.
Через

Zad := {(φ, u) ∈ H1(Ω)×K : Φ(φ, u) = 0 и J(φ, u) <∞}

обозначим множество допустимых пар задачи (32) и предположим, что
выполняются следующие условия:

(H.4.1) K1 ⊂ L2(Γ) и K2 ⊂ H1/2(Γ) – непустые выпуклые замкнутые
множества;

(H.4.2) µ0 > 0, µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0 и K1, K2 – ограниченные множества, или
µi > 0, i = 0, 1, 2, и функционал I ограничен снизу.

Ниже приведем примеры функционалов качества:

I1(φ) := ∥φ− φd∥2Q, I2(φ) := ∥φ− φd∥21,Q.

Здесь φd ∈ L2(Q) (или φd ∈ H1(Q)) – заданные в подобластиQ ⊂ Ω функ-
ции.

Справедлива следующая теорема [1].

Теорема 5. Пусть выполняются условия (H.2.1)–(H.2.6) и (H.4.1), (H.4.2),
функционал I : H1(Ω) → R слабо полунепрерывен и множество допу-
стимых пар Zad не пусто. Тогда задача (32) имеет, по крайней мере,
одно решение (φ, u) ∈ H1(Ω)×K.
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5 Вывод системы оптимальности

В этом разделе мы выведем систему оптимальности для задачи управ-
ления (32) при конкретных коэффициентах диффузии и реакции:

λ(t) =
1

1 + t2
+ 1, k(t) = t2, t ∈ R.

Через λ′(t) обозначим первую производную функции λ(t), t ∈ R. Ясно,
что

λ′(t) =
−2t

(1 + t2)2
,

|λ′(φ)| ≤ λ′max п.в. в Ω ∀φ ∈ H1(Ω), λ′max = 1.

Рассмотрим производную Фреше от оператора F : H1(Ω)×K → Y ≡
H−1(Ω)×H1/2(Γ) по состоянию φ в точке локального минимума (φ̂, û) =

(φ̂, f̂ , ψ̂) задачи (32). Дополнительно будем считать, что ∇φ̂ ∈ L4(Ω)3.
(Данное условие заведомо выполняется для сильного решения задачи 1,
см. разд. 3).

Указанная производная есть линейный непрерывный оператор

F ′
φ(φ̂, û) : H

1(Ω) → Y,

ставящий каждому элементу h ∈ H1(Ω) элемент F ′
φ(φ̂, û)h = (ŷ1, ŷ2) ∈ Y .

Здесь ŷ1 ∈ H−1(Ω) и ŷ2 ∈ H1/2(Γ) определяются по функциям φ̂ и τ
из следующих соотношений:

⟨ŷ1, τ⟩ = (λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h) + (λ(φ̂)∇τ,∇h)+
+3(φ̂2τ, h) + (u · ∇τ, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω),

ŷ2 = τ |Γ. (33)
Через F ′

φ(φ̂, û)
∗ : Y ∗ → H1(Ω)∗ обозначим оператор, сопряженный к

F ′
φ(φ̂, û).
В соответствии с общей теорией гладко-выпуклых экстремальных за-

дач [40], введем элемент y∗ = (θ, ζ) ∈ Y ∗ = H1
0 (Ω)×H−1/2(Γ), на который

будем ссылаться, как на сопряженное состояние и введем Лагранжиан
L : H1(Ω)×K × R× Y ∗ → R по формуле

L(φ, u, λ0,y∗) = λ0J(φ, u) + ⟨y∗, F (φ, u)⟩Y ∗×Y ≡ λ0J(φ, u)+

+⟨F1(φ, u), θ⟩+ ⟨ζ, F2(φ)⟩Γ. (34)
Справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Пусть выполняются условия (H.2.1), (H.2.2) и (H.4.1), (H.4.2),
при этом

λ(φ) = 1/(1 + φ2) + 1, k(φ) = φ2

и элемент (φ̂, û) ∈ H1(Ω) ×K – точка локального минимума в задаче
(32), при этом ∇φ̂ ∈ L4(Ω)3.

Пусть так же функционал качества I : X → R непрерывно диффе-
ренцируем по Фреше по состоянию φ в точке φ̂.

Тогда:
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1) существует ненулевой множитель Лагранжа

(λ0,y
∗) = (λ0, θ, ζ) ∈ R+ × Y ∗,

с которым справедливо уравнение Эйлера–Лагранжа

F ′
φ(φ̂, û)

∗y∗ = −λ0J ′
φ(φ̂, û) в H1(Ω)∗,

эквивалентное соотношению

(λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇θ) + (λ(φ̂)∇τ,∇θ) + 3(φ̂2τ, θ) + (u · ∇τ, θ)+

+⟨ζ, τ⟩Γ = −λ0(µ0/2)⟨I ′φ(φ̂), τ⟩) ∀τ ∈ H1(Ω) (35)
и справедлив принцип минимума

L(φ̂, û, λ0,y∗) ≤ L(φ̂, u, λ0,y∗) ∀u ∈ K

эквивалентный неравенствам

λ0µ1(f̂ , f − f̂)− (f − f̂ , θ) ≥ 0 ∀f ∈ K1, (36)

λ0µ2(ψ̂, ψ − ψ̂)1/2,Γ + ⟨ζ, ψ − ψ̂⟩Γ ≥ 0 ∀ψ ∈ K2. (37)
2) Если, к тому же, выполняется условие:

λ′maxC̃1∥∇φ̂∥L4(Ω)3 < λ∗, (38)

где C̃1 – положительная константа, зависящая от Ω, то нетривиаль-
ный множитель Лагранжа (λ0,y

∗), удовлетворяющий (35)–(37), явля-
ется регулярным, т.е. имеет вид (1,y∗) и определяется единственным
образом по паре (x̂, û).

Доказательство. Согласно [40, гл. 2], для доказательства существова-
ния множителя Лагранжа (λ0,y

∗) достаточно показать, что оператор

F ′
φ(φ̂, û) : H

1(Ω) → Y

является Фредгольмовым. В силу (33), оператор F ′
φ(φ̂, û) : H

1(Ω) → Y
можно представить в виде

F ′
φ = Φ+ Φ̂ ≡ (Φ1,Φ2) + (Φ̂1, 0).

Здесь
Φ2(τ) = τ |Γ,

а операторы Φ1 и Φ̂1 : H
1(Ω) → Y определяются по формулам

⟨Φ1(τ), h⟩ = (λ(φ̂)∇τ,∇h) + 3(φ̂2τ, h) + (u · ∇τ, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω),

⟨Φ̂1(τ), h⟩ = (λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h) ∀h ∈ H1
0 (Ω). (39)

Покажем, что оператор Φ = (Φ1,Φ2) : H1(Ω) → Y – изоморфизм.
Для этого следует доказать, что для любой пары (f, ψ) ∈ Y существует
единственное решение τ ∈ H1(Ω) линейной задачи

(λ(φ̂)∇τ,∇h) + 3(φ̂2τ, h) + (u · ∇τ, h) = ⟨f, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω), (40)

τ = ψ на Γ. (41)
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Решение задачи (40), (41) будем искать в виде

τ = τ̃ + τ0. (42)

Здесь τ0 ∈ H1(Ω) – функция лифтинга из леммы 2, а τ̃ ∈ H1
0 (Ω) –

неизвестная функция.
Подставляя (42) в (40), получим

(λ(φ̂)∇τ̃ ,∇h) + 3(φ̂2τ̃ , h) + (u · ∇τ̃ , h) = ⟨f̃ , h⟩ ≡

≡ ⟨f, h⟩ − (λ(φ̂)∇τ0,∇h)− 3(φ̂2τ0, h)− (u · ∇τ0, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω), (43)

Из теоремы Лакса–Мильграма и лемм 1 и 2 вытекает существование
решения τ̃ ∈ H1

0 (Ω) задачи (43), для которого справедлива оценка:

∥τ̃∥1,Ω ≤ C∗∥f̃∥−1,Ω ≡

≡ C∗(∥f∥−1,Ω + CΓ∥ψ∥1/2,Γ(λmax + 3∥φ̂∥2L4(Ω) + γ∥u∥L4(Ω)3)). (44)

В таком случае, существует решение τ = τ̃ + τ0 задачи (40), для кото-
рого справедлива оценка:

∥τ∥1,Ω ≤ C∗∥f̃∥−1,Ω + CΓ∥ψ∥1/2,Γ. (45)

Пусть τ1 и τ2 – два решения задачи (40), (41). Тогда разность τ =
τ1 − τ2 ∈ H1

0 (Ω) удовлетворяет соотношениям

(λ(φ̂)∇τ,∇h) + 3(φ̂2h, τ) + (u · ∇τ, h) = 0 ∀h ∈ H1
0 (Ω), (46)

τ = 0 на Γ. (47)
Полагая h = τ в (46), приходим к равенству

(λ(φ̂)∇τ,∇τ) + 3(φ̂2τ, τ) = 0,

из которого в силу (5) вытекает, что τ = 0 или τ1 = τ2 в Ω. В таком
случае, оператор Φ : H1(Ω) → Y – сюръективен и обратим. Тогда по
теореме Банаха он является изоморфизмом.

Покажем, что оператор Φ̂ = (Φ̂1, 0) : H
1(Ω) → Y , определенный фор-

мулой (39), является непрерывным и компактным. Поскольку простран-
ство H1(Ω) непрерывно и компактно вкладывается в Lp(Ω), где p < 6,
то указанный факт вытекает из следующей оценки:

|(λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h)| ≤ λ′max∥τ∥L4(Ω)∥∇φ̂∥L4(Ω)3∥∇h∥L2(Ω)3 ,

В таком случае, оператор F ′
φ(φ, u) : H

1(Ω) → Y – Фредгольмов, как сум-
ма изоморфизма Φ : H1(Ω) → Y и непрерывного компактного оператора
Φ̂ : H1(Ω) → Y .

Для доказательства второго утверждения теоремы 6 достаточно по-
казать, что однородное уравнение (35) (при λ0 = 0) имеет только три-
виальное решение y∗ = (θ, ζ) ≡ 0. Предположим противное, т.е., что су-
ществует по крайней мере одно нетривиальное решение y∗ = (θ, ζ) ∈ Y ∗

уравнения (35) при λ0 = 0, где элементы φ̂ и û связаны соотношением
F (φ̂, û) = 0.
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Полагая τ = θ в (35) при λ0 = 0, получим

(λ(φ̂)∇θ,∇θ) + (λ′(φ̂) θ∇φ̂,∇θ) + 3(φ̂2θ, θ) = 0 (48)

Из (48) выводим, что

λ∗∥θ∥21,Ω ≤ λ′maxC̃1∥∇φ̂∥L4(Ω)3 ∥θ∥21,Ω, (49)

где C̃1 – положительная константа, зависящая от Ω.
Из (49) вытекает, что если выполняются условия (38), то θ = 0 п.в. в

Ω. В таком случае
⟨ζ, τ⟩Γ = 0 ∀τ ∈ H1(Ω)

и, следовательно, ζ = 0 в H−1/2(Γ).
Последнее противоречит предположению о нетривиальности множи-

теля Лагранжа (θ, ζ) ∈ Y ∗. Единственность регулярного множителя
Лагранжа (1,y∗) при выполнении условий (38) вытекает из Фредголь-
мовости оператора F ′

φ(φ̂, û) : H
1(Ω) → Y . □

6 Заключение

В настоящей работе доказано локальное существование и единствен-
ность сильного решения неоднородной краевой задачи для уравнения
реакции–диффузии–конвекции с переменными коэффициентами и по-
лучена его априорная оценка. На слабых решениях указанной краевой
задачи рассматривается задача граничного управления, для которой вы-
водится система оптимальности. Установлены достаточные условия ре-
гулярности данной системы.
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