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optimality system is derived.

Keywords: nonlinear reaction�di�usion�convection equation, variable
coe�cients, weak solution, maximum principle, strong solution,
control problem, extremum problem, optimality system

Brizitskii, R.V. and Saritskaia, Zh.Yu. On properties of solutions to

boundary value and extremum problems for nonlinear reaction�diffusion�

convection equation.

© 2025 Áðèçèöêèé Ð.Â.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ
ÐÀÍ (075-00459-25-00).

Ïîñòóïèëà 30 èþëÿ 2025 ã., îïóáëèêîâàíà 31 äåêàáðÿ 2025 ã.

144

https://orcid.org/0000-0001-5439-2271
https://orcid.org/0000-0001-5439-2271


Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÊÐÀÅÂÛÕ È ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× 145

1 Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ñòàòüè [1], â êîòîðîé äî-
êàçàíî ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ:

−div(λ(φ)∇φ) + k(φ,x)φ+ u · ∇φ = f â Ω, φ = ψ íà Γ. (1)

Çäåñü φ � êîíöåíòðàöèÿ (çàãðÿçíÿþùåãî) âåùåñòâà, u � çàäàííûé âåê-
òîð ñêîðîñòè, λ(φ) > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, k(φ,x) ≥ 0 � êîýô-
ôèöèåíò ðåàêöèè, x ∈ Ω, f � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ âåùåñòâà.
Íà çàäà÷ó (1) ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ λ,u, k, f è ψ áóäåì ññûëàòüñÿ

íèæå, êàê íà çàäà÷ó 1.
Â [1] òàê æå óñòàíîâëåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà äëÿ êîíöåí-

òðàöèè φ è íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1 äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ, ðîëü óïðàâëåíèÿ â êîòîðîé èãðàåò ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ ψ.
Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-

íîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 è âûâîäèòñÿ åãî àïðèîðíàÿ îöåíêà.
Çäåñü îòìåòèì îòñóòñòâèå òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïî ñîîòâåòñòâó-
þùåé Lp�íîðìå êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè k(φ, ·), èñïîëüçóåìîãî â [2], ÷òî
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ñòåïåííûå
êîýôôèöèåíòû ðåàêöèè. Ðàíåå ïîäîáíûå àïðèîðíûå îöåíêè âûâîäèëèñü
äëÿ îäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (ñì. [3, 4]).
Èñïîëüçóÿ ïîäõîä [5], äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ âûâî-

äèòñÿ ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè è óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
åå ðåãóëÿðíîñòè.
Â äîïîëíåíèå ê [1, 3, 4, 5] îòìåòèì ðàáîòû [6, 7, 8, 9], ïîñâÿùåííûå

èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëåé ðåàêöèè�
äèôôóçèè�êîíâåêöèè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå ñòàòüè
[10, 11, 12, 13], ñîäåðæàùèå ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûõ èññëåäîâàíèé äëÿ
ðÿäà áëèçêèõ ìîäåëåé. Çäåñü æå îòìåòèì ðàáîòû [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 26, 27, 28], â êîòîðûõ èññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è è çàäà-
÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëåé òåïëîìàññîïåðåíîñà, îáîáùàþùèõ ïðèáëè-
æåíèå Áóññèíåñêà. Òàê æå îòìåòèì ðàáîòû [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36],
ïîñâÿùåííûå ñëîæíûì ðåîëîãè÷åñêèì ìîäåëÿì äèíàìèêè æèäêîñòè.

2 Ñëàáîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è è åãî ñâîéñòâà

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R,
H0(D) ≡ L2(D), ãäå D îáîçíà÷àåò îáëàñòü Ω èëè åå ãðàíèöó Γ. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð�ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Hs(D)3

è L2(D)3. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Hs(D) è
Hs(D)3 èëè â L2(D) è L2(D)3 îáîçíà÷àþòñÿ êàê (·, ·)s,D è ∥ · ∥s,D èëè
(·, ·)D è ∥ · ∥D. ×åðåç ∥ · ∥1,Ω è | · |1,Ω îáîçíà÷èì íîðìó è ïîëóíîðìó â
H1(Ω) èëè H1(Ω)3.



146 Ð.Â. ÁÐÈÇÈÖÊÈÉ AND Æ.Þ. ÑÀÐÈÖÊÀß

Ââåäåì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè u:

Z = {v ∈ L4(Ω)3 : divv = 0 â Ω}
è ôóíêöèîíàëüíîå ìíîæåñòâî

Lq(D) = {h ∈ Lq(D) : h ≥ 0 ï.â. â D}, 1 ≤ q ≤ ∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ÷åðåç H∗ îáîçíà÷èì
ñîïðÿæåííîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(H.2.1) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈

C0,1;
(H.2.2) f ∈ L2(Ω)3, u ∈ Z, ψ ∈ H1/2(Γ);
(H.2.3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈ H1(Ω) ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå k(w, ·) ∈

Lp
+(Ω) äëÿ ëþáîãî p ≥ 5/3, ãäå p íå çàâèñèò îò w; è íà ëþáîì øàðå

Br = {w ∈ H1(Ω) : ∥w∥1,Ω ≤ r} ðàäèóñà r âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥k(w1, ·)− k(w2, ·)∥Lp(Ω) ≤ L∥w1 − w2∥L4(Ω) ∀w1, w2 ∈ H1(Ω).

Çäåñü êîíñòàíòà L çàâèñèò îò r, íî íå çàâèñèò îò w1, w2 ∈ Br;
(H.2.4) íåëèíåéíîñòü k(φ, ·)φ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé â ñëåäóþùåì ñìûñ-

ëå:
(k(φ1, ·)φ1 − k(φ2, ·)φ2, φ1 − φ2) ≥ 0 ∀φ1, φ2 ∈ H1(Ω);

(H.2.5) ôóíêöèÿ k(φ, ·) îãðàíè÷åíà â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïî-
ëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû A è B, çàâèñÿùèå îò k, òàêèå, ÷òî

∥k(φ, ·)∥Lp(Ω) ≤ A∥φ∥r1,Ω +B äëÿ âñåõ φ ∈ H1(Ω) ïðè p ≥ 5/3, r ≥ 0.

(H.2.6) ôóíêöèÿ λ(τ) � íåïðåðûâíàÿ ïðè τ ∈ R è ñóùåñòâóþò ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû λmin è λmax òàêèå, ÷òî

0 < λmin ≤ λ(τ) ≤ λmax ∀τ ∈ R.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (H.2.3)�(H.2.5) îïèñûâàþò îïåðàòîð, äåéñòâóþ-

ùèé èç H1(Ω) â Lp(Ω), ãäå p ≥ 5/3 (ïîäðîáíî ñì. â [9]).
Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, ïðîñòðàíñòâà

H1(Ω) è H1(Ω)3 âêëàäûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â Ls(Ω) è Ls(Ω)3 íåïðå-
ðûâíî ïðè s ≤ 6 è êîìïàêòíî ïðè s < 6, à òàêæå ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé
Cs, çàâèñÿùåé îò s è Ω, ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

∥h∥Ls(Ω) ≤ Cs∥h∥1,Ω ∀h ∈ H1(Ω),

∥v∥Ls(Ω)3 ≤ Cs∥v∥1,Ω ∀v ∈ H1(Ω)3. (2)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà (ïîäðîáíî ñì. â [37, 38]).
Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1) è (H.2.6), k0 ∈ Lq

+(Ω),
q ≥ 5/3, u ∈ Z, òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû δ, γ,
çàâèñÿùèå îò Ω èëè îò Ω è p, ñ êîòîðûìè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

|(λ(c)∇h,∇η) ≤ λmax∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω,
|(u · ∇h, η)| ≤ γ∥u∥L4(Ω)3∥h∥1,Ω∥η∥L4(Ω) ∀c, h, η ∈ H1(Ω), (3)
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|(k0h, η)| ≤ γp∥k0∥Lp(Ω)∥h∥1,Ω, ∥η∥1,Ω, ∀h, η ∈ H1(Ω), p ≥ 5/3, (4)

(u · ∇h, h) = 0, (∇h,∇h) ≥ δ∥h∥21,Ω,
(λ(η)∇h,∇h) ≥ λ∗∥h∥21,Ω, λ∗ = δλmin ∀η ∈ H1(Ω), h ∈ H1

0 (Ω). (5)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó î ëèôòèíãå êîíöåíòðàöèè φ
(ñì. [38]).
Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (H.2.1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈

Hs(Γ), s ≥ 1/2, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ φ0 ∈ Hs+1/2(Ω), ÷òî

φ0|Γ = ψ, ∥φ0∥s+1/2,Ω ≤ CΓ∥ψ∥s,Γ. (6)

Çäåñü CΓ � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò Ω.
Óìíîæèì óðàâíåíèå â (1) íà ôóíêöèþ h ∈ H1

0 (Ω) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî
Ω. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà, ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è
1:

(λ(φ)∇φ,∇h) + (u · ∇φ, h) + (k(φ,x)φ, h) = (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω),

φ = ψ íà Γ. (7)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ φ ∈ H1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ (7), íàçî-
âåì ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [1].
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.6). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå φ ∈ H1(Ω) çàäà÷è 1 è ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ
îöåíêà

∥φ∥1,Ω ≤Mφ ≡ C∗(λmaxCΓ∥ψ∥1/2,Γ +Ml) + CΓ∥ψ∥1/2,Γ. (8)

Çäåñü

Ml ≡ ∥f∥Ω + CΓ[γ∥u∥L4(Ω)3 + γp(AC
r
Γ∥ψ∥r1/2,Γ +B)]∥ψ∥1/2,Γ.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
(H.2.7) fmin ≤ f ≤ fmax ï.â. â Ω, ψmin ≤ ψ ≤ ψmax ï.â. íà Γ.
Çäåñü fmin, fmax, ψmin, ψmax � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ðåàêöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:
(H.2.8) k(φ,x) = a(x)k1(φ), ãäå k1(·) : R → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, a(x) ∈ L∞(Ω), ïðè÷åì 0 < amin ≤ a(x) ≤ amax < ∞ ï.â. â Ω è
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

k1(s) s = fmax/amin, s ∈ (0,+∞), (9)

k1(t) t = fmin/amax, t ∈ (0,+∞) (10)

èìåþò, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî îäíîìó (ïîëîæèòåëüíîìó) êîðíþ s∗ è t∗.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [1].
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.8). Òîãäà äëÿ

êîíöåíòðàöèè φ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìó-
ìà:

m ≤ φ ≤M ï.â. â Ω,

M = max{ψmax,M1}, m = min{ψmin,m1}. (11)
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ÇäåñüM1 � ìèíèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ (9), à m1

� ìàêñèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ (10).
Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ñòåïåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåàêöèè ïàðàìåòðû

M1 è m1 ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ k(φ) = |φ| ïîëó÷àåì, ÷òî
M1 = f

1/2
max è m1 = f

1/2
min.

3 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàæåì ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 è ïîëó÷èì åãî àïðèîðíóþ îöåíêó.
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(H.3.1) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈

C2;
(H.3.2) ôóíêöèÿ λ ïðèíàäëåæèò C1, ïðè÷åì

λmin ≤ λ(s) ≤ λmax, λ′min ≤ λ′(s) ≤ λ′max ∀s ∈ R,

ãäå λmin, λmax, λ
′
min, λ

′
max � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà;

(H.3.3) óñëîâèå (H.2.3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè d ≥ 2 (âìåñòî d ≥ 3/2) è
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∥k(φ, ·)∥Ld(Ω) ≤ Ck∥φ∥r2,Ω ∀φ ∈ H2(Ω), d ≥ 2, r ≥ 1,

ãäå Ck � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ôóíêöèè k, ïàðàìåòðà
d è Ω;
(H.3.4) f ∈ L2(Ω), ψ ∈ H3/2(Γ).
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèþ φ ∈ H2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

â (1) ï.â. â Ω è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â (1) ï.â. íà Γ, íàçîâåì ñèëüíûì
ðåøåíèåì çàäà÷è 1.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.3.1)�(H.3.4) è óñëîâèÿ

ìàëîñòè

C ′
0(λ

′
maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+λ′maxr+ ∥u∥L4(Ω)3 +aCk(r

s+Cs
Γ∥ψ∥s3/2,Γ)) ≤ λmin/2,

C ′
1λ

′
maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ + aC ′

1CkCΓ∥ψ∥3/2,Γrs−1 ≤ λmin/4, s ≥ 1. (12)

Çäåñü

r = (4/λmin)(∥f∥Ω + C ′
1[CΓ∥u∥L4(Ω)3∥ψ∥3/2,Γ + λmaxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+

+Cs+1
Γ ∥ψ∥s+1

3/2,Γ + λ′maxC
2
Γ∥ψ∥23/2,Γ]). (13)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå φ ∈ H2(Ω) çàäà÷è 1 òàêîå, ÷òî

−div(λ(φ)∇φ) + u · ∇φ+ k(φ, ·)φ = f ï.â. â Ω, φ = ψ íà Γ (14)

è ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà:

∥φ∥2,Ω ≤M0
φ ≡ r + CΓ∥ψ∥3/2,Γ. (15)

Çäåñü C0, C
′
1 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò Ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèëüíîå ðåøåíèå φ çàäà÷è 1 áóäåì òàê æå èñêàòü
â âèäå

φ = φ̃+ φ0, (16)

ãäå φ0 ∈ H3/2(Γ) � ôóíêöèÿ èç ëåììû 2, à φ̃ ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) � íåèç-

âåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîäñòàâèì (16) â óðàâíåíèå â (14). Ïîëó÷èì

−div(λ(φ̃+φ0)∇(φ̃+φ0))+u ·∇(φ̃+φ0)+k(φ̃+φ0, ·)(φ̃+φ0) = f ï.â. â Ω.
(17)

Ðàññìîòðèì äàëåå ëèíåéíûé àíàëîã çàäà÷è (17):

−div(λ(c+φ0)∇(φ̃+φ0))+u ·∇(φ̃+φ0)+k(c+φ0, ·)(φ̃+φ0) = f ï.â. â Ω.
(18)

Ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé (H.3.1)�(H.3.4) âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè
(ñì. [39]). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëàáîå ðåøåíèå φ̃ ∈ H1

0 (Ω) çàäà÷è (18) ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî ñèëüíûì ðåøåíèåì èç ïðîñòðàíñòâà H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), òàê ÷òî
(18) âûïîëíÿåòñÿ ï.â. â Ω.
Óìíîæèì óðàâíåíèå â (18) íà ôóíêöèþ h ∈ L2(Ω) è ïðîèíòåãðèðóåì

ïî Ω. Ïîëó÷èì

−(div(λ(c+ φ0)∇(φ̃+ φ0), h) + (k(c+ φ0, ·)(φ̃+ φ0), h)+

+(u · ∇φ̃, h) = (f, h)− (u · ∇φ0, h) ∀h ∈ L2(Ω). (19)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

div(λ(c+ φ0)∇(φ̃+ φ0)) =

= λ(c+ φ0)∆φ̃+ λ(c+ φ0)∆φ0 +∇λ(c+ φ0) · ∇(φ̃+ φ0) =

= λ(c+ φ0)∆φ̃+ λ(c+ φ0)∆φ0 + λ′(c+ φ0)∇(c+ φ0) · ∇(φ̃+ φ0) =

= λ(c+ φ0)∆φ̃+ λ(c+ φ0)∆φ0+

+(λ′(c+ φ0)(∇c · ∇φ̃+∇c · ∇φ0 +∇φ0 · ∇φ̃+∇φ0 · ∇φ0), (20)

ïåðåïèøåì (19) â ñëåäóþùåì âèäå:

−(λ(c+φ0)∆φ̃, h)−(λ(c+φ0)∆φ0, h)+(k(c+φ0, ·)(φ̃+φ0), h)+(u·∇φ̃, h) =
= (λ′(c+ φ0)(∇c · ∇φ̃+∇c · ∇φ0 +∇φ0 · ∇φ̃+∇φ0 · ∇φ0), h)+

+(f, h)− (u · ∇φ0, h) ∀h ∈ L2(Ω). (21)

Ðàâåíñòâî (21) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå G : H2(Ω)∩H1
0 (Ω) → H2(Ω)∩

H1
0 (Ω) äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå G(c) = φ̃ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè c ∈

H2(Ω)∩H1
0 (Ω). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ φ̃ ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (21).
Ïîëàãàÿ h = ∆φ̃ â (21), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

−(λ(c+ φ0)∆φ̃,∆φ̃)− (λ(c+ φ0)∆φ0,∆φ̃)+

+(k(c+ φ0, ·)(φ̃+ φ0),∆φ̃) + (u · ∇φ̃,∆φ̃) =
= (λ′(c+ φ0)(∇c · ∇φ̃+∇c · ∇φ0 +∇φ0 · ∇φ̃+∇φ0 · ∇φ0),∆φ̃)+

+(f,∆φ̃)− (u · ∇φ0,∆φ̃), (22)
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èç êîòîðîãî âûâîäèì íåðàâåíñòâî:

λmin∥∆φ̃∥Ω ≤

C ′
0(λ

′
maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+λ′max∥∆c∥Ω+∥u∥L4(Ω)3+aCk(∥∆c∥sΩ+Cs

Γ∥ψ∥s3/2,Γ))∥∆φ̃∥Ω+

+∥f∥Ω + C ′
1[CΓ∥u∥L4(Ω)3∥ψ∥3/2,Γ + λmaxCΓ∥ψ∥3/2,Γ+

+Cs+1
Γ ∥ψ∥s+1

3/2,Γ + λ′maxC
2
Γ∥ψ∥23/2,Γ+

λ′maxCΓ∥ψ∥3/2,Γ∥∆c∥Ω + aCkCΓ∥ψ∥3/2,Γ∥∆c∥sΩ], s ≥ 1. (23)

Çäåñü C ′
0 è C

′
1 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò Ω è Γ.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé â (12) ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (13) èç (23)
ïðèõîäè ê îöåíêå:

(1/2)∥∆φ̃∥Ω ≤ (1/4)r + (1/4)r, (24)

èç êîòîðîé ÿâíî âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð G ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííîå çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî

B = {c ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) : ∥∆c∥Ω ≤ r} (25)

â ñåáÿ ïðè êîíêðåòíîì çíà÷åíèè r, îïðåäåëåííîì â (13).
Òåì ñàìûì, ïðè óñëîâèÿõ ìàëîñòè (12) îïåðàòîð G îòîáðàæàåò ìíî-

æåñòâî B îïðåäåëåííîå â (25) â ñåáÿ. Êàê è â [26] èìååì, ÷òî îïåðàòîð
G íåïðåðûâåí è êîìïàêòåí íà ìíîæåñòâå B. Òîãäà èç òåîðåìû Øàóäåðà
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð G èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó φ̃ = G(φ̃), äëÿ êîòî-
ðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥φ̃∥2,Ω ≤ r. Òîãäà ôóíêöèÿ φ = φ̃+φ0 ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà
(15).
Íàêîíåö, ìû äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü �ìàëîãî� ñèëüíîãî ðåøåíèÿ φ

çàäà÷è 1.
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
(H.3.5) ôóíêöèè λ è λ′ � íåïðåðûâíû ïî Ëèïøèöó è ñ ïîëîæèòåëüíû-

ìè êîíñòàíòàìè Lλ è L′
λ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|λ(s1)− λ(s2)| ≤ Lλ|s1 − s2|, |λ′(s1)− λ′(s2)| ≤ L′
λ|s1 − s2| ∀s1, s2 ∈ R.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè �ìàëîãî� ïî íîðìå
ïðîñòðàíñòâà H2(Ω) ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.3.1)�(H.3.5). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò
ñèëüíîå ðåøåíèå φ ∈ H2(Ω) çàäà÷è 1, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
∥φ∥2,Ω < ε, òî òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì óðàâíåíèå â (14) íà ôóíêöèþ h ∈ L2(Ω)

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω. Ïîëó÷èì

−(div(λ(φ)∇φ), h) + (k(φ, ·)φ, h) + (u · ∇φ, h) = (f, h) ∀h ∈ L2(Ω). (26)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

div(λ(φ)∇φ) = λ(φ)∆φ+∇λ(φ) ·∇φ = λ(φ)∆φ+λ′(φ)∇φ ·∇φ â Ω, (27)
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ïåðåïèøåì (26) â ñëåäóþùåì âèäå:

−(λ(φ)∆φ, h) + (k(φ, ·)φ, h) + (u · ∇φ, h) =
= (λ′(φ)∇φ · ∇φ, h) + (f, h) ∀h ∈ L2(Ω). (28)

Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ φi ∈ H2(Ω), i = 1, 2, óðàâíåíèÿ (28), ãäå
φi = ψ íà Γ. Èç [3] âûòåêàåò, ÷òî èõ ðàçíîñòü φ = φ1−φ2 ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω)
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

−(λ(φ1)∆φ, h) = (λ′(φ1)∇φ1 · ∇φ, h)− (k(φ1, ·)φ, h)− (u · ∇φ, h)+
+((λ′(φ1)− λ′(φ2))∇φ1 + λ′(φ2)∇φ) · ∇φ2, h)+

+((λ(φ1)− λ(φ2))∆φ2, h)− (k(φ1, ·)− k(φ2, ·), φ2h) ∀h ∈ L2(Ω). (29)

Ïîëàãàÿ h = ∆φ â (29) è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà (H.3.2), (H.3.5), ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó:

λmin∥∆φ∥2Ω ≤ C ′
1[λ

′
max∥φ1∥2,Ω∥∆φ∥2Ω+Ck∥φ1∥r2,Ω∥∆φ∥2Ω+∥u∥L4(Ω)3∥∆φ∥2Ω+

+L′
λ∥φ1∥2,Ω∥φ2∥2,Ω∥∆φ∥2Ω + λ′max∥φ1∥2,Ω∥∆φ∥2Ω + Lλ∥φ1∥2,Ω∥∆φ∥2Ω+

+L∥φ2∥2,Ω∥∆φ∥2Ω]. (30)

Çäåñü C ′
1 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò Ω.

Èç (30) âûòåêàåò, ÷òî åñëè

C ′
1[λ

′
max∥φ1∥2,Ω + Ck∥φ1∥r2,Ω + ∥u∥L4(Ω)3+

+L′
λ∥φ1∥2,Ω∥φ2∥2,Ω + λ′max∥φ1∥2,Ω + Lλ∥φ1∥2,Ω + L∥φ2∥2,Ω] < λmin,

òî ∥∆φ∥Ω = 0 èëè φ1 = φ2.

4 Ïîñòàíîâêà è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ çàäà÷è 1 ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ. Ðîëü
óïðàâëåíèé èãðàþò ôóíêöèè f è ψ, êîòîðûå ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â íåêî-
òîðûõ ìíîæåñòâàõ K1 è K2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì K = K1 × K2,
u = (f, ψ), ââåäåì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Y = H−1(Ω)×H1/2(Γ)
è îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ = (Φ1,Φ2) : H

1(Ω) ×K → Y , äåéñòâóþùèé ïî
ôîðìóëàì:

⟨Φ1(φ, f), h⟩ = (λ(φ)∇φ,∇h) + (k(φ, ·)φ, h)+
+((u · ∇)φ, h)− (f, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω)

Φ2(φ,ψ) = φ|Γ − ψ ∈ H1/2(Γ) (31)

è ïåðåïèøåì ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è 1 â âèäå Φ(φ, u) = 0.
Ðàññìàòðèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî êàê óñëîâíîå îãðàíè÷åíèå íà ñîñòîÿíèå

φ ∈ H1(Ω) è óïðàâëåíèÿ f ∈ K1 è ψ ∈ K2, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó óñëîâ-
íîé ìèíèìèçàöèè:

J(φ,ψ) :=
µ0
2
I(φ) +

µ1
2
∥f∥2Ω +

µ2
2
∥ψ∥21/2,Γ → min,

Φ(φ, u) = 0, (φ, u) ∈ H1(Ω)×K,
(32)

ãäå I : H1(Ω) → R � ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë.
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×åðåç

Zad := {(φ, u) ∈ H1(Ω)×K : Φ(φ, u) = 0 è J(φ, u) <∞}
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð çàäà÷è (32) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(H.4.1) K1 ⊂ L2(Γ) è K2 ⊂ H1/2(Γ) � íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà;

(H.4.2) µ0 > 0, µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0 è K1, K2 � îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà, èëè
µi > 0, i = 0, 1, 2, è ôóíêöèîíàë I îãðàíè÷åí ñíèçó.

Íèæå ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà:

I1(φ) := ∥φ− φd∥2Q, I2(φ) := ∥φ− φd∥21,Q.

Çäåñü φd ∈ L2(Q) (èëè φd ∈ H1(Q)) � çàäàííûå â ïîäîáëàñòèQ ⊂ Ωôóíê-
öèè.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [1].
Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.6) è (H.4.1),

(H.4.2), ôóíêöèîíàë I : H1(Ω) → R ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí è ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ ïàð Zad íå ïóñòî. Òîãäà çàäà÷à (32) èìååò, ïî êðàéíåé
ìåðå, îäíî ðåøåíèå (φ, u) ∈ H1(Ω)×K.

5 Âûâîä ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì ñèñòåìó îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è óïðàâ-
ëåíèÿ (32) ïðè êîíêðåòíûõ êîýôôèöèåíòàõ äèôôóçèè è ðåàêöèè:

λ(t) =
1

1 + t2
+ 1, k(t) = t2, t ∈ R.

×åðåç λ′(t) îáîçíà÷èì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè λ(t), t ∈ R. ßñíî,
÷òî

λ′(t) =
−2t

(1 + t2)2
,

|λ′(φ)| ≤ λ′max ï.â. â Ω ∀φ ∈ H1(Ω), λ′max = 1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå îò îïåðàòîðà F : H1(Ω)×K → Y ≡
H−1(Ω)×H1/2(Γ) ïî ñîñòîÿíèþ φ â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (φ̂, û) =

(φ̂, f̂ , ψ̂) çàäà÷è (32). Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∇φ̂ ∈ L4(Ω)3.
(Äàííîå óñëîâèå çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1,
ñì. ðàçä. 3).
Óêàçàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ åñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

F ′
φ(φ̂, û) : H

1(Ω) → Y,

ñòàâÿùèé êàæäîìó ýëåìåíòó h ∈ H1(Ω) ýëåìåíò F ′
φ(φ̂, û)h = (ŷ1, ŷ2) ∈ Y .

Çäåñü ŷ1 ∈ H−1(Ω) è ŷ2 ∈ H1/2(Γ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôóíêöèÿì φ̂ è τ
èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

⟨ŷ1, τ⟩ = (λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h) + (λ(φ̂)∇τ,∇h)+
+3(φ̂2τ, h) + (u · ∇τ, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω),
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ŷ2 = τ |Γ. (33)

×åðåç F ′
φ(φ̂, û)

∗ : Y ∗ → H1(Ω)∗ îáîçíà÷èì îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê
F ′
φ(φ̂, û).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé ãëàäêî-âûïóêëûõ ýêñòðåìàëüíûõ çà-

äà÷ [40], ââåäåì ýëåìåíò y∗ = (θ, ζ) ∈ Y ∗ = H1
0 (Ω)×H−1/2(Γ), íà êîòîðûé

áóäåì ññûëàòüñÿ, êàê íà ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå è ââåäåì Ëàãðàíæèàí
L : H1(Ω)×K × R× Y ∗ → R ïî ôîðìóëå

L(φ, u, λ0,y∗) = λ0J(φ, u) + ⟨y∗, F (φ, u)⟩Y ∗×Y ≡ λ0J(φ, u)+

+⟨F1(φ, u), θ⟩+ ⟨ζ, F2(φ)⟩Γ. (34)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1), (H.2.2) è (H.4.1),

(H.4.2), ïðè ýòîì

λ(φ) = 1/(1 + φ2) + 1, k(φ) = φ2

è ýëåìåíò (φ̂, û) ∈ H1(Ω) ×K � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å
(32), ïðè ýòîì ∇φ̂ ∈ L4(Ω)3.
Ïóñòü òàê æå ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà I : X → R íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåì ïî Ôðåøå ïî ñîñòîÿíèþ φ â òî÷êå φ̂.
Òîãäà:
1) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

(λ0,y
∗) = (λ0, θ, ζ) ∈ R+ × Y ∗,

ñ êîòîðûì ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà

F ′
φ(φ̂, û)

∗y∗ = −λ0J ′
φ(φ̂, û) â H

1(Ω)∗,

ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèþ

(λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇θ) + (λ(φ̂)∇τ,∇θ) + 3(φ̂2τ, θ) + (u · ∇τ, θ)+

+⟨ζ, τ⟩Γ = −λ0(µ0/2)⟨I ′φ(φ̂), τ⟩) ∀τ ∈ H1(Ω) (35)

è ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìèíèìóìà

L(φ̂, û, λ0,y∗) ≤ L(φ̂, u, λ0,y∗) ∀u ∈ K

ýêâèâàëåíòíûé íåðàâåíñòâàì

λ0µ1(f̂ , f − f̂)− (f − f̂ , θ) ≥ 0 ∀f ∈ K1, (36)

λ0µ2(ψ̂, ψ − ψ̂)1/2,Γ + ⟨ζ, ψ − ψ̂⟩Γ ≥ 0 ∀ψ ∈ K2. (37)

2) Åñëè, ê òîìó æå, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

λ′maxC̃1∥∇φ̂∥L4(Ω)3 < λ∗, (38)

ãäå C̃1 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò Ω, òî íåòðèâèàëü-
íûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (λ0,y

∗), óäîâëåòâîðÿþùèé (35)�(37), ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíûì, ò.å. èìååò âèä (1,y∗) è îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïî ïàðå (x̂, û).
Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ñîãëàñíî [40, ãë. 2], äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà (λ0,y

∗) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð

F ′
φ(φ̂, û) : H

1(Ω) → Y

ÿâëÿåòñÿ Ôðåäãîëüìîâûì. Â ñèëó (33), îïåðàòîð F ′
φ(φ̂, û) : H

1(Ω) → Y
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F ′
φ = Φ+ Φ̂ ≡ (Φ1,Φ2) + (Φ̂1, 0).

Çäåñü
Φ2(τ) = τ |Γ,

à îïåðàòîðû Φ1 è Φ̂1 : H
1(Ω) → Y îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

⟨Φ1(τ), h⟩ = (λ(φ̂)∇τ,∇h) + 3(φ̂2τ, h) + (u · ∇τ, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω),

⟨Φ̂1(τ), h⟩ = (λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h) ∀h ∈ H1
0 (Ω). (39)

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Φ = (Φ1,Φ2) : H1(Ω) → Y � èçîìîðôèçì.
Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (f, ψ) ∈ Y ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå τ ∈ H1(Ω) ëèíåéíîé çàäà÷è

(λ(φ̂)∇τ,∇h) + 3(φ̂2τ, h) + (u · ∇τ, h) = ⟨f, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω), (40)

τ = ψ íà Γ. (41)

Ðåøåíèå çàäà÷è (40), (41) áóäåì èñêàòü â âèäå

τ = τ̃ + τ0. (42)

Çäåñü τ0 ∈ H1(Ω) � ôóíêöèÿ ëèôòèíãà èç ëåììû 2, à τ̃ ∈ H1
0 (Ω) �

íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ (42) â (40), ïîëó÷èì

(λ(φ̂)∇τ̃ ,∇h) + 3(φ̂2τ̃ , h) + (u · ∇τ̃ , h) = ⟨f̃ , h⟩ ≡
≡ ⟨f, h⟩ − (λ(φ̂)∇τ0,∇h)− 3(φ̂2τ0, h)− (u · ∇τ0, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω), (43)

Èç òåîðåìû Ëàêñà�Ìèëüãðàìà è ëåìì 1 è 2 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ τ̃ ∈ H1

0 (Ω) çàäà÷è (43), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥τ̃∥1,Ω ≤ C∗∥f̃∥−1,Ω ≡

≡ C∗(∥f∥−1,Ω + CΓ∥ψ∥1/2,Γ(λmax + 3∥φ̂∥2L4(Ω) + γ∥u∥L4(Ω)3)). (44)

Â òàêîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå τ = τ̃ + τ0 çàäà÷è (40), äëÿ êîòî-
ðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥τ∥1,Ω ≤ C∗∥f̃∥−1,Ω + CΓ∥ψ∥1/2,Γ. (45)

Ïóñòü τ1 è τ2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (40), (41). Òîãäà ðàçíîñòü τ =
τ1 − τ2 ∈ H1

0 (Ω) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

(λ(φ̂)∇τ,∇h) + 3(φ̂2h, τ) + (u · ∇τ, h) = 0 ∀h ∈ H1
0 (Ω), (46)

τ = 0 íà Γ. (47)

Ïîëàãàÿ h = τ â (46), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

(λ(φ̂)∇τ,∇τ) + 3(φ̂2τ, τ) = 0,
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èç êîòîðîãî â ñèëó (5) âûòåêàåò, ÷òî τ = 0 èëè τ1 = τ2 â Ω. Â òàêîì
ñëó÷àå, îïåðàòîð Φ : H1(Ω) → Y � ñþðúåêòèâåí è îáðàòèì. Òîãäà ïî
òåîðåìå Áàíàõà îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Φ̂ = (Φ̂1, 0) : H

1(Ω) → Y , îïðåäåëåííûé ôîð-
ìóëîé (39), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è êîìïàêòíûì. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàí-
ñòâî H1(Ω) íåïðåðûâíî è êîìïàêòíî âêëàäûâàåòñÿ â Lp(Ω), ãäå p < 6,
òî óêàçàííûé ôàêò âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé îöåíêè:

|(λ′(φ̂)τ∇φ̂,∇h)| ≤ λ′max∥τ∥L4(Ω)∥∇φ̂∥L4(Ω)3∥∇h∥L2(Ω)3 ,

Â òàêîì ñëó÷àå, îïåðàòîð F ′
φ(φ, u) : H

1(Ω) → Y � Ôðåäãîëüìîâ, êàê ñóì-

ìà èçîìîðôèçìà Φ : H1(Ω) → Y è íåïðåðûâíîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà

Φ̂ : H1(Ω) → Y .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6 äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (35) (ïðè λ0 = 0) èìååò òîëüêî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå y∗ = (θ, ζ) ≡ 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å., ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y∗ = (θ, ζ) ∈ Y ∗

óðàâíåíèÿ (35) ïðè λ0 = 0, ãäå ýëåìåíòû φ̂ è û ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
F (φ̂, û) = 0.
Ïîëàãàÿ τ = θ â (35) ïðè λ0 = 0, ïîëó÷èì

(λ(φ̂)∇θ,∇θ) + (λ′(φ̂) θ∇φ̂,∇θ) + 3(φ̂2θ, θ) = 0 (48)

Èç (48) âûâîäèì, ÷òî

λ∗∥θ∥21,Ω ≤ λ′maxC̃1∥∇φ̂∥L4(Ω)3 ∥θ∥21,Ω, (49)

ãäå C̃1 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò Ω.
Èç (49) âûòåêàåò, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (38), òî θ = 0 ï.â. â

Ω. Â òàêîì ñëó÷àå

⟨ζ, τ⟩Γ = 0 ∀τ ∈ H1(Ω)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ζ = 0 â H−1/2(Γ).
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåòðèâèàëüíîñòè ìíîæè-

òåëÿ Ëàãðàíæà (θ, ζ) ∈ Y ∗. Åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà (1,y∗) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (38) âûòåêàåò èç Ôðåäãîëü-
ìîâîñòè îïåðàòîðà F ′

φ(φ̂, û) : H
1(Ω) → Y .

6 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
ðåàêöèè�äèôôóçèè�êîíâåêöèè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïî-
ëó÷åíà åãî àïðèîðíàÿ îöåíêà. Íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ óêàçàííîé êðàåâîé
çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðîé âû-
âîäèòñÿ ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðå-
ãóëÿðíîñòè äàííîé ñèñòåìû.
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