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Abstract: The distribution algebras of binary isolating and semi-
isolating formulas are objects that are derived for a given theory,
and they indicate the relationships between the binary formulas
of the theory. These algebras are useful for classifying theories
and determining which algebras correspond to which theories. The
article discusses the algebras of binary formulas for modular products
and provides Cayley tables for these algebras. On the basis of
the constructed tables, theorems are formulated describing all the
distribution algebras of binary formulas for theories of modular
multiplications of regular polygons among themselves. This concept
is a useful tool for understanding the relationships between the
binary formulas of a given theory.
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1 Введение

Эта статья продолжает исследование алгебр распределений бинарных
изолирующих формул [1, 3, 9, 12, 10]: описываются такие алгебры для
теорий унаров, декартовых произведений графов, а также их некоторые
обобщения для полуизолирующих формул.

Алгебры распределений бинарных изолирующих формул являются
производными объектами для данных теорий и на бинарном уровне от-
ражают связи между типами, а также связи на множестве реализаций
данного типа. В работе [9] изучены общие свойства этих алгебр, позволя-
ющие охарактеризовать класс таких алгебр. На ряде базовых примеров
показаны таблицы умножения алгебр, а также взаимовлияние этих ал-
гебр со структурами исходных теорий.

Описание алгебр распределений бинарных изолирующих формул поз-
воляет классифицировать теории из данного класса по производным ал-
гебраическим объектам. В настоящей работе предлагается такая класси-
фикация для структур модулярных произведений графов, ограниченных
на множества реализаций фиксированного типа. В теореме (1) показа-
но, что алгебры подразделяются на две разновидности, каждая из кото-
рых в определенной степени дает возможность восстановить бинарную
структуру данного 1-типа.

2 Алгебры бинарных изолирующих формул для теорий
модулярных произведений графов

Модулярные произведения графов представляют собой мощный ин-
струмент для построения новых графов из существующих с помощью
специальных операций комбинирования. В таких произведениях верши-
ны нового графа соответствуют парам вершин исходных графов, а рёбра
определяются на основе заданных правил смежности. Эта конструкция
находит широкое применение в различных областях, включая теорию
графов, дискретную математику, теорию кодирования и оптимизацию,
позволяя изучать сложные сетевые структуры и их свойства.

Определение модулярного произведения заключается в следующем:
для двух графов G и H их модулярное произведение G ∗H имеет мно-
жество вершин, равное декартову произведению V (G) × V (H). Рёбра в
новом графе проводятся между парами вершин (u1, v1) и (u2, v2) тогда и
только тогда, когда либо u1 смежна с u2 в G и одновременно v1 смежна
с v2 в H, либо u1 не смежна с u2 в G и v1 не смежна с v2 в H. Это опре-
деление делает модулярное произведение универсальным инструментом
для анализа комбинаторных свойств графов, так как оно учитывает как
совпадения, так и различия в структурах исходных графов.

Одним из ключевых применений модулярных произведений является
теория раскраски графов. Хроматическое число модулярного произве-
дения G∗H тесно связано с хроматическими числами исходных графов,
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что позволяет использовать эту операцию для решения задач миними-
зации количества цветов. Например, если оба графа G и H являются
двудольными, их модулярное произведение может обладать более слож-
ной структурой, требующей дополнительного анализа для определения
точного хроматического числа. Кроме того, модулярные произведения
играют важную роль в теории информации и кодировании, где они по-
могают строить коды, исправляющие ошибки, за счёт моделирования
допустимых переходов между кодовыми словами.

Нужно отметить связь модулярных произведений с теорией моделей.
В этом контексте вершины и рёбра графов можно рассматривать как
модели с определёнными предикатами смежности, а само модулярное
произведение – как результат применения логических операций к этим
предикатам. Такой подход позволяет изучать перенос свойств исходных
графов, таких как транзитивность или отсутствие треугольников, на их
модулярное произведение. Например, если оба графа G и H не содержат
треугольников, то при определённых условиях их модулярное произве-
дение G ∗H также будет лишено треугольников.

Таким образом, модулярные произведения графов служат не толь-
ко важным теоретическим инструментом, но и практическим методом
для решения задач в различных областях математики и информатики.
Их способность комбинировать и передавать свойства исходных графов
делает их незаменимыми при анализе сложных сетевых структур и раз-
работке алгоритмов.

Далее мы рассмотрим алгебры, порождаемые операцией модулярного
умножения рёбер в графах полигональной структуры.

При модулярном поизведении ребра на ребро H ×H получим две оди-
наковые алгебры с метками ρν(p) = {0, 1}, задающиейся произведениями
меток:

0 · 0 = {0},
0 · 1 = {1},
1 · 1 = {0, 1},
1 · 0 = {1}.

Алгебра модулярного произведения графа ребра на треугольник H × T
с метками ρν(p) = 0, 1, 2, 3 определяется следующими произведениями
меток:

0 · 0 = {0}, 0 · 1 = {1},
1 · 0 = {1}, 1 · 1 = {0, 2},
1 · 2 = {0, 1}, 1 · 3 = {0, 2},
2 · 0 = {2}, 2 · 1 = {1, 2},
2 · 2 = {0, 1}, 2 · 3 = {1, 3},
3 · 0 = {3}, 3 · 1 = {0, 2},
3 · 2 = {1, 3}, 3 · 3 = {0, 2}.
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При модулярном произведении графов ребра и квадрата H ×Q по-
лучим две одинаковые алгебры с множеством меток ρν(p) = {0, 1, 2},
которые задаются произведениями меток:

0 · 0 = {0}, 0 · 1 = {1},
1 · 0 = {1}, 1 · 1 = {0, 2},
1 · 2 = {1, 3}, 2 · 0 = {2},
2 · 1 = {1, 3}, 2 · 2 = {0, 2}.

Алгебра для модулярного произведения графов ребра и пятиугольни-
ка H × P с множеством меток ρν(p) = {0, 1, 2, 3, 4, 5} задается произведе-
ниями меток:

0 · 0 = {0}, 0 · 1 = {1},
1 · 0 = {1}, 1 · 1 = {0, 2},
1 · 2 = {1, 3}, 1 · 3 = {0, 2, 4},
1 · 4 = {1, 3, 5}, 1 · 5 = {0, 2, 4},
2 · 0 = {2}, 2 · 1 = {1, 3},

2 · 2 = {0, 2, 4}, 2 · 3 = {1, 3, 5},
2 · 4 = {0, 2, 4}, 2 · 5 = {1, 3, 5},
3 · 0 = {3}, 3 · 1 = {0, 2, 4},

3 · 2 = {1, 3, 5}, 3 · 3 = {0, 2, 4},
3 · 4 = {1, 3, 5}, 3 · 5 = {0, 2, 4},
4 · 0 = {4}, 4 · 1 = {1, 3, 5},

4 · 2 = {0, 2, 4}, 4 · 3 = {1, 3, 5},
4 · 4 = {0, 2, 4}, 4 · 5 = {1, 3, 5},
5 · 0 = {5}, 5 · 1 = {0, 2, 4},

5 · 2 = {1, 3, 5}, 5 · 3 = {0, 2, 4},
5 · 4 = {1, 3, 5}, 5 · 5 = {0, 2, 4}.

При модулярном произведении графов ребра и шестиугольника H ×Q
получим две одинаковые алгебры с множеством меток ρν(p) = {0, 1, 2},
которые задаются следующей таблицей:

0 · 0 = {0}, 0 · 1 = {1},
1 · 0 = {1}, 1 · 1 = {0, 2},
1 · 2 = {1, 3}, 2 · 0 = {2},
2 · 1 = {1, 3}, 2 · 2 = {0, 2}.

Алгебру для модулярного произведения графов H ×G обозначим че-
рез Mo с метками {1, 2, 3, . . . , n}, где n — нечетное число, равное диа-
метру полученного при умножении графа. Получим две одинаковые ал-
гебры, которые задаются следующей таблицей:
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0 · 0 = {0} 0 · 1 = {1} 0 · 2 = {2}
1 · 0 = {1} 1 · 1 = {0, 2} 1 · 2 = {1, 3}
1 · 3 = {0, 2} 2 · 0 = {2} 2 · 1 = {1, 3}
2 · 2 = {0, 2, 4} 2 · 3 = {1, 3, 5} 3 · 0 = {3}
3 · 1 = {0, 2, 4} 3 · 2 = {1, 3, 5} 3 · 3 = {0, 2, 4, 6}
4 · 0 = {4} 4 · 1 = {1, 3, 5} 4 · 2 = {0, 2, 4, 6}

4 · 3 = {1, 3, 5, . . . , n− 1} 4 · 4 = {0, 2, 4, . . . , n}
...

...
...

n · 0 = {n} n · 1 = {1, 3, 5, . . . , n− 1} n · 2 = {0, 2, 4, . . . , n}
n · 3 = {1, 3, 5, . . . , n− 1} n · 4 = {0, 2, 4, . . . , n} . . .

n · n = {0, 2, 4, . . . , n}
Алгебру для модулярного произведения графов H ×G обозначим че-

рез Me с метками {1, 2, 3, . . . , n}, где n — четное число, равное диаметру
полученного при умножении графа. Получим две одинаковые алгебры,
которые задаются следующей таблицей:

0 · 0 = {0} 0 · 1 = {1} 0 · 2 = {2}
1 · 0 = {1} 1 · 1 = {0, 2} 1 · 2 = {1, 3}
1 · 3 = {0, 2} 2 · 0 = {2} 2 · 1 = {1, 3}
2 · 2 = {0, 2, 4} 2 · 3 = {1, 3, 5} 3 · 0 = {3}
3 · 1 = {0, 2, 4} 3 · 2 = {1, 3, 5} 3 · 3 = {0, 2, 4, 6}
4 · 0 = {4} 4 · 1 = {1, 3, 5} 4 · 2 = {0, 2, 4, 6}

4 · 3 = {1, 3, 5, . . . , n− 1} 4 · 4 = {0, 2, 4, . . . , n}
...

...
...

n · 0 = {n} n · 1 = {1, 3, 5, . . . , n} n · 2 = {0, 2, 4, . . . , n− 1}
n · 3 = {1, 3, 5, . . . , n} n · 4 = {0, 2, 4, . . . , n− 1} . . .

n · n = {0, 2, 4, . . . , n− 1}

Теорема 1. Если T — теория модулярного произведения графов, M —
алгебра бинарных изолирующих формул теории T , то агебра M изо-
морфна алгебре Mo или Me.

Примеры производных графов при модулярном произведении с их
таблицами Кэлли можно посмотреть на сайте https://graph-product.ru/.
Данные были рассчитаны с помощью написанной мной программы.
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