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Abstract: We study �nite systems of Diophantine equations over
�nite bipartite graphs. In 2021, A.V. Il'ev and V.P. Il'ev proposed
a deterministic polynomial-time procedure for verifying the consis-
tency of such systems. We construct a counterexample to show that
their procedure works incorrectly and prove that the consistency
problem for such systems is in fact NP-complete.

Keywords: bipartite graph, system of equations, nondeterministic
Turing machine, NP-complete problem.

1 Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ òðàäèöèîííî çàíèìàåòñÿ èçó-
÷åíèåì ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè è êîëüöàìè. Îäíàêî,
â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ îáîáù¼ííûé ïîäõîä, â ðàìêàõ
êîòîðîãî èññëåäóþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðà-
è÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè [3]. Âìåñòå ñ ýòèì óñèëèëñÿ èíòåðåñ ê âîïðîñàì
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ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðåøå-
íèé òàêèõ ñèñòåì, îñîáåííî â ñëó÷àå ïðåäèêàòíûõ ñòðóêòóð. Â [8] äîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè
ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Â [7] ïðåäñòàâëåí ïîëèíîìèàëüíûé àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàäèêàëà è êîîðäèíàòíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà äëÿ
ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè â ÿçûêå áåç
êîíñòàíò. Â [4] óñòàíîâëåíà NP-ïîëíîòà ïðîáëåìû ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì
óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ñòðóêòóðàìè â òàêèõ êëàññàõ êàê ïîëíûå
p-äîëüíûå ãðàôû (p > 3), ìàòðîèäû, ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò k
(k > 2), k-îäíîðîäíûå ìàòðîèäû (k > 2) è ìàòðîèäû ðàçáèåíèÿ ðàíãà,
íå ïðåâîñõîäÿùåãî k (k > 3).
Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êî-

íå÷íûìè ãðàôàìè. Òàê, â [6] áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ïðîâåðêè
ñîâìåñòíîñòè, âû÷èñëåíèÿ ðàäèêàëà è íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàòíîãî ãðàôà
äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ïðîèçâîëüíûìè êîíå÷íûìè ãðàôàìè. Â äàëü-
íåéøåì, â [5] áûëè íàéäåíû îöåíêè òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè
ñîâìåñòíîñòè è íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé â ðàçëè÷-
íûõ êëàññàõ êîíå÷íûõ ãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè, â [5] áûëî âî-ïåðâûõ äîêà-
çàíî, ÷òî ïðîáëåìà ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíå-
íèé íàä êîíå÷íûìè ñèììåòðè÷íûìè èððåôëåêñèâíûìè ãðàôàìè ÿâëÿ-
åòñÿ NP-ïîëíîé, à âî-âòîðûõ ïðèâåä¼í ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ
ïðîáëåìà äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé, ò.å. ëåæèò â êëàññå P.
Îäíàêî, áûëî âûÿâëåíî, ÷òî âòîðîé èç óïîìÿíóòûõ âûøå ðåçóëüòà-

òîâ íå âåðåí, à èìåííî, ïðîöåäóðà 1.1 [5] ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì
óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè ðàáîòàåò íåêîððåêò-
íî. Äàííàÿ ïðîöåäóðà äåëàåò âûâîä î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, îïèðàÿñü
íà íåîáõîäèìûé, íî íå äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê
ëîæíûì ïîëîæèòåëüíûì îòâåòàì.
Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î òîì, êàêîâà âñ¼-òàêè âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæ-

íîñòü ïðîáëåìû ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè, îñòà¼òñÿ àêòóàëüíûì. Â íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüå ìû ñòðîèì êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðîöåäóðà 1.1
[5] ðàáîòàåò íåêîððåêòíî, è äîêàçûâàåì, ÷òî óêàçàííàÿ ïðîáëåìà íà ñà-
ìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è è ïðåäâàðèòåëüíûì

ñâåäåíèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ñèììåò-

ðè÷íûå èððåôëåêñèâíûå ãðàôû. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôîì ìû íàçûâàåì
ïàðó Γ = 〈V,E〉, ãäå V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòî-
ðîãî íàçûâàþò âåðøèíàìè, à E ⊆ V 2 � ñèììåòðè÷íîå èððåôëåêñèâíîå
áèíàðíîå îòíîøåíèå íà V , ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþò ð¼áðàìè. Ãðàô
ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà äâà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V1 è V2 òàê, ÷òî E ⊆ (V1×V2)∪(V2×V1).
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Ñëåäóÿ [3, ãë. 2], ââåä¼ì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ïðîèçâîëüíûì ãðàôîì.
Ïóñòü Γ = 〈V,E〉 � ñèììåòðè÷íûé èððåôëåêñèâíûé ãðàô, C ⊆ V �

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî åãî âåðøèí. Îïðåäåëèì ñèãíàòóðó σC = 〈E, c〉c∈C ,
ñîñòîÿùóþ èç ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà E ñìåæíîñòè âåðøèí è êîíñòàíò-
íûõ ñèìâîëîâ èç ìíîæåñòâà C, ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé ñèìâîë
c ∈ C âñåãäà èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ãðàôå Γ êàê îäíîèìåííàÿ âåðøèíà c.
Ïóñòü X = {x1, . . . , xk} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ. Ìíîæå-

ñòâî òåðìîâ ñèãíàòóðû σC íàä ïåðåìåííûìè èç X ñîâïàäàåò ñ C ∪ X.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç AtσC (X) ìíîæåñòâî âñåõ àòîìàðíûõ ôîðìóë ñèãíàòó-
ðû σC íàä ïåðåìåííûìè èç X.
Óðàâíåíèåì ñèãíàòóðû σC íàä X áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ ôîðìóëó

ϕ(x1, . . . , xk) ∈ AtσC (X). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿìè ñèãíàòóðû σC íàä
X ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû äâóõ âèäîâ: t = t′ èëè E(t, t′), ãäå t è t′ � òåðìû
ñèãíàòóðû σC .
Ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñèãíàòóðû σC íàä X áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ïîä-

ìíîæåñòâî S ⊆ AtσC (X). Ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé S
íàä Γ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

VΓ(S) = {〈v1, . . . , vk〉 ∈ V k | Γ |= ϕ(v1, . . . , vk) äëÿ âñåõ ϕ ∈ S}.

Ñèñòåìà S ñîâìåñòíà íàä Γ, åñëè VΓ(S) 6= ∅, èíà÷å îíà ÿâëÿåòñÿ íåñîâ-
ìåñòíîé íàä Γ. Ñèñòåìû óðàâíåíèé S1 è S2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè íàä Γ, åñëè VΓ(S1) = VΓ(S2).
Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå ñèñòåìû

äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, òî åñòü óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî êîí-
ñòàíò C ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì V âåðøèí ãðàôà.
Â � 2 íàñòîÿùåé ñòàòüè ïðèâåä¼í ïðèìåð ñèììåòðè÷íîãî èððåôëåêñèâ-

íîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà è ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé, äëÿ êî-
òîðûõ ïðîöåäóðà 1.1 [5] ðàáîòàåò íåêîððåêòíî. Â � 3 îïèñàíà íåäåòåðìè-
íèðîâàííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñîâìåñòíûõ
êîíå÷íûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè
ãðàôàìè. Â � 4 ïîñòðîåíî ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå NP-ïîëíîé ïðîáëå-
ìû ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ cèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷-
íûìè ñèììåòðè÷íûìè èððåôëåêñèâíûìè ãðàôàìè ê ðàññìàòðèâàåìîé
ïðîáëåìå, îãðàíè÷åííîé äâóäîëüíûìè ãðàôàìè, è òåì ñàìûì óñòàíîâ-
ëåíà NP-ïîëíîòà ïîñëåäíåé.

2 Êîíòðïðèìåð ê ðåçóëüòàòó À.Â.Èëüåâà è Â.Ï.Èëüåâà

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, â [5] áûëà ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà 1.1
ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâó-
äîëüíûìè ãðàôàìè, ïðè ýòîì óòâåðæäàëàñü å¼ êîððåêòíîñòü è ïîëèíî-
ìèàëüíàÿ âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü O(k2n(k+n)2), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â
ãðàôå, à k � ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå.
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Ðàññìîòðèì ãðàô Γ è ñèñòåìó óðàâíåíèé S, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñóíêå
íèæå.
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E(x1, x2), E(x1, c1),

E(x2, x3), E(x2, c2),

E(x3, x4), E(x3, c3),

E(x4, x1), E(x4, c4).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, à ñèñòåìà
óðàâíåíèé S íå ñîâìåñòíà íàä ýòèì ãðàôîì, ïîñêîëüêó G íå ñîäåðæèò
öèêëîâ äëèíû 4.
Îïèñàíèå ïðîöåäóðû 1.1 è òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûõ â íåé

äàííûõ ìîæíî íàéòè â [5]. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ñîñòîÿùàÿ èç øàãîâ 0�
4 ïðîöåäóðà 1.1 ïðåîáðàçóåò èñõîäíóþ ñèñòåìó S â ýêâèâàëåíòíóþ åé
ñèñòåìó, è åñëè S � òåêóùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, òî íà êàæäîì øàãå
èñïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû 1.1 ìíîæåñòâî Wi ñîñòîèò èç âåðøèí v ãðàôà Γ,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì E(xi, v) ∈ S, à ìíîæåñòâî W⊥

i ñîñòîèò èç âñåõ
âåðøèí ãðàôà Γ, ñìåæíûõ ñ êàæäîé âåðøèíîé èç Wi.
Åñëè ïîäàòü íà âõîä ïðîöåäóðû 1.1 íàøè ãðàô Γ è ñèñòåìó S, òî

ïîñëå øàãà 0 ñèñòåìà îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé è äëÿ âñåõ 1 6 i 6 4
áóäóò îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà Wi = {ci} è W⊥

i = {vi, v′i}.
Øàãè 1�3 ïðîöåäóðû 1.1 èñïîëíÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èç òåêóùåé

ñèñòåìû íå áóäóò óäàëåíû óðàâíåíèÿ âèäà t = t′. Ïîýòîìó øàãè 1�3
ýòîé ïðîöåäóðû íå èçìåíÿò ìíîæåñòâà Wi, W

⊥
i è ñèñòåìó S.

Äàëåå íà øàãå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàô H, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðåìåííûå èç òåêóùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé, à ð¼áðà îïðåäåëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿìè âèäà E(xi, xj) ∈ S. Â íàøåì ñëó÷àå ãðàô H èçîìîðôåí
ãðàôó C4. Èñïîëíåíèå èíñòðóêöèé øàãà 4 âíîâü íå ïðèâîäèò ê èçìåíå-
íèÿì â Wi, W

⊥
i è S. Ïðè ýòîì êðèòåðèåì ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû íà øàãå

4 ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû â ãðàôå H è îòñóòñòâèå
ïóñòûõ ìíîæåñòâ W⊥

i .
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà 1.1 çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó ñ ïîëîæèòåëü-

íûì ðåçóëüòàòîì î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíî-
ìó óòâåðæäåíèþ î íåñîâìåñòíîñòè S.

3 Ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó NP

Â [5] ïîñòðîåíà äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà 1, êîòîðàÿ îñóùåñòâ-
ëÿåò ïðîâåðêó ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
íàä ïðîèçâîëüíûìè êîíå÷íûìè ãðàôàìè çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ. Â
äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåä¼ì ìîäèôèêàöèþ äàííîé ïðîöåäóðû äëÿ
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ðàñïîçíàâàíèÿ ñîâìåñòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëü-
íûìè ãðàôàìè. Ìîäèôèêàöèÿ êîñí¼òñÿ ëèøü øàãà 4, â êîòîðîì ïîëíûé
ïåðåáîð âñåõ êîðòåæåé ôèêñèðîâàííîé äëèíû èç äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ
ãðàôà çàìåí¼í íà íåäåòåðìèíèðîâàííîå óãàäûâàíèå îäíîãî òàêîãî êîðòå-
æà, êîòîðîå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îñòàëüíûå
øàãè ïðîöåäóðû ïîâòîðÿþò àíàëîãè÷íûå øàãè ïðîöåäóðû 1 [5].
Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåäóð ìû èñ-

ïîëüçóåì íåäåòåðìèíèðîâàííóþ ìàøèíó Òüþðèíãà ñ íåñêîëüêèìè ðà-
áî÷èìè ëåíòàìè [1, � 10.1]. Ìû òàêæå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îïðåäåëå-
íèé êëàññà NP è ïîíÿòèÿ NP-ïîëíîé ïðîáëåìû, ïðèíÿòûõ â [1, � 10.2].
Ìàøèíû Òüþðèíãà áóäóò èíòåðåñîâàòü íàñ ïðåæäå âñåãî êàê óñòðîé-
ñòâà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêîâ. Íàïîìíèì, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ
ìàøèíà Òüþðèíãà T ðàñïîçíà¼ò ñëîâî w íàä íåêîòîðûì ôèêñèðîâàí-
íûì àëôàâèòîì, åñëè õîòÿ áû îäíà âåòâü âû÷èñëåíèé, çàïóùåííûõ íà
ìàøèíå T ñ âõîäíûì ñëîâîì w, äîñòèãàåò çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
ìàøèíû. Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü èíòåðåñóþùóþ
íàñ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó â âèäå ôîðìàëüíîãî ÿçûêà íàä íåêîòî-
ðûì êîíå÷íûì àëôàâèòîì.
Ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ñèììåòðè÷íûé èððåôëåêñèâíûé

ãðàô Γ = 〈V,E〉, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X è ñèñòåìà óðàâíå-
íèé S ñèãíàòóðû σV = 〈E, v〉v∈V íàä X. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |V | = n,
|X| = k, V = {v1, . . . , vn}, X = {x1, . . . , xk}. Çàíóìåðóåì âñå òåðìû ñèã-
íàòóðû σV íàä ïåðåìåííûìè èç X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t1 = v1, . . . , tn = vn, tn+1 = x1, . . . , tn+k = xk.

Â ïðîöåññå ðàáîòû íàøè ïðîöåäóðû áóäóò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
äàííûå, êîòîðûå õðàíÿòñÿ íà ëåíòàõ ìàøèíû Òüþðèíãà â âèäå ñëîâà
íàä àëôàâèòîì {0, 1,#, ∗,C,B}:
1-ÿ ëåíòà ñîäåðæèò ãðàô Γ, ïðåäñòàâëåííûé ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ðàç-

ìåðà n× n, çàïèñàííîé â ÿ÷åéêàõ ëåíòû â âèäå ñëîâà

A = CA1,1 . . .A1,n# . . .#An,1 . . .An,nB,

ãäå Ai,j ∈ {0, 1} è Ai,j = 1⇔ Γ |= E(vi, vj) äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n.
2-ÿ ëåíòà õðàíèò óðàâíåíèÿ âèäà E(ti, tj), ïðåäñòàâëåííûå ìàòðèöåé

ðàçìåðà (n+k)× (n+k), çàïèñàííîé â ÿ÷åéêàõ ëåíòû â âèäå ñëîâà

R = CR1,1 . . .R1,n+k# . . .#Rn+k,1 . . .Rn+k,n+kB,

ãäå Ri,j ∈ {0, 1} è Ri,j = 1 ⇔ E(ti, tj) ∈ S äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n+k.
Ïîñêîëüêó Γ � ñèììåòðè÷íûé ãðàô, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà R
òîæå ñèììåòðè÷íà. Â ñèëó òàêîãî ñîãëàøåíèÿ, ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü
óðàâíåíèÿ E(ti, tj) è E(tj , ti).
3-ÿ ëåíòà ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ âèäà ti = tj â âèäå ìàòðèöû ðàçìåðà

(n+k)× (n+k), çàïèñàííîé â ÿ÷åéêàõ ëåíòû â âèäå ñëîâà

E = CE1,1 . . . E1,n+k# . . .#En+k,1 . . . En+k,n+kB,
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ãäå Ei,j ∈ {0, 1} è Ei,j = 1 ⇔ ti = tj ∈ S äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n+k.
Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî � ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìàòðèöà E òàêæå ñèììåòðè÷íà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ìû íå áóäåì
ðàçëè÷àòü óðàâíåíèÿ ti = tj è tj = ti.
4-ÿ ëåíòà êîäèðóåò ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Wi ⊆ V , ãäå 1 6 i 6 k.

Êàæäîå ìíîæåñòâî Wi ñîñòîèò èç òàêèõ âåðøèí vj ãðàôà Γ, äëÿ êîòî-
ðûõ â òåêóùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïðèñóòñòâóåò óðàâíåíèå âèäà E(xi, vj).
ÌíîæåñòâàWi ïðåäñòàâëåíû ïîñòðî÷íî ìàòðèöåé ðàçìåðà k×n, êîòîðàÿ
áóäåò çàïèñàíà â ÿ÷åéêàõ ëåíòû â âèäå ñëîâà

W = CW1,1 . . .W1,n# . . .#Wk,1 . . .Wk,nB,

ãäå Wi,j ∈ {0, 1} è Wi,j = 1⇔ vj ∈Wi äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k è 1 6 j 6 n.
5-ÿ ëåíòà êîäèðóåò ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ W⊥

i ⊆ V , ãäå 1 6 i 6 k.
Êàæäîå ìíîæåñòâî W⊥

i ñîñòîèò èç âåðøèí ãðàôà Γ, ñìåæíûõ ñ êàæäîé
âåðøèíîé ìíîæåñòâà Wi. Åñëè Wi = ∅, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì
W⊥
i = V . Ìíîæåñòâà W⊥

i ïðåäñòàâëåíû ïîñòðî÷íî ìàòðèöåé ðàçìåðà
k × n, êîòîðàÿ áóäåò çàïèñàíà â ÿ÷åéêàõ ëåíòû â âèäå ñëîâà

W⊥ = CW⊥
1,1 . . .W⊥

1,n# . . .#W⊥
k,1 . . .W⊥

k,nB,

ãäå W⊥
i,j ∈ {0, 1} è W⊥

i,j = 1 ⇔ vj ∈ W⊥
i äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k è 1 6 j 6 n.

Íåôîðìàëüíî,W⊥
i ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðåìåííàÿ xi â ðàìêàõ òåêóùåé
ñèñòåìû óðàâíåíèé.
6-ÿ ëåíòà õðàíèò ñåìåéñòâî êëàññîâ Y (tj), ãäå 1 6 j 6 n+k, êîòîðûå

îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V ∪ X. Â õîäå èñïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû
íåêîòîðûå êëàññû ìîãóò ñòàòü ïóñòûìè, ïðè ýòîì ýëåìåíòû òàêèõ êëàñ-
ñîâ ïåðåíîñÿòñÿ â äðóãèå êëàññû. Åñëè êëàññ Y (tj) íå ïóñò, òî ïðîöåäóðà
áóäåò îòîæäåñòâëÿòü âñå åãî ýëåìåíòû äðóã ñ äðóãîì, ïðè ýòîì j áóäåò
íàèìåíüøèì èíäåêñîì òåðìîâ èç Y (tj). Êëàññû ïðåäñòàâëåíû ïîñòðî÷-
íî ìàòðèöåé ðàçìåðà (n+k)× (n+k), êîòîðàÿ áóäåò çàïèñàíà â ÿ÷åéêàõ
ëåíòû â âèäå ñëîâà

Y = CY1,1 . . .Y1,n+k# . . .#Yn+k,1 . . .Yn+k,n+kB,

ãäå Yi,j ∈ {0, 1} è Yi,j = 1⇔ tj ∈ Y (ti) äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n+k.
Ëåíòû 7�10 ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè.
Äëÿ íàøåé îñíîâíîé ïðîöåäóðû, ðàñïîçíàþùåé ñîâìåñòíûå ñèñòåìû

óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè, âõîäíûìè äàííûìè
áóäóò îïèñàííûå âûøå ñëîâà A, R, E . Òàêèì îáðàçîì, íàøà îñíîâíàÿ
ïðîöåäóðà, çàïóùåííàÿ íà òðîéêå âõîäíûõ ñëîâ A, R, E , áóäåò ïåðåõî-
äèòü â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâàA,R,
E ñîîòâåòñòâóþò ñîâìåñòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî íåäåòåð-
ìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà T èìååò âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü f(l),
åñëè äëÿ ëþáîãî ðàñïîçíàâàåìîãî ìàøèíîé T âõîäíîãî ñëîâà w äëèíû l
ñóùåñòâóåò âåòâü âû÷èñëåíèé íà ìàøèíå T , âäîëü êîòîðîé ñëîâî w ðàñ-
ïîçíà¼òñÿ çà íå áîëåå ÷åì f(l) øàãîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ðàçìåð âõîäíûõ
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äàííûõ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà èõ äëèí è, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèþ
âðåìåííîé ñëîæíîñòè îñíîâíîé ïðîöåäóðû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèþ îò íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà l = |A| + |R| + |E|. Â ÷àñòíîñòè,
l = n2 + 2(n+ k)2 + 3n+ 2k + 3.
Îïèñàíèå ïðîöåäóð áóäåì èçëàãàòü íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå, ò.å. áåç ïî-

äðîáíîãî èçëîæåíèÿ ïðîãðàìì íà ÿçûêå ìàøèí Òüþðèíãà. Èíîãäà íàøè
ïðîöåäóðû áóäóò îñòàíàâëèâàòüñÿ è âûäàâàòü ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíî-
ñòè ñèñòåìû � â ýòîì ñëó÷àå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îñòàíîâêà ïðîèçîøëà â
ñîñòîÿíèè, îòëè÷íîì îò çàêëþ÷èòåëüíîãî. Îáúåêòû, óêàçàííûå â îïè-
ñàíèÿõ íàøèõ ïðîöåäóð, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äèíàìè÷åñêèå ïåðå-
ìåííûå, ò.å. äàííûå îáúåêòû ìîãóò ïåðåîïðåäåëÿòüñÿ â õîäå èñïîëíåíèÿ
ïðîöåäóðû, íî ïðè ýòîì äëÿ íèõ èñïîëüçóþòñÿ òå æå èìåíà, êîòîðûå
áûëè è äî ïåðåîïðåäåëåíèÿ.
Îïèøåì ñíà÷àëà äåòåðìèíèðîâàííóþ ïðîöåäóðó INIT äëÿ èíèöèàëè-

çàöèè îïèñàííûõ âûøå äàííûõ. Ïðîöåäóðà INIT ýêâèâàëåíòíà øàãó 0
ïðîöåäóðû 1 èç [5].

Ïðîöåäóðà INIT.

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô Γ è ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé S. Âûõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà Wi, W

⊥
i è

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè Y (ti). Ðàáîòà ïðîöåäóðû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
òð¼õ ïóíêòîâ:
(1) Îáõîäèì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû S è äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ âèäà

E(xi, vj) óñòàíàâëèâàåì Wi,j = 1. Äëÿ îñòàëüíûõ ÿ÷ååê ìàòðèöû W çíà-
÷åíèå ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ.
(2) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû W⊥ îáõîäèì ìíîæåñòâà Wi. Åñëè Wi 6=

∅, âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû W⊥
i,j ïî ôîðìóëå

W⊥
i,j =

∏
{Am,j | 1 6 m 6 n,Wi,m = 1}.

Åñëè æåWi = ∅, ïîëàãàåìW⊥
i = V . Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíà

ñòðîêà ìàòðèöû W⊥ ñîäåðæèò òîëüêî íóëè, òî ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâà-
åòñÿ è âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû.
(3) Äëÿ êàæäîãî òåðìà ti óñòàíàâëèâàåì Y (ti) = {ti}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå èñïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû INIT ñèñòåìà S ýê-
âèâàëåíòíà ñèñòåìå S ∪ {t = t′ | ∃ti∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))}. Êîððåêòíîñòü
ðàáîòû ïðîöåäóðû î÷åâèäíà. Îöåíèì âðåìÿ å¼ ðàáîòû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû INIT ñîñòàâëÿåò O(l2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (1) âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(l). Â ïóíêòå (2)
äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i ∈ {1, . . . k} íàõîæäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà W⊥

i òðåáóåò âðåìÿ O(l), ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíî ïóíêò (2)
èñïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(l2). Âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïóíêòà (3) ñîñòàâëÿåò
O(l). Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû INIT ñîñòàâëÿåò O(l2).

�
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Îïèøåì ñëåäóþùóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ ïðîöåäóðó ELIM, êîòîðàÿ
ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó óðàâíåíèé S, óñòðàíÿÿ èç íå¼ óðàâíåíèÿ ñ ðàâåí-
ñòâàìè, íî ïðè ýòîì ñîõðàíÿÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S ∪ {t = t′ |
∃ti∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))}. Ïðîöåäóðà ELIM ýêâèâàëåíòíà øàãàì 1�3 ïðî-
öåäóðû 1 èç [5].

Ïðîöåäóðà ELIM.

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô Γ, ñèñòåìà
óðàâíåíèé S, à òàêæå ìíîæåñòâà Wi, W

⊥
i è êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Y (ti), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(à) Ìíîæåñòâà Y (ti) îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V ∪X;
(á) Åñëè Y (xi) 6= ∅, òî Wi = {vj ∈ V | E(xi, vj) ∈ S};
(â) Åñëè Y (xi) 6= ∅ è Wi 6= ∅, òî W⊥

i = {vp ∈ V | ∀vj∈Wi(〈vp, vj〉∈E)};
(ã) Åñëè Y (xi) 6= ∅ è Wi = ∅, òî W⊥

i = V .
Âûõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ îáíîâë¼ííûå ñèñòåìà óðàâíåíèé S,

ìíîæåñòâà Wi, W
⊥
i è êëàññû Y (ti). Ðàáîòà ïðîöåäóðû çàêëþ÷àåòñÿ â

èñïîëíåíèè öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç øàãîâ 1�3, ïðè ýòîì
ïðîâåðêà óñëîâèÿ âûõîäà èç öèêëà îñóùåñòâëÿåòñÿ â êîíöå øàãà 3.

Øàã 1. Óñòðàíåíèå ðàâåíñòâ è îáúåäèíåíèå êëàññîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåì â ñèñòåìå S âñå óðàâíåíèÿ, ñîäåð-
æàùèå ðàâåíñòâà. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî óðàâíåíèÿ ti = tj îáúåäèíÿåì
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèå òåðìû ti è tj , ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü ti ∈ Y (tp), tj ∈ Y (tq), m = min{p, q} è s = max{p, q}. Òîãäà
ïîëàãàåì Y (tm) = Y (tp) ∪ Y (tq) è Y (ts) = ∅. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå
ti = tj óäàëÿåòñÿ èç ñèñòåìû.

Øàã 2. Ïðîâåðêà íà íåñîâìåñòíîñòü è çàìåíà ïåðåìåííûõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàåì âñå íåïóñòûå êëàññû Y (t) è äëÿ êàæ-
äîãî èç íèõ èñïîëíÿåì ñëåäóþùèå ïóíêòû (1)�(6):
(1) Åñëè â Y (t) ñîäåðæàòñÿ äâå ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû vi è vj , òî ïðî-

öåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû.
(2) Åñëè â Y (t) ñîäåðæèòñÿ òîëüêî îäíà êîíñòàíòà vj è õîòÿ áû îäíà

ïåðåìåííàÿ, ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(⋂
{W⊥

i | xi ∈ Y (t)}
)
∩{vj} =

∅, òî ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè
ñèñòåìû.
(3) Åñëè Y (t) íå ñîäåðæèò êîíñòàíò èç V è

⋂
{W⊥

i | xi ∈ Y (t)} = ∅, òî
ïðîöåäóðà òàêæå îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè
ñèñòåìû.
(4) Åñëè â Y (t) ñîäåðæèòñÿ òîëüêî îäíà êîíñòàíòà vj è õîòÿ áû îäíà

ïåðåìåííàÿ, è ïðè ýòîì
(⋂
{W⊥

i | xi ∈ Y (t)}
)
∩ {vj} = {vj}, òî âî âñåõ

óðàâíåíèÿõ èç S êàæäóþ ïåðåìåííóþ xi ∈ Y (t) çàìåíÿåì íà vj .

(5) Åñëè Y (t) íå ñîäåðæèò êîíñòàíò èç V , íî ïðè ýòîì
⋂
{W⊥

i | xi ∈
Y (t)} = {vj} äëÿ íåêîòîðîãî vj , òî âî âñåõ óðàâíåíèÿõ èç S êàæäóþ
ïåðåìåííóþ xi ∈ Y (t) \ {t} çàìåíÿåì íà vj è äîáàâëÿåì â S óðàâíåíèå
t = vj .
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(6) Åñëè Y (t) íå ñîäåðæèò êîíñòàíò èç V è ïðè ýòîì
∣∣⋂{W⊥

i | xi ∈
Y (t)}

∣∣ > 1, òî âî âñåõ óðàâíåíèÿõ èç S êàæäóþ ïåðåìåííóþ xi ∈ Y (t)\{t}
çàìåíÿåì íà t.

Øàã 3. Îáðàáîòêà óðàâíåíèé è âûõîä èç öèêëà.

Ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåì â ñèñòåìå S âñå óðàâíåíèÿ
âèäà E(tp, tq) è âûïîëíÿåì äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïóíêòû (1)�(2), çàòåì
ïåðåõîäèì ê ïóíêòàì (3)�(4).
(1) Åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä E(xi, xi) èëè E(vi, vj), ãäå 〈vi, vj〉 /∈ E,

òî ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñè-
ñòåìû.
(2) Åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä E(xi, vj) è ïðè ýòîì vj /∈ Wi (òî åñòü

óðàâíåíèå E(xi, vj) ïîëó÷åíî íà øàãå 2), ìíîæåñòâà Wi è W
⊥
i ïåðåîïðå-

äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wi = Wi ∪ {vj}, W⊥
i = W⊥

i ∩ {vj}⊥,

ãäå {vj}⊥ � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γ, ñìåæíûõ ñ vj . Åñëè ïîñëå ïå-

ðåîïðåäåëåíèÿ îêàçàëîñü, ÷òî W⊥
i = ∅, òî ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ è

âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû. Åñëè æå W⊥
i = {vm} äëÿ

íåêîòîðîãî vm, òî äîáàâëÿåì â ñèñòåìó S óðàâíåíèå xi = vm.
(3) Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xi òàêîé, ÷òî Y (xi) = ∅, íàõîäèì òåðì t,

äëÿ êîòîðîãî xi ∈ Y (t). Åñëè t � ýòî êîíñòàíòà vj , ïîëàãàåì W⊥
i = {vj}.

Åñëè æå t � ýòî ïåðåìåííàÿ xm, òî óñòàíàâëèâàåì W⊥
i = W⊥

m .
(4) Ïðîâåðÿåì, ñîäåðæèò ëè ñèñòåìà S óðàâíåíèÿ ñ ðàâåíñòâîì. Åñëè

â S îñòàëîñü õîòÿ áû îäíî óðàâíåíèå ñ ðàâåíñòâîì, ïðîöåäóðà âîçâðà-
ùàåòñÿ íà øàã 1. Åñëè ðàâåíñòâ â S áîëüøå íåò, ïðîöåäóðà çàâåðøàåò
ðàáîòó, âîçâðàùàÿ îáíîâë¼ííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé S, ìíîæåñòâà Wi,
W⊥
i è êëàññû Y (ti). Åñëè ïðè ýòîì â ñèñòåìå S íå îñòàëîñü óðàâíåíèé

ñ ðàâåíñòâîì è íåò óðàâíåíèé âèäà E(xi, xj), òî ïðîöåäóðà ïåðåõîäèò â
çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå è âûäà¼ò ñîîáùåíèå ¾ñèñòåìà ñîâìåñòíà¿.

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿì (à)�(ã) óäîâëåòâîðÿþò íå òîëüêî âõîäíûå äàí-
íûå ïðîöåäóðû ELIM, íî è å¼ òåêóùèå äàííûå â íà÷àëå êàæäîé èòåðàöèè
ñîñòîÿùåãî èç øàãîâ 1�3 öèêëà.

Ëåììà 1. Íà øàãå 3 ïðîöåäóðû ELIM â ìîìåíò ïðîâåðêè óñëîâèÿ èç
ïóíêòà (4) äëÿ òåêóùèõ äàííûõ, èñïîëüçóåìûõ ïðîöåäóðîé, ñïðàâåäëè-
âû óêàçàííûå â åå îïèñàíèè óñëîâèÿ (à)�(ã).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (à) î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèé íà øàãå 1.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (á). Ïåðåä çàïóñêîì ïðîöåäóðû äàí-

íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ âõîäíûõ äàííûõ. Äîïóñòèì,
ïåðåä íà÷àëîì øàãà 1 óñëîâèå âåðíî. Òîãäà ïîñëå øàãà 1 îíî òîæå îñòà-
íåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, ïîñêîëüêó øàã 1 íå èçìåíÿåò ìíîæåñòâà âèäà Wi è
óðàâíåíèÿ âèäà E(ti, tj). Øàã 2 òîæå íå èçìåíÿåò ìíîæåñòâà âèäàWi, íî
äåëàåò çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ â ïóíêòàõ (4)�(6). Ïóñòü ïîñëå
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øàãà 3 äëÿ ïåðåìåííîé xi ñïðàâåäëèâî Y (xi) 6= ∅ è ïóñòü vj ∈Wi. Åñëè
óñëîâèå vj ∈ Wi áûëî âåðíî åùå ïåðåä íà÷àëîì øàãà 3, òî, ïîñêîëü-
êó øàã 2 íå èçìåíÿåò Wi, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëå øàãà 1 èìååò ìåñòî
E(xi, vj) ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê ïîñëå øàãà 1 Y (xi) 6= ∅ è vj ∈Wi,
óðàâíåíèå E(xi, vj) íå äîëæíî èçìåíèòüñÿ íà øàãàõ 2 è 3, ò.å. ïîñëå øà-
ãà 3 îíî ïî-ïðåæíåìó áóäåò ëåæàòü â ñèñòåìå. Åñëè ýëåìåíò vj ïîïàë
â Wi íåïîñðåäñòâåííî íà øàãå 3, òî ïî ïîñòðîåíèþ â ïóíêòå (2) øàãà 3
çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëå øàãà 3 âåðíî E(xi, vj) ∈ S. Ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ-
÷åíèÿ {vj | E(xi, vj) ∈ S} ⊆ Wi ïîñëå øàãà 3 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî
èç ïóíêòà (2) ýòîãî øàãà.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (â). Ïåðåä çàïóñêîì ïðîöåäóðû äàí-

íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ âõîäíûõ äàííûõ. Äîïóñòèì, ïå-
ðåä íà÷àëîì øàãà 1 óñëîâèå ñïðàâåäëèâî. Òîãäà ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî èñïîëíåíèÿ øàãîâ 1 è 2 îíî òîæå îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, ïîñêîëü-
êó ýòè øàãè íå èçìåíÿåò ìíîæåñòâà Wi è W⊥

i . Øàã 3 â ñëó÷àå, êîãäà
Y (xi) 6= ∅ è Wi 6= ∅, ìîæåò èçìåíèòü ìíîæåñòâà Wi è W⊥

i òîëüêî
â ïóíêòå (2), ïîýòîìó áóäåì äîêàçûâàòü òðåáóåìîå ñâîéñòâî èíäóêöè-
åé ïî ÷èñëó ïåðåîïðåäåëåíèé ìíîæåñòâ Wi è W⊥

i â ïóíêòå (2) íà øà-
ãå 3. Ïóñòü Wi è W

⊥
i � ýòî ìíîæåñòâà äî ïåðåîïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòî-

ðûõ òðåáóåìîå ñâîéñòâî óæå äîêàçàíî, à W i è W
⊥
i � ýòî ìíîæåñòâà

ïîñëå ïåðåîïðåäåëåíèÿ â ïóíêòå (2). Òîãäà W i = Wi ∪ {vj} è W
⊥
i =

W⊥
i ∩{vp∈V | 〈vj , vp〉∈E}. Íåòðóäíî, èñïîëüçóÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëî-

æåíèå, ïîíÿòü, ÷òî W
⊥
i ⊆ {vq∈V | ∀vp∈W i(〈vq, vp〉∈E)}. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, åñëè 〈vq, vj〉∈E è 〈vq, vp〉∈E äëÿ âñåõ vp∈Wi, òî ïî èíäóêöèè vq ∈W⊥
i

è, çíà÷èò, vq ∈W⊥
i ∩ {vp∈V | 〈vj , vp〉∈E}, òî åñòü vq ∈W

⊥
i .

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (ã). Ïóñòü ïîñëå øàãà 3 âûïîëíÿ-
åòñÿ Y (xi) 6= ∅ è Wi = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèÿ Y (xi) 6= ∅
è Wi = ∅ áûëè ñïðàâåäëèâû âñåãäà, íà÷èíàÿ ñ çàïóñêà ïðîöåäóðû.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâà (á), â ñèñòåìå íå áûëî óðàâíåíèé âè-
äà E(xi, vj) íà âñåõ øàãàõ, íà÷èíàÿ ñ çàïóñêà ïðîöåäóðû. Çíà÷èò, â ñèëó
ñâîéñòâ âõîäíûõ äàííûõ è ïîñòðîåíèé â ïóíêòå (2) íà øàãå 3, îò ìîìåí-
òà çàïóñêà è äî ðàññìàòðèâàåìîãî ìîìåíòà áûëî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
W⊥
i = V . �

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S∪{t = t′ | ∃ti∈V ∪X(t, t′ ∈
Y (ti))} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðîöåäóðû ELIM.

Ëåììà 2. Ïóñòü ïðîöåäóðà ELIM áûëà çàïóùåíà íà âõîäíûõ ñèñòåìå
óðàâíåíèé S0 è êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè Y0(ti). Òîãäà â ëþáîé ìîìåíò
ðàáîòû ïðîöåäóðû äëÿ òåêóùèõ ñèñòåìû S è êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
Y (ti) ñèñòåìà óðàâíåíèé S∪{t = t′ | ∃ti∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))} ýêâèâàëåíò-
íà ñèñòåìå S0 ∪ {t = t′ | ∃ti∈V ∪X(t, t′ ∈ Y0(ti))}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ íà êàæäîì
øàãå àëãîðèòìà.
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Äëÿ øàãà 1 ýòî î÷åâèäíî: ïðè êàæäîì óäàëåíèè ðàâåíñòâà èç ñèñòåìû
S ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îáúåäèíÿþòñÿ è, çíà÷èò,
èíôîðìàöèÿ î ðàâåíñòâå ýòèõ òåðìîâ ñîõðàíÿåòñÿ.
Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ øàãà 2 â ïóíêòàõ (1)�(3), à òàêæå øàãà 3 â

ïóíêòàõ (1), (3)�(4) ñèñòåìà è êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íå èçìåíÿþòñÿ.
Â ïóíêòàõ (4) è (6) øàãà 2, â ñèëó íàøåé íóìåðàöèè òåðìîâ, ïîñëå ïðî-

âåðêè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé äëÿ Y (t) âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ïðîèñõîäèò
çàìåíà êàæäîé ïåðåìåííîé xi ∈ Y (t) \ {t} íà òåðì t. Çàìåòèì, ÷òî â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïóíêòàõ òåêóùàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò ñîäåðæàòü óðàâíåíèÿ
âèäà xi = tm. Ïîýòîìó êàæäàÿ òàêàÿ çàìåíà ðåàëèçóåòñÿ ïóò¼ì óäàëå-
íèÿ èç S óðàâíåíèÿ âèäà E(xi, tm) è äîáàâëåíèÿ â S óðàâíåíèÿ E(t, tm).
Òàê êàê â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ øàãà 2 êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íå èçìå-
íÿþòñÿ, ìíîæåñòâî {t = t′ | ∃tj∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (tj))} ñîäåðæèò óðàâíåíèå
xi = t êàê äî, òàê è ïîñëå óêàçàííîé çàìåíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ëþáîì îçíà÷èâàíèè ïåðåìåííûõ ïîäñèñòåìû {E(xi, tm)} ∪ {xi = t} è
{E(t, tm)} ∪ {xi = t} ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííî.
Â ïóíêòå (5) øàãà 2 òåðì t ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå
⋂
{W⊥

i | xi ∈ Y (t)} = {vj} è âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ïðîèñõîäèò çàìåíà
êàæäîé ïåðåìåííîé xi ∈ Y (t) \ {t} íà vj , ïðè ýòîì â ñèñòåìó äîáàâëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèå t = vj . Â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìà òîæå íå ìîæåò ñîäåðæàòü
óðàâíåíèÿ âèäà xi = tm. Ïîýòîìó êàæäîå èç óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ðåàëèçóåòñÿ ïóò¼ì óäàëåíèÿ èç S óðàâíåíèÿ âèäà E(xi, tm) è äîáàâëå-
íèÿ óðàâíåíèé E(vj , tm) è t = vj . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îçíà÷èâàíèÿ âñåõ
ïåðåìåííûõ èç Y (t) ðàâíû äðóã äðóãó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî
óðàâíåíèé {xi = xp | xi, xp ∈ Y (t)} áóäåò íåâûïîëíèìûì êàê äî, òàê è
ïîñëå èñïîëíåíèÿ ïóíêòà (5). Åñëè îçíà÷èòü âñå ïåðåìåííûå xi ∈ Y (t)
çíà÷åíèåì vj , òî ïîäñèñòåìû {E(xi, tm)} è {E(vj , tm)} ∪ {t = vj} ìîãóò
âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííî. Äîïóñòèì, â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ âñåõ
ïåðåìåííûõ èç Y (t) âûáðàíà êîíñòàíòà vs 6= vj . Â ñèëó ëåììû 1, èç

óñëîâèÿ
⋂
{W⊥

i | xi ∈ Y (t)} = {vj} ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ ïåðåìåííàÿ
xi ∈ Y (t) è êîíñòàíòà vp òàêèå, ÷òî â ñèñòåìå ñîäåðæèòñÿ óðàâíåíèå
E(xi, vp), íî ïðè ýòîì âåðøèíà vs íå ñìåæíà âåðøèíå vp â èñõîäíîì ãðà-
ôå. Òîãäà ïðè îçíà÷èâàíèè ïåðåìåííûõ t è xi çíà÷åíèåì vs óðàâíåíèå
E(xi, vp) íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, òàê æå, êàê è óðàâíåíèå t = vj .
Â ïóíêòå (2) øàãà 3 ñèñòåìà ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè

W⊥
i = {vm}, ïðè ýòîì â ñèñòåìó äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå xi = vm. Òîãäà

ïðè îçíà÷èâàíèè ïåðåìåííîé xi çíà÷åíèåì vm óòâåðæäåíèå ëåììû î÷å-
âèäíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòó
vs 6= vm, òî â ñèëó ëåììû 1 èç óñëîâèÿ W⊥

i = {vm} ñëåäóåò, ÷òî íàé-
ä¼òñÿ êîíñòàíòà vq òàêàÿ, ÷òî â ñèñòåìå ñîäåðæèòñÿ óðàâíåíèå E(xi, vq),
íî ïðè ýòîì âåðøèíà vs íå ñìåæíà âåðøèíå vq â èñõîäíîì ãðàôå. Òîãäà
óðàâíåíèå E(xi, vq) ñîäåðæèòñÿ â ñèñòåìå êàê äî, òàê è ïîñëå èñïîëíåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ïóíêòà, è ïðè ýòîì îíî áóäåò ëîæíûì, åñëè îçíà÷èòü
ïåðåìåííóþ xi çíà÷åíèåì vs. �
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Ëåììà 3. Åñëè ïðîöåäóðà ELIM âîçâðàùàåò ñîîáùåíèå î ñîâìåñòíî-
ñòè èëè íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, òî îíî ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíàâëèâàåìàÿ â ïóíêòå (1) øàãà 2 íåñîâìåñòíîñòü
ñèñòåìû S′ = S ∪ {t = t′ | ∃ti∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))} ñëåäóåò èç ïîïàäàíèÿ
vi è vj â îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â S′

óðàâíåíèÿ vi = vj , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïîïàðíîãî ðàçëè÷èÿ âñåõ
êîíñòàíò.
Â ïóíêòàõ (2) è (3) øàãà 2 íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû S′ ñëåäóåò èç òî-

ãî, ÷òî íè îäíà âåðøèíà ãðàôà Γ íå ìîæåò áûòü çíà÷åíèåì íè îäíîé
ïåðåìåííîé xi ∈ Y (t).
Íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû S′ â ïóíêòå (1) øàãà 3 ñëåäóåò èç ïðîòèâîðå-

÷èÿ ñ óñëîâèÿìè íà ãðàô Γ, à â ïóíêòå (2) òîãî æå øàãà � èç íåâîçìîæ-
íîñòè ïðèñâîèòü ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé xi.
Åñëè â ïóíêòå (4) øàãà 3 ïðîöåäóðà ïåðåõîäèò â çàêëþ÷èòåëüíîå ñî-

ñòîÿíèå è ñîîáùàåò î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, òî â òåêóùåé ñèñòåìå îò-
ñóòñòâóþò ðàâåíñòâà è óðàâíåíèÿ âèäà E(xi, xj), à âñå ìíîæåñòâàW

⊥
i íå

ïóñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîð çíà÷åíèÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ xi îãðà-
íè÷åí ëèøü ìíîæåñòâîì W⊥

i è íå çàâèñèò îò âûáîðà çíà÷åíèé äëÿ ïåðå-
ìåííûõ, ïðèíàäëåæàùèõ äðóãèì êëàññàì Y (t). Òàêèì îáðàçîì, â êà÷å-
ñòâå ðåøåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ëþáîé íàáîð 〈u1, . . . , uk〉 ∈W⊥

1 ×· · ·×W⊥
k ,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ∀i∀j∀p(xi, xj ∈ Y (tp) −→ ui = uj). �

Ïðåäëîæåíèå 2. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû ELIM ñîñòàâëÿåò O(l4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà øàãå 1 äëÿ êàæäîãî ðàâåíñòâà ti = tj , ãäå 1 6 i, j 6
n + k, îáúåäèíåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Y (ti) è Y (tj) òðåáóåò âðå-
ìåíè O(l), ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ øàãà 1 îöåíèâàåòñÿ
êàê O(l2).
Íà øàãå 2 ïóíêò (1) âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿO(l). Â ïóíêòàõ (2) è (3) øà-

ãà 2 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êëàññà Y (ti) ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëî-
âèÿ âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(l1.5). Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîâåðîê
ñîñòàâëÿåò O(n+k) = O(l0.5), îáùåå âðåìÿ ðàáîòû äàííûõ ïóíêòîâ îöå-
íèâàåòñÿ êàê O(l2). Â ïóíêòàõ (4)�(6) øàãà 2 äëÿ êàæäîãî êëàññà Y (ti),
ïîìèìî ïðîâåðêè àíàëîãè÷íîãî ïî ñëîæíîñòè óñëîâèÿ, âûïîëíÿåòñÿ çà-
ìåíà ïåðåìåííûõ è äîáàâëåíèå ðàâåíñòâ, êîòîðûå ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà
âðåìÿ O(l2). Ýòî ïðèâîäèò ê âåðõíåé îöåíêå O(l3) äëÿ äàííûõ ïóíêòîâ.
Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü øàãà 2 ñîñòàâëÿåò
O(l3).
Íà øàãå 3 ïóíêò (1) âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(l). Â ïóíêòå (2) øàãà 3

äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé âèäà E(xi, vj) ïåðåîïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ Wi

è W⊥
i îñóùåñòâëÿåòñÿ çà âðåìÿ O(l). Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî òàêèõ óðàâ-

íåíèé íå ïðåâîñõîäèò O(l), îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ïóíêòà (2) îöåíèâàåòñÿ
êàê O(l2). Ïóíêò (3) øàãà 3 ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ O(l2). Ïðîâåðêà
íà íàëè÷èå ðàâåíñòâ â ïóíêòå (4) øàãà 2 âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ O(l).
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ øàãà 3 ñîñòàâëÿåò O(l2).
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Èòàê, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé èòåðàöèè öèêëà, ñîñòîÿùåé èç øàãîâ
1�3, ñîñòàâëÿåò O(l2) + O(l3) + O(l2) = O(l3). Äàííàÿ èòåðàöèÿ ìîæåò
áûòü ïîâòîðåíà â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàâåíñòâà â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå S è
âñåãäà ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà â êîíöå
ñëåäóþùèõ èòåðàöèé. Ïîñêîëüêó îáùåå êîëè÷åñòâî ðàâåíñòâ íå ïðåâîñ-
õîäèò O(l), â õóäøåì ñëó÷àå èòåðàöèÿ ìîæåò áûòü ïîâòîðåíà O(l) ðàç.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ âñåé ïðîöåäóðû ñîñòàâëÿ-
åò O(l4). �

Äàëåå îïèøåì íàøó îñíîâíóþ ïðîöåäóðó ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè êî-
íå÷íûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè
ãðàôàìè. Îíà îáúåäèíÿåò ïðèâåä¼ííûå ðàíåå ïðîöåäóðû INIT è ELIM,
à òàêæå âêëþ÷àåò äîïîëíèòåëüíûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé øàã, îòâå÷à-
þùèé íåïîñðåäñòâåííî çà ïðîâåðêó ñîâìåñòíîñòè.

Ïðîöåäóðà CONSIST.

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô Γ è ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé S. Ðåçóëüòàòîì å¼ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä î ñîâìåñòíîñòè
èëè íåñîâìåñòíîñòè çàäàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ðàáîòà ïðîöåäóðû çà-
êëþ÷àåòñÿ â èñïîëíåíèè ñëåäóþùèõ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Èíèöèàëèçàöèÿ.

Íà ýòîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ çàïóñê ïðîöåäóðû INIT íà âõîäíûõ äàí-
íûõ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ôîðìèðóþòñÿ ìíîæåñòâà Wi, W

⊥
i è êëàññû ýêâè-

âàëåíòíîñòè Y (ti). Åñëè ïðîöåäóðà INIT îáíàðóæèâàåò íåñîâìåñòíîñòü,
îíà âûâîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå, êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ íà îñíîâ-
íóþ ïðîöåäóðó.

Ýòàï 2. Óïðîùåíèå ñèñòåìû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûõîäíûå äàííûå ïðîöåäóðû INIT óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (à)�(ã), ïðåäúÿâëÿåìûì ê âõîäíûì äàííûì ïðîöåäóðû ELIM.
Ïîýòîìó äàëåå çàïóñêàåòñÿ ïðîöåäóðà ELIM íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ íà
ïðåäûäóùåì ýòàïå. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîöåäóðû îáíîâëÿþòñÿ ñèñòå-
ìà S, ìíîæåñòâà Wi, W

⊥
i è êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè Y (ti). Åñëè ïðî-

öåäóðà ELIM ñîîáùàåò î ñîâìåñòíîñòè èëè íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû, ýòî
òàêæå ïåðåíîñèòñÿ íà îñíîâíóþ ïðîöåäóðó, è îíà çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîîáùåíèåì.

Ýòàï 3. Ïðîâåðêà ñîâìåñòíîñòè.

Íà ýòîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ ãðàô H = 〈VX , EX〉, ãäå VX � ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â çàïèñü õîòÿ áû îäíîãî óðàâíåíèÿ â òåêóùåé
ñèñòåìå S, à ìíîæåñòâî ð¼áåð EX îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

EX = {〈xi, xj〉, 〈xj , xi〉 | óðàâíåíèå E(xi, xj) âõîäèò â ñèñòåìó S}.

(1) Ïðåäñòàâèì ãðàô H â âèäå ìàòðèöû ñìåæíîñòè ðàçìåðà k × k,
çàïèñàííîé ïîñòðî÷íî íà 7-é ëåíòå â âèäå ñëîâà

H = CH1,1 . . .H1,k# . . .#Hk,1 . . .Hk,kB,
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ãäå Hi,j ∈ {∗, 0, 1} äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 k è ñèìâîë Hi,j îïðåäåëÿåòñÿ òàê

Hi,j =


∗, åñëè xi /∈ VX èëè xj /∈ VX ,
1, åñëè xi, xj ∈ VX è E(xi, xj) ∈ S,
0, åñëè xi, xj ∈ VX è E(xi, xj) /∈ S.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëèò îáðàáàòûâàòü ãðàô, èãíîðèðóÿ íåèñ-
ïîëüçóåìûå âåðøèíû. Ïðè âûïîëíåíèè ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ
êàê ïîèñê â øèðèíó [2], ñòðîêè è ýëåìåíòû, ñîäåðæàùèå ñèìâîë ∗, áóäóò
ïðîïóñêàòüñÿ, ÷òî èñêëþ÷àåò èõ âëèÿíèå íà ïðîöåññ âû÷èñëåíèé, íî ïðè
ýòîì ïîçâîëÿåò â áóäóùåì âîññòàíîâèòü íîìåðà ïåðåìåííûõ xi.
(2) Ïðèìåíèì ê ãðàôó H ñòàíäàðòíûé ïîèñê â øèðèíó [2, � 22.2]. Â

ïðîöåññå ïîèñêà â øèðèíó ãðàô H ðàçáèâàåòñÿ íà êîìïîíåíû ñâÿçíîñòè
H1, H2, . . . ,Hm, è â êàæäîé èç êîìïîíåíò ïîèñê íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîèçâîëü-
íîé ñòàðòîâîé âåðøèíû. Íà 8-é ëåíòå èçíà÷àëüíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû
ãðàôà H çàïèñûâàåòñÿ ñèìâîë ∗, îáîçíà÷àþùèé, ÷òî âåðøèíà åù¼ íå
áûëà ïîñåùåíà. Î÷åðåäü äëÿ îáðàáîòêè âåðøèí ãðàôà H õðàíèòñÿ íà
9-é ëåíòå â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ íîìåðîâ. Â ïðîöåññå îáõîäà äëÿ
êàæäîé âåðøèíû xi, ïîìåùàåìîé â î÷åðåäü, íà 8-é ëåíòå ìû ñîõðàíÿåì
÷¼òíîñòü äëèíû ïóòè îò ñòàðòîâîé âåðøèíû äî xi, à èìåííî: çàïèñûâà-
åì íà ëåíòå ñèìâîë 0, åñëè äëèíà ïóòè ÷¼òíàÿ, è çàïèñûâàåì ñèìâîë 1,
åñëè äëèíà ïóòè íå÷¼òíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå VX íà
äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà V0 è V1, êîòîðûå ñîäåðæàò âåðøèíû, íàõî-
äÿùèåñÿ ñîîòâåñòâåííî íà ÷¼òíîì è íå÷¼òíîì ðàññòîÿíèè îò ñòàðòîâîé
âåðøèíû â ñâîåé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.
(3) Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô H äâóäîëüíûì îòíîñèòåëüíî

ðàçáèåíèÿ VX = V0 ∪ V1. Äëÿ ýòîãî óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî â êàæäîì èç
ïîäìíîæåñòâ V0 è V1 îòñóòñòâóþò ð¼áðà, òî åñòü äëÿ ëþáûõ xi, xj ∈ V0

è ëþáûõ xi, xj ∈ V1 ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 〈xi, xj〉 /∈ EX . Åñëè òàêîå ðåáðî
îáíàðóæèâàåòñÿ, òî ãðàô H íå ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì, ïîýòîìó ïðîöå-
äóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ è âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî ïóíêòà.
(4) Ïîñêîëüêó ãðàô H äâóäîëüíûé, ðàçáèåíèå VX = V0 ∪ V1 ïîçâî-

ëÿåò âûäåëèòü ìíîæåñòâî V0 êàê äîìèíèðóþùåå. Äåéñòâèòåëüíî, â âè-
äó ïîñòðîåíèÿ êàæäàÿ âåðøèíà èç V1 ñìåæíà â ãðàôå H õîòÿ áû ñ
îäíîé âåðøèíîé èç V0, à âñå èçîëèðîâàííûå âåðøèíû èçíà÷àëüíî ïî-
ïàäóò â ìíîæåñòâî V0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
V0 = {x1, x2, . . . , xp}. Áóäåì íàçûâàòü ïåðåìåííûå èç V0 ñâîáîäíûìè, à
îñòàëüíûå � çàâèñèìûìè. Äàëåå àëãîðèòì äîëæåí íåäåòåðìèíèðîâàí-
íî óãàäàòü çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, âûáðàâ íàáîð âèäà u =
〈u1, . . . , up〉 ∈ W⊥

1 × · · · ×W⊥
p . Íàáîð u áóäåò ïðåäñòàâëåí íà 10-é ëåíòå

â âèäå ñëîâà

Λ = CΛ1,1 . . .Λ1,n# . . .#Λp,1 . . .Λp,nB,

ãäå Λi,j ∈ {0, 1} è Λi,j = 1 áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî ìû ïðèñâàèâàåì ïå-
ðåìåííîé xi çíà÷åíèå vj . Äëÿ âûáîðà íàáîðà u ïðîöåäóðà ïðîõîäèò ïî
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ñëîâó W⊥ íà 5-é ëåíòå è äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xi ∈ V0 íåäåòåðìèíè-
ðîâàííî âûáèðàåò ðîâíî îäíî å¼ çíà÷åíèå vj ∈W⊥

i . Äëÿ ýòîãî â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ôðàãìåíòå Λi,1 . . .Λi,n íà 10-é ëåíòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðîâíî
îäíà åäèíèöà, óêàçûâàþùàÿ íà âûáðàííîå çíà÷åíèå vj . Òàêèì îáðàçîì,
ìàøèíà Òüþðèíãà ïîðîæäàåò îäíó èç íåñêîëüêèõ âåòâåé âû÷èñëåíèé,
êàæäàÿ âåòâü ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíîìó íàáîðó u. Äàëåå ïðîöåäóðà
ïåðåõîäèò ê ñëåäóþùåìó øàãó, ãäå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðîâåðêó íà
ñîâìåñòíîñòü âûáðàííûõ çíà÷åíèé.
(5) Äëÿ âûáðàííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå íàáîðà u ∈W⊥

1 × · · · ×W⊥
p

ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Su = S ∪ {x1 = u1, . . . , xp = up}.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 1 ñèñòåìà Su è òåêóùèå ìíîæåñòâà Wi, W
⊥
i ,

Y (ti) óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê âõîäíûì äàííûì
ïðîöåäóðû ELIM. Ïîýòîìó äàëåå äëÿ ãðàôà Γ, ñèñòåìû Su, ìíîæåñòâ
Wi, W

⊥
i è êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè Y (ti) çàïóñêàåòñÿ ïðîöåäóðà ELIM.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå òàêîãî çàïóñêà ïðîöåäóðû ELIM â ðåçóëüòèðóþùåé
ñèñòåìå íå îñòàíåòñÿ óðàâíåíèé âèäà E(xi, xj), ÷òî ãàðàíòèðóåò ëèáî
ñîîáùåíèå î ñîâìåñòíîñòè, ëèáî ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû

Su ∪ {t = t′ | ∃t∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))}.

Åñëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà u âûçîâ ïðîöåäóðû ELIM âûäàñò ñî-
îáùåíèå î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû Su ∪ {t = t′ | ∃t∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))}, òî
íàøà îñíîâíàÿ ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïåðåõîäèò â çàêëþ÷èòåëüíîå
ñîñòîÿíèå è âûäàåò ñîîáùåíèå ¾ñèñòåìà ñîâìåñòíà¿. Åñëè æå ïîäîáíûé
âûçîâ ïðîöåäóðû ELIM âûäàñò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû
Su ∪ {t = t′ | ∃t∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))}, òî íàøà îñíîâíàÿ ïðîöåäóðà ïðî-
ñòî çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó âäîëü äàííîé âåòâè âû÷èñëåíèé â íåêîòîðîì
íåçàêëþ÷èòåëüíîì ñîñòîÿíèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äëÿ
êàæäîãî íàáîðà u ∈W⊥

1 × · · · ×W⊥
p ñèñòåìà Su ∪ {t = t′ | ∃t∈V ∪X(t, t′ ∈

Y (ti))} îêàçàëàñü íåñîâìåñòíîé, òî íåñîâìåñòíîé áóäåò è èñõîäíàÿ ñè-
ñòåìà S.

Ëåììà 4. Ïðîöåäóðà CONSIST êîððåêòíî ïðîâåðÿåò ñèñòåìó óðàâíå-
íèé íà ñîâìåñòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîöåäóðà CONSIST âûäàëà ñîîáùåíèå î íåñîâ-
ìåñòíîñòè ñèñòåìû âî âðåìÿ èíèöèàëèçàöèè äàííûõ, òî ýòî ìîæåò ïðî-
èçîéòè òîëüêî ïðè óñëîâèè W⊥

i = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 k. Â òàêîì
ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíî íå ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé.
Êîððåêòíîñòü ñîîáùåíèé î ñîâìåñòíîñòè èëè íåñîìåñòíîñòè íà ýòàïå 2

ñëåäóåò èç ëåììû 3.
Åñëè ïðîöåäóðà âîçâðàùàåò ñîîáùåíèå î íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû âî

âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïóíêòà (3) ýòàïà 3, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô H îêàçàëñÿ
íå äâóäîëüíûì, òî åñòü â H ñóùåñòâóåò öèêë íå÷¼òíîé äëèíû. Òîãäà äëÿ
ñîâìåñòíîñòè òåêóùåé ñèñòåìû S′ = S ∪ {t = t′ | ∃ti∈V ∪X(t, t′ ∈ Y (ti))}
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äîëæåí ñóùåñòâîâàòü íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xi, êîòîðûé óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèÿì, ñîñòàâëÿþùèì ýòîò íå÷¼òíûé öèêë. Â ñèëó ñâîéñòâ
ïðîöåäóðû INIT è ëåììû 2, ñèñòåìà S′ ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå
S. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåé òàêæå äîëæåí áûòü öèêë íå÷¼òíîé äëèíû, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ î äâóäîëüíîñòè ãðàôà Γ.
Âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïóíêòà (5) ýòàïà 3 ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ïðè-

ñâàèâàåòñÿ îïðåäåë¼ííûé íàáîð çíà÷åíèé, òàêèõ ÷òî xi ∈W⊥
i . Ïîñêîëü-

êó äàëüíåéøèé âûçîâ ELIM ãàðàíòèðîâàííî ïðèâîäèò ê îêîí÷àíèþ ðà-
áîòû ïðîöåäóðû ñ ñîîáùåíèåì î ñîâìåñòíîñòè èëè íåñîâìåñòíîñòè, êîð-
ðåêòíîñòü ôèíàëüíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç ëåììû 3. Òàêèì îáðàçîì, åñ-
ëè äëÿ êàêîãî-ëèáî íàáîðà çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðîöåäóðà
ELIM âûäàñò ñîîáùåíèå ¾ñèñòåìà ñîâìåñòíà¿, òî ñóùåñòâóåò òàêîå îçíà-
÷èâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì âñå óðàâíåíèÿ òåêóùåé ñèñòåìû âû-
ïîëíÿþòñÿ. Òîãäà ïî ëåììå 2 ýòî îçíà÷èâàíèå ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ
óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû, ÷òî ïîäòâåðæäàåò å¼ ñîâìåñòíîñòü.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ïðîöåäóðà ELIM âûäà¼ò ñîîáùåíèå î íåñîâ-

ìåñòíîñòè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ, òî ñèñòåìà íå èìååò òàêîãî îçíà÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì
âñå óðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåñîâ-
ìåñòíà. �

Ïðåäëîæåíèå 3. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû CONSIST ñîñòàâëÿåò O(l4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, âûïîëíåíèå ïåðâîãî ýòàïà
çàíèìàåò âðåìÿ O(l2). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2, âòîðîé ýòàï âûïîëíÿåòñÿ
çà âðåìÿ O(l4).
Çàïîëíåíèå ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà H è 8-é ëåíòû ïðîâîäèòñÿ çà

âðåìÿ O(l). Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèðîâàííûé ïîèñê â øèðèíó,
ñëîæíîñòü ðàáîòû êîòîðîãî íà ìàøèíå Òüþðèíãà ìîæíî îöåíèòü êàê
O(l2), ïîñëå ÷åãî ïðîâåðÿåòñÿ äâóäîëüíîñòü ãðàôà, ÷òî òàê æå ìîæíî
âûïîëíèòü çà âðåìÿ O(l2). Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïóíêòîâ
(1)�(3) íà ýòàïå 3 óêëàäûâàåòñÿ â O(l2).
Ïîñòðîåíèå ñëîâà Λ â ïóíêòå (4) âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáõîä ñëîâà W⊥,

ïîýòîìó çàíèìàåò âðåìÿ O(l). Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû Sq â ïóíêòå (5) ïðî-
èçâîäèòñÿ çà âðåìÿO(l). Äëÿ âûáðàííîé êîíôèãóðàöèè çàïóñêàåòñÿ ïðî-
öåäóðà ELIM, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîé, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, ñîñòàâëÿåò
O(l4). Çíà÷èò, ñîâîêóïíîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïóíêòîâ (4) è (5) íà ýòàïå 3
ñîñòàâëÿåò O(l4).
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû CONSIST òàêæå îöå-

íèâàåòñÿ êàê O(l4). �

4 Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû ïðîáëåìû

×òîáû óñòàíîâèòü NP-ïîëíîòó ïðîáëåìû ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñè-
ñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè,
âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðîáëåìà ñîâìåñòíîñòè àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìû
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äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ èððåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ NP-
ïîëíîé [5], è ïîñòðîèì å¼ ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå ê íàøåé ïðîáëåìå.
Äëÿ ýòîãî îïèøåì äåòåðìèíèðîâàííóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ïðîöåäóðó,

êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò òðåáóåìîå ñâåäåíèå.

Ïðîöåäóðà TRANSFORM.

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ ñëîâà A, R è E , ðàñïîëî-
æåííûìè íà 1-é, 2-é è 3-é ëåíòàõ ìàøèíû Òüþðèíãà ñîîòâåòñòâåííî.
Âûõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëîâà A′, R′ è E ′, çàïèñûâàåìûå ïðîöå-
äóðîé íà 4-é, 5-é è 6-é ëåíòàõ ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìàò ïðåäñòàâëåíèÿ
âõîäíûõ è âûõîäíûõ äàííûõ è èõ èíòåðïðåòàöèÿ îïèñàíû ðàíåå â � 3.
Çàìåòèì, ÷òî âõîäíûå äàííûå ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûé âèä. Ïî-

ýòîìó ïðîöåäóðà ñíà÷àëà ïðîâåðÿåò êîððåêòíîñòü âõîäà. Â ñëó÷àå îá-
íàðóæåíèÿ îøèáêè âî âõîäíûõ äàííûõ ïðîöåäóðà íå âûïîëíÿåò ïðåîá-
ðàçîâàíèå, à ïðåðûâàåò ñâîþ ðàáîòó è ôîðìèðóåò íà âûõîäíûõ ëåíòàõ
êîððåêòíî çàäàííóþ, íî çàâåäîìî íåñîâìåñòíóþ ñèñòåìó. Äëÿ ýòîãî îíà
çàïèñûâàåò ãðàô, ñîñòîÿùèé èç îäíîé âåðøèíû v1, à òàêæå ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, ñîäåðæàùóþ åäèíñòâåííîå óðàâíåíèå E(v1, v1). Åñëè æå âõîäíûå
äàííûå çàäàíû êîððåêòíî, òî ñëîâà A, R è E äåéñòâèòåëüíî êîäèðóþò
íåêîòîðûé ãðàô Γ è ñèñòåìó S. Â ýòîì ñëó÷àå âûõîäíûå äàííûå A′, R′

è E ′ áóäóò êîäèðîâàòü íåêîòîðûé äâóäîëüíûé ãðàô Γ′ è íîâóþ ñèñòåìó
S′ òàêèå, ÷òî ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû S íàä ãðàôîì Γ áóäåò ýêâèâàëåíòíà
ñîâìåñòíîñòè S′ íàä Γ′.

Øàã 1. Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè âõîäíûõ äàííûõ.

Ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðÿåò, ÷òî ñëîâà A, R è E äåéñòâè-
òåëüíî çàäàþò áóëåâû êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ìàò-
ðèöà äîëæíà áûòü çàïèñàíà â âèäå ñòðîêè, ñîäåðæàùåé m áëîêîâ äëèíû
m, ðàçäåë¼ííûõ ñèìâîëàìè # è çàêëþ÷¼ííûõ ìåæäó ñèìâîëàìè C è B,
ãäåm = n äëÿ ñëîâà A èm = n+k äëÿ ñëîâR è E . Çíà÷åíèÿ n è k ìîæíî
âû÷èñëèòü, èñõîäÿ èç äëèí ïåðâûõ áëîêîâ ìàòðèö A è R, òàê êàê îíè îä-
íîçíà÷íî çàäàþò ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Ïðîöåäóðà òàêæå ïðîâåðÿåò, ÷òî
êàæäûé áëîê ñîäåðæèò òîëüêî ñèìâîëû 0 è 1, îáùåå êîëè÷åñòâî áëîêîâ
è ñèìâîëîâ-ðàçäåëèòåëåé ñîîòâåòñòâóåò òðåáóåìîìó ôîðìàòó, à òàêæå
÷òî âñå òðè ìàòðèöû ñèììåòðè÷íû, ïðè÷¼ì ìàòðèöà A èìååò íóëåâóþ
äèàãîíàëü.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé íàðóøåíî, âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðå-

ðûâàåòñÿ, è íà âûõîäíûõ ëåíòàõ çàïèñûâàåòñÿ íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ñ
îäíîé ïåòë¼é, êàê áûëî îïèñàíî ðàíåå. Â ñëó÷àå óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ
ïðîâåðêè ïðîöåäóðà ïåðåõîäèò ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 2. Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôà.

Â ñèëó óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ ïðîâåðêè íà øàãå 1, ñëîâî A êîäèðóåò
íåêîòîðûé ñèììåòðè÷íûé èððåôëåêñèâíûé ãðàô Γ = 〈V,E〉.
Äëÿ ëþáîé íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû e = {u, v} âåðøèí u, v ∈ V òàêèõ,

÷òî 〈u, v〉 ∈ E ââåä¼ì íîâóþ âåðøèíó we, è çàìåíèì ðåáðî 〈u, v〉 ∈ E
èñõîäíîãî ãðàôà íà ïàðó íîâûõ ð¼áåð 〈u,we〉 è 〈we, v〉.
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Äîïîëíèòåëüíî ââîäÿòñÿ äâå èíäèêàòîðíûå âåðøèíû: âåðøèíà IV ,
ñìåæíàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè èç V , è âåðøèíà IE , ñìåæíàÿ ñî âñåìè
âåðøèíàìè âèäà we. Èíäèêàòîðíûå âåðøèíû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â
êà÷åñòâå êîíñòàíò â íîâîé ñèñòåìå óðàâíåíèé è ïîçâîëÿò ÿâíî ðàçëè÷àòü
èñõîäíûå è äîáàâëåííûå âåðøèíû ïðè ïðîâåðêå ñîâìåñòíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò ãðàô Γ′ = 〈V ′, E′〉 ñî ñëåäóþ-

ùèìè ìíîæåñòâàìè âåðøèí è ðåá¼ð:

V ′ = V ∪ {we | e = {u, v} è 〈u, v〉 ∈ E} ∪ {IV , IE},

E′ = {〈u,we〉, 〈we, u〉, 〈v, we〉, 〈we, v〉 | e = {u, v} è 〈u, v〉 ∈ E}∪
∪{〈u, IV 〉, 〈IV , u〉 | u ∈ V }∪{〈we, IE〉, 〈IE , we〉 | e = {u, v} è 〈u, v〉 ∈ E}.

Êàæäîå ðåáðî ãðàôà Γ′ ñîåäèíÿåò òîëüêî âåðøèíû èç äâóõ íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ìíîæåñòâ V ∪ {IE} è {we | e={u, v} è 〈u, v〉∈E} ∪ {IV }, ïîýòîìó
Γ′ ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.
Îïèøåì ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ãðàôà Γ′ íà ëåíòàõ ìàøèíû Òüþðèíãà.

Ïóñòü êàê è ðàíåå âåðøèíû èñõîäíîãî ãðàôà Γ èìåþò ôèêñèðîâàííóþ
íóìåðàöèþ V = {v1, . . . , vn}. Ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåò
ñëîâî A íà 1-é ëåíòå è äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 16i<j6n ïðîâåðÿåò
íàëè÷èå ðåáðà 〈vi, vj〉 ∈ E. Åñëè Ai,j = 1, òî äëÿ ïàðû e = {vi, vj} íà 7-é
ëåíòå ñîçäà¼òñÿ êîäèðóþùàÿ ýòó ïàðó âñïîìîãàòåëüíàÿ çàïèñü â âèäå
ñëîâà

B = b1b2 . . . bn,

ãäå bs = 1, åñëè s ∈ {i, j}, è bs = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñëå îáõîäà
âñåé ìàòðèöû ñìåæíîñòè A ïðîöåäóðà ôîðìèðóåò ñïèñîê, õðàíÿùèéñÿ
íà 7-é ëåíòå â âèäå ñëîâà

CB1#B2# . . .#BrB,

ãäå r = |E|/2 � êîëè÷åñòâî ðåá¼ð â ãðàôå Γ áåç ó÷¼òà èõ îðèåíòàöèè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç wes äîáàâëåííóþ âåðøèíó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåá-
ðó èñõîäíîãî ãðàôà, èíôîðìàöèÿ î êîòîðîì çàêîäèðîâàíà â çàïèñè Bs.
Çàôèêñèðóåì ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ âåðøèí íîâîãî ãðàôà Γ′:

v′1 = v1, . . . , v
′
n = vn,

v′n+1 = we1 , . . . , v
′
n+r = wer ,

v′n+r+1 = IV , v′n+r+2 = IE .

Ïîñëå ýòîãî íà 4-é ëåíòå ïîñòðî÷íî çàïèñûâàåòñÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè
A′ ðàçìåðà (n + r + 2) × (n + r + 2). Ýëåìåíòû A′ ôîðìèðóþòñÿ ïî
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
(1) Äëÿ êàæäîé çàïèñè Bs íà 7-é ëåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå es =

{vi, vj} ñìåæíûõ âåðøèí èñõîäíîãî ãðàôà Γ, ïîëàãàåì

A′
n+s,i = A′

i,n+s = A′
n+s,j = A′

j,n+s = 1.
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(2) Äëÿ èíäèêàòîðíîé âåðøèíû IV = v′n+r+1 è äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n
ïîëàãàåì

A′
n+r+1,i = A′

i,n+r+1 = 1.

(3) Äëÿ èíäèêàòîðíîé âåðøèíû IE = v′n+r+2 è êàæäîãî 1 6 s 6 r
ïîëàãàåì

A′
n+r+2,n+s = A′

n+s,n+r+2 = 1.

(4) Îñòàëüíûå ýëåìåíòû A′
i,j ïðèðàâíèâàþòñÿ íóëþ.

Øàã 3. Ïîñòðîåíèå íîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Â ñèëó óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ ïðîâåðêè íà øàãå 1, ñëîâà R è E êî-
äèðóþò íåêîòîðóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé S ñèãíàòóðû σV íàä íåêîòîðûì
ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xk}.
Äëÿ êàæäîé íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû c = {t, t′} òåðìîâ èç ìíîæåñòâà

V ∪X òàêèõ, ÷òî â ñèñòåìå S ïðèñóòñòâóþò óðàâíåíèÿ E(t, t′) è E(t′, t),
ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ yc è çàìåíèì óêàçàííûå óðàâíåíèÿ íà ñëåäó-
þùèå ÷åòûðå:

E(t, yc), E(yc, t
′), E(t′, yc), E(yc, t).

Òàêàÿ çàìåíà îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàííîñòü ñèñòåìû S′ ñî ñòðóêòóðîé
ïðåîáðàçîâàííîãî ãðàôà.
Äàëåå äëÿ âñåõ 1 6 s 6 k è äëÿ êàæäîé íîâîé ïåðåìåííîé yc äîáàâèì

â ñèñòåìó óðàâíåíèÿ

E(xs, IV ), E(yc, IE).

Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò ïåðåìåííûå ñ èíäèêàòîðíûìè âåðøèíàìè IV
è IE , ÷òî ïîçâîëÿåò ÿâíî çàäàòü èõ ðîëü â ñèñòåìå.
Óðàâíåíèÿ ñ ðàâåíñòâàìè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

èòîãîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä:

S′ = {E(t, yc), E(yc, t), E(t′, yc), E(yc, t
′), E(yc, IE), E(IE , yc) | c={t, t′}

è E(t, t′) ∈ S} ∪ {E(xs, IV ), E(IV , xs) | 1 6 s 6 k} ∪ {t=t′ | t=t′ ∈ S}.

Îïèøåì ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ñèñòåìû S′ íà ëåíòàõ ìàøèíû Òüþðèí-
ãà. Êàê è ðàíåå òåðìû èç V ∪X èìåþò ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ: ti = vi
è tn+j = xj äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n è 1 6 j 6 k. Ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïðîñìàòðèâàåò ñëîâî R íà 2-é ëåíòå è äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ
16i<j6n+k ïðîâåðÿåò, ñîäåðæèòñÿ ëè óðàâíåíèå E(ti, tj) â ñèñòåìå S.
Åñëè Ri,j = 1, òî äëÿ ïàðû c = {ti, tj} íà 8-é ëåíòå ñîçäà¼òñÿ êîäèðóþ-
ùàÿ ýòó ïàðó âñïîìîãàòåëüíûÿ çàïèñü â âèäå ñëîâà

B = b1b2 . . . bn+k,

ãäå bs = 1, åñëè s ∈ {i, j} è bs = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïî çàâåðøåíèè
îáõîäà ñëîâà R ïðîöåäóðà ïîëó÷èò ñïèñîê, õðàíÿùèéñÿ íà 8-é ëåíòå â
âèäå ñëîâà

CB1#B2# . . .#BmB,
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ãäå m � êîëè÷åñòâî ââåä¼ííûõ íîâûõ ïåðåìåííûõ âèäà yc. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ycs íîâóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ, èíôîð-
ìàöèÿ î êîòîðîì çàêîäèðîâàíà â çàïèñè Bs.
Çàôèêñèðóåì ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ âñåõ òåðìîâ èç ìíîæåñòâà V ′ ∪

X ∪ {yc1 , . . . , ycm}:

t′1 = v′1, . . . , t
′
n+r+2 = v′n+r+2,

t′n+r+3 = x1, . . . , t
′
n+r+k+2 = xk,

t′n+r+k+3 = yc1 , . . . , t
′
n+r+k+m+2 = ycm .

Äàëåå ïðîöåäóðà ïîñòðî÷íî ôîðìèðóåò íà 5-é ëåíòå ìàòðèöó R′ ðàç-
ìåðà (n+ r+k+m+ 2)× (n+ r+k+m+ 2). Ýëåìåíòû R′ îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
(1) Äëÿ êàæäîé çàïèñè Bs íà 8-é ëåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåé íîâîé ïåðå-

ìåííîé ycs è óðàâíåíèþ E(ti, tj) â èñõîäíîé ñèñòåìå S, ïîëàãàåì

R′
z,p = R′

p,z = R′
z,q = R′

q,z = 1,

ãäå t′z = ycs , t
′
p = ti è t

′
q = tj .

(2) Äëÿ êàæäîé èñõîäíîé ïåðåìåííîé xs, 1 6 s 6 k, ïîëàãàåì

R′
p,α = R′

α,p = 1,

ãäå t′p = xs è t
′
α = IV .

(3) Äëÿ êàæäîé íîâîé ïåðåìåííîé ycs , 1 6 s 6 m, ïîëàãàåì

R′
z,β = R′

β,z = 1,

ãäå t′z = ycs è t
′
β = IE .

(4) Îñòàëüíûå ýëåìåíòû R′
i,j ïðèðàâíèâàþòñÿ íóëþ.

Íàêîíåö, ïðîöåäóðà ïîñòðî÷íî ôîðìèðóåò íà 6-é ëåíòå ìàòðèöó E ′
ðàçìåðà (n + r + k + m + 2) × (n + r + k + m + 2). Òàê êàê óðàâíåíèÿ ñ
ðàâåíñòâàìè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, íåîáõîäèìî ëèøü àäàïòèðîâàòü èõ
ê íîâîé ðàçìåðíîñòè è îáíîâèòü èíäåêñû òåðìîâ. Äëÿ ýòîãî ïðîöåäóðà
ïðîñìàòðèâàåò ñëîâî E íà 3-é ëåíòå è äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ti = tj
îáíîâëÿåò íà 6-é ëåíòå ìàòðèöó E ′, äîáàâëÿÿ ýòî óðàâíåíèå â íîâóþ
ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E ′p,q = E ′q,p = 1,

ãäå t′p = ti è t
′
q = tj .

Íà ýòîì ïðîöåäóðà çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ ïðîöåäóðû TRANSFORM.
Ïðîáëåìó L ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

íàä ïðîèçâîëüíûìè êîíå÷íûìè ãðàôàìè ìû ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿåì
êàê ìíîæåñòâî âñåõ òðîåê 〈A,R, E〉 ñëîâ â àëôàâèòå {0, 1,C,B,#}, êîäè-
ðóþùèõ ñîâìåñòíûå ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåä¼ííûì â � 3 îïðåäå-
ëåíèåì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîáëåìà L′ ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ
ñèñòåì äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè.
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Ëåììà 5. Ïóñòü ïðîöåäóðà TRANSFORM áûëà çàïóùåíà íà òðîéêå
âõîäíûõ ñëîâ A, R, E è ïîñëå îñòàíîâêè âûäàëà òðîéêó âûõîäíûõ ñëîâ
A′, R′, E ′. Òîãäà 〈A,R, E〉 ∈ L, åñëè è òîëüêî åñëè 〈A′,R′, E ′〉 ∈ L′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òðîéêà 〈A,R, E〉 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êîð-
ðåêòíîñòè, ïðîâåðÿåìûì íà øàãå 1, òî î÷åâèäíî 〈A,R, E〉 /∈ L è ïî ïî-
ñòðîåíèþ 〈A′,R′, E ′〉 /∈ L′. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðîéêå
〈A,R, E〉 ñîîòâåòñòâóþò ãðàô Γ = 〈V,E〉 è ñèñòåìà S óðàâíåíèé ñèã-
íàòóðû σV íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xk}. Òîãäà ïî ïî-
ñòðîåíèþ íà øàãàõ 2 è 3 òðîéêå 〈A′,R′, E ′〉 ñîîòâåòñòâóþò äâóäîëüíûé
ãðàô Γ′ = 〈V ′, E′〉 è ñèñòåìà S′ óðàâíåíèé ñèãíàòóðû σV ′ íàä ìíîæå-
ñòâîì ïåðåìåííûõ X ′ = X ∪ {yc | c = {t, t′} è E(t, t′) ∈ S}.
Ïóñòü 〈A,R, E〉 ∈ L, ò.å. ñèñòåìà S ñîâìåñòíà íàä ãðàôîì Γ. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îçíà÷èâàíèå γ : X → V ïåðåìåííûõ èç X,
ïðè êîòîðîì âñå óðàâíåíèÿ èç S èñòèííû â Γ. Îïðåäåëèì ïðîäîëæå-
íèå γ′ : X ′ → V ′ îçíà÷èâàíèÿ γ äî îçíà÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ èç X ′ â
ãðàôå Γ′. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òåðìû t è t′, ñâÿçàííûå óðàâíåíèåì
E(t, t′) ∈ S. Ïî ïîñòðîåíèþ íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðå c = {t, t′} ñîîòâåò-
ñòâóåò íîâàÿ ïåðåìåííàÿ yc, à óðàâíåíèå E(t, t′) ïðåîáðàçóåòñÿ (áåç ó÷å-
òà ñèììåòðè÷íûõ óðàâíåíèé) â äâà óðàâíåíèÿ E(t, yc) è E(yc, t

′) â íîâîé
ñèñòåìå S′. Ïóñòü u = t[γ] è v = t′[γ] � çíà÷åíèÿ äàííûõ òåðìîâ â ãðà-
ôå Γ ïðè îçíà÷èâàíèè γ. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ñîâìåñòíà, âåðøèíû u è v
ñîåäèíåíû â ãðàôå Γ ðåáðîì 〈u, v〉 ∈ E. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåóïîðÿäî-
÷åííîé ïàðû e = {u, v} â íîâîì ãðàôå Γ′ íàéä¼òñÿ âåðøèíà we, êîòîðàÿ
ñìåæíà u è v óæå â ãðàôå Γ′. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì γ′(yc) = we.
Òîãäà, åñëè ïîëîæèòü γ′(xi) = γ(xi) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k, òî îáà íî-

âûõ óðàâíåíèÿ E(t, yc) è E(yc, t
′) áóäóò èñòèííû â Γ′ ïðè îçíà÷èâàíèè

γ′. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííîì òàêèì îáðàçîì îçíà÷èâàíèè
γ′ óðàâíåíèÿ âèäà E(xi, IV ) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k è E(yc, IE) äëÿ âñåõ íî-
âûõ ïåðåìåííûõ yc òîæå áóäóò èñòèííû â Γ′. Óðàâíåíèÿ âèäà t = t′ èç
èñõîäíîé ñèñòåìû S, ïåðåíåñ¼ííûå â S′ áåç èçìåíåíèé, òàêæå, î÷åâèäíî,
îñòàþòñÿ èñòèííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà S′ ñîâìåñòíà íàä ãðàôîì
Γ′, è çíà÷èò, 〈A′,R′, E ′〉 ∈ L′.
Ïóñòü òåïåðü 〈A′,R′, E ′〉 ∈ L′, ò.å. ñèñòåìà S′ ñîâìåñòíà íàä ãðàôîì Γ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îçíà÷èâàíèå γ′ : X ′ → V ′ ïåðåìåííûõ èç X ′,
ïðè êîòîðîì âñå óðàâíåíèÿ èç S′ èñòèííû â Γ′. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-
íîå óðàâíåíèå E(t, t′) ∈ S, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò íîâàÿ ïåðåìåííàÿ yc,
ââåä¼ííàÿ äëÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû c = {t, t′} òåðìîâ èç V ∪X. Ïóñòü
u = t[γ′], v = t′[γ′] è w = yc[γ

′] � çíà÷åíèÿ òåðìîâ t, t′ è yc â ãðàôå
Γ′ ïðè îçíà÷èâàíèè γ′. Ïîñêîëüêó â ñèñòåìå S′ ñîäåðæèòñÿ óðàâíåíèå
E(xi, IV ) äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé xi ∈ X, à γ′ îáÿçàííî äåéñòâîâàòü íà
ìíîæåñòâå V òîæäåñòâåííî, çàêëþ÷àåì, ÷òî u, v ∈ V . Ïîñêîëüêó â ñè-
ñòåìå S′ åñòü óðàâíåíèå E(yc, IE), çàêëþ÷àåì, ÷òî w = we äëÿ íåêîòîðîé
íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû e ñìåæíûõ â ãðàôå Γ âåðøèí. Îäíàêî, â ñèñòå-
ìå S′ òàêæå ïðèñóòñòâóþò óðàâíåíèÿ E(t, yc), E(yc, t

′). Ñëåäîâàòåëüíî,
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ïîñêîëüêó âåðøèíà we ñîîòâåñòâóåò åäèíñòâåííîé íåóïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðå âåðøèí èç V , çàêëþ÷àåì, ÷òî e = {u, v} è âåðøèíû u è v ñìåæíû â
èñõîäíîì ãðàôå Γ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γ′(X) ⊆ V è åñëè îïðåäåëèòü îçíà÷èâàíèå γ =

γ′�X : X → V , òî âñå óðàâíåíèÿ âèäà E(t, t′) ∈ S áóäóò èñòèííû â Γ
ïðè îçíà÷èâàíèè γ. Òàê êàê óðàâíåíèÿ âèäà t = t′ ïåðåíîñÿòñÿ èç S â S′

áåç èçìåíåíèé, òàêîå îçíà÷èâàíèå òàêæå îáåñïå÷èâàåò èñòèííîñòü âñåõ
óðàâíåíèé ñ ðàâåíñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà S ñîâìåñòíà íàä Γ, ò.å.
〈A,R, E〉 ∈ L. �

Ïðåäëîæåíèå 4. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû TRANSFORM ñîñòàâëÿåò
O(l3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà øàãå 1 ïðîöåäóðà ïðîâåðÿåò êîððåêòíîñòü âõîä-
íûõ äàííûõ. Ïðîâåðêà äëèíû ñëîâ è ôîðìàòà çàïèñè îñóùåñòâëÿåòñÿ
çà âðåìÿ O(l). Ïðîâåðêó íà ñèììåòðè÷íîñòü è èððåôëåêñèâíîñòü ìîæíî
îñóùåñòâèòü çà âðåìÿ O(l2).
Íà øàãå 2 ïðîöåäóðà ñíà÷àëà ñòðîèò ñïèñîê ïàð èíäåêñîâ i < j òà-

êèõ, ÷òî âåðøèíû vi è vj ñìåæíû â ãðàôå Γ. Îáùåå ÷èñëî òàêèõ ïàð íå
ïðåâûøàåò n(n − 1)/2, ÷òî îöåíèâàåòñÿ êàê O(l). Äëèíà îäíîé çàïèñè
Bs ðàâíà n, ïîýòîìó îáùàÿ äëèíà ñëîâà, êîäèðóþùåãî ñïèñîê ïàð èí-
äåêñîâ, îöåíèâàåòñÿ êàê O(l1.5). Ñîîòâåòñòâåííî, âðåìÿ åãî ïîñòðîåíèÿ
òîæå ñîñòàâëÿåò O(l1.5).
Äàëåå íà øàãå 2 àëãîðèòì ñòðîèò ìàòðèöó ñìåæíîñòè A′ ðàçìåðà

(n + r + 2) × (n + r + 2), ãäå r = |E|/2. Ïîñêîëüêó r îãðàíè÷åíî ñâåðõó
âåëè÷èíîé O(l), îáùåå ÷èñëî ñèìâîëîâ â çàïèñè ñëîâà A′ íå ïðåâîñõîäèò
O(l2). Âû÷èñëåíèå îäíîãî ñèìâîëà A′

i,j â õóäøåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ âðå-

ìÿ O(l). Ïîýòîìó çàïîëíåíèå ìàòðèöû A′ ìîæíî îñóùåñòâèòü çà âðåìÿ
O(l3).
Íà øàãå 3 ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê ïàð èíäåêñîâ i < j òàêèõ, ÷òî òåðìû ti

è tj ñâÿçàíû óðàâíåíèåì E(ti, tj) â ñèñòåìå S. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî òåð-
ìîâ ðàâíî n+k, îáùåå ÷èñëî òàêèõ ïàð íå ïðåâûøàåò (n+k)(n+k−1)/2.
Äëèíà îäíîé çàïèñè Bs íà ýòîì øàãå ðàâíà n + k, ïîýòîìó äëèíà âñå-
ãî ñïèñêà ñîñòàâëÿåò O(l1.5) ñèìâîëîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, åãî ïîñòðîåíèå
ìîæíî îñóùåñòâèòü çà âðåìÿ O(l1.5).
Çàòåì íà øàãå 3 ïðîöåäóðà ñòðîèò äâå ìàòðèöû ñìåæíîñòè R′ è E ′

ðàçìåðà (n+ r+ k+m+ 2)× (n+ r+ k+m+ 2), ãäå m � êîëè÷åñòâî ïàð
òåðìîâ, ñâÿçàííûõ óðàâíåíèåì ñìåæíîñòè â ñèñòåìå S. Îáå âåëè÷èíû r
è m îöåíèâàþòñÿ êàê O(l), ïîýòîìó ðàçìåð äàííûõ ìàòðèö ñîñòàâëÿåò
O(l2) ñèìâîëîâ. Âû÷èñëåíèå îäíîãî ýëåìåíòà äëÿ îáåèõ ìàòðèö ìîæåò
ïîòðåáîâàòü â õóäøåì ñëó÷àå âðåìÿ O(l). Ïîýòîìó îáùåå âðåìÿ ïîñòðî-
åíèÿ ìàòðèö R′ è E ′ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà âðåìÿ O(l3).
Òàêèì îáðàçîì, âñå ýòàïû ðàáîòû ïðîöåäóðû TRANSFORM âûïîëíÿ-

þòñÿ çà ñóììàðíîå âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó âåëè÷èíîé O(l3). �
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà TRANSFORM âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.

Òåîðåìà 1. Ïðîáëåìà ñîâìåñòíîñòè êîíå÷íûõ ñèñòåì äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4 è ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðèâåä¼í-
íàÿ ðàíåå íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà CONSIST ðàñïîçíà¼ò ñîâ-
ìåñòíûå ñèñòåìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðè-
âàåìàÿ íàìè ïðîáëåìà ïðèíàäëåæèò êëàññó NP.
NP-òðóäíîñòü çàäà÷è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî

ñâåäåíèÿ ïðîáëåìû ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ïðîèçâîëüíû-
ìè ãðàôàìè, êîòîðàÿ, êàê ïîêàçàíî â [5], ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, ê íàøåé
ïðîáëåìå. Â ñèëó ëåììû 5 è ïðåäëîæåíèÿ 4 òðåáóåìîå ïîëèíîìèàëü-
íîå ñâåäåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé íàìè ïðîöåäóðû
TRANSFORM.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà ïðèíàäëåæèò êëàññó NP,

ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, NP-ïîëíîé. �
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